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tari i mladi Matemagicari cesto zadaju probleme za Cije rjeSavanje tre-

ba samo domigljatost. Ovdje ¢emo ilustrirati probleme razdiobe ele-
menata u nekom skupu kojima su se bavili Matemagicari prije stotinjak go-
dina. Cesto su se takvi problemi popularizirali objavom u novinama koje su
objavljivale i rjeSenja svojih citatelja.
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U ovom ¢emo tekstu ispricati pri¢u o jednoj vrsti mozgalica (i kasnijim
inacicama) koja se pojavila 1912. godine i koju je objavio Norman Anning,
profesor na Odsjeku za matematiku Sveucilista u Michiganu. Radi se o tri ¢o-
vjeka i zalihama kokosa.

U listu The Saturday Evening Post u broju od 9. listopada 1926. godine
pojavila se kratka prica Bena Amesa Williamsa pod naslovom Kokosi koja je
izazvala zanimanje Citatelja i potaknula velik broj njih na trazenje rjesenja koje
u listu nije bilo objavljeno uz zadatak.

Problem iz Williamsove price glasi:

Pet muskaraca i majmun dozivjeli su brodolom i na pustom su otoku.

Prvi su dan proveli skupljajuci kokose za hranu. Skupili su ih sve zajedno na

hrpu i otisli spavati.

. Kad su svi zaspali, jedan se Covjek probudio i pomislio da bi se mogli ujutro po-
. svadati oko podjele kokosa pa je odlucio uzeti svoj dio. Tako je podijelio kokoso-

ve orahe na pet hrpica. Ostao mu je jedan kokos koji je dao majmunu. Sakrio je
svoju hrpu kokosa, a ostale ostavio zajedno na hrpi.

Nakon toga i drugi se Covjek probudio i u¢inio istu stvar. Ostao mu je jedan ko-
kos viska koji je dao majmunu.

Sva su petorica muskaraca ucinila istu stvar, jedan za drugim, tj. svaki je od njih,
kad se probudio, uzeo petinu kokosa s hrpe i svakome je ostao po jedan kokos za
majmuna.

Ujutro su podijelili kokose koji su ostali na pet jednakih dijelova.

Naravno, svaki je znao da nedostaju kokosi koje su uzeli po noéi. Svatko je bio
kriv, pa nisu nista rekli.

Koliko je plodova kokosa bilo na pocetku?
9 0 [ [ B 8

Urednistvo The Saturday Evening Posta bilo je, tijekom prvog tjedna na-
kon $to je objavljen problem, obasuto s nekih 2000 pisama. Zanimljivo je da je
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Williams jo$ 20 godina nastavio primati pisma u kojima se trazio odgovor ili
su se predlagala nova rjesenja.

Problem kokosa Williams nije izmislio. Mnogo stariji problem aktualizi-
rao je dodavanjem kokosa.

Iz zaborava je tu mozgalicu izvukao slavni Matemagicar Martin Gardner
u9. poglavlju The Monkey and the Coconuts godine 1958. u knjizi Mathematical
Puzzles & Diversions. Njegova objava mozgalice potaknula je mnoge ugledne
Matemagicare, kao i pripadnike nekih drugih struka, na rjesavanje problema.
Njihova rjeSenja nudila su mnogo domisljatosti i metoda rjesavanja.
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No, danas uo¢avamo da se ova i slicne mozgalice mogu rjesavati metoda-
ma za rje$avanje linearnih Diofantskih jednadzbi. Ve¢ je davno Matemagicar
Leonhard Euler jednu svoju metodu rje$avanja linearnih Diofantskih jdnadz-
bi nazvao metodom slijepca.

MMMMMMM

Inacica takvog problema, nazvana Koliko je jaja u kosari?, objavljena je u
[Matki broj 20 kao strip-zadatak (vidi sliku na rubu).

Uvod

Za one Matemagicare kojima je pretesko rjesavanje ili ne znaju metode
rjeavanja Diofantskih jednadzbi, evo nekoliko primjera jednostavnog koko-
sovog problema bez Diofantovih poteskoca”.

Primjer 1. Tri mornara nailaze na hrpu kokosa. Prvi mornar uzima
pola njih plus pola kokosa. Drugi mornar uzima pola onoga sto je ostalo
plus pola kokosa. Tre¢i mornar takoder uzima pola onoga $to ostane
plus pola kokosa. Ostao je to¢no jedan kokos koji su dali majmunu.

Koliko je kokosa na hrpi i koliko je kokosa dobio svaki mornar?

Za rjeSavanje ove mozgalice primijenit ¢emo matematicko razmatranje
od pojedinacnog prema opcem problemu, tj. induktivanu metodu. Dakle, prvo
razmotrimo jednostavniji primjer mozgalice. Nakon toga povecavat ¢emo broj
mornara uz iste uvjete razdiobe.

Primjer 2. Dva mornara nailaze na hrpu kokosa. Prvi mornar uzima pola
njih plus pola kokosa. Drugi mornar uzima pola onoga $to je ostalo plus pola
kokosa. Ostao je to¢no jedan kokos koji su dali majmunu.

Koliko je kokosa na hrpi i koliko je kokosa dobio svaki mornar?

Rjesenje primjera 2. Neka je N broj kokosa na hrpi. Prvi mornar uzeo

1
je %JFE kokosa, odnosno prvi mornar uzeo je kokos, a ostalo je
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__N2+1 - _N2—1 kokosa. Drugi mornar uzeo je % N-l 1o NII kokos.

2 2
Prema uvjetima mozgalice, broj kokosa je za jedan ve¢i od onoga sto su uzeli

prvi i drugi mornar zajedno, tj. N = N—H+N—+1+l. Odavde dobivamo da

je N =7, §to znaci da je prvi mornar uzeo 4 kokosa, drugi mornar 2 kokosa, a
majmunu je pripao 1 kokos.
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Rjesenje primjera 1. Neka je N broj kokosa na hrpi.

N+1 kokos.

. . N 1
Prvi mornar uzima ?4-5 kokosa, odnosno 1.mornar =

N-1l.mornar 1 N+1

Drugi mornar uzima 2.mornar = 5 +5 . kokos.
. . N—-1.mornar—2.mornar 1 N+1
Treéi mornar uzima 3.mornar = 5 + 5= kokos.
. . o1 N+1 N+1 N+1
Prema uvjetima mozgalice vrijedi odnosno N = + + +1.

4 8

Odavde dobivamo da je N = 15, $to znaci da je prvi mornar uzeo 8 kokosa,
drugi mornar 4 kokosa, tre¢i mornar 2 kokosa, a majmunu je pripao 1 kokos.

Primijenite slican racun i zaklju¢ivanje u rjesavanju sljedeca dva zadatka.

Zadatak 1. Cetiri mornara nailaze na hrpu kokosa. Prvi mornar uzima
pola njih plus pola kokosa. Drugi mornar uzima pola onoga $to je ostalo plus
pola kokosa. Tre¢i mornar uzima pola onoga $to ostane plus pola kokosa. Ce-
tvrti mornar takoder uzima pola onoga $to ostane plus pola kokosa. Ostao je
to¢no jedan kokos koji su dali majmunu. Koliko je kokosa na hrpi i koliko je
kokosa dobio svaki mornar?

(Odgovor: 31 kokos; prvi je mornar uzeo 16, drugi 8, treci 4, cetvrti 2 kokosa.)

Zadatak 2. Razmotrite zapise broja kokosa za mornare, kao i ukupan
broj kokosa. Mozete li naslutiti odgovor za slucaj pet mornara ako je isti nacin
razdiobe kao u prethodnim primjerima? Svoje naslucivanje provjerite rjeSava-
njem problema.

(Odgovor: 63 kokosa; prvi je mornar uzeo 32, drugi 13, treci 8, Cetvrti 4, a peti
je uzeo 2 kokosa.)

Mozete li naslutiti te brojeve kokosa za sljede¢ih nekoliko slucajeva? Mo-
zete li zapisati naslu¢ivanje za op¢i slucaj, tj. za m mornara?

Napomena. Dokazivanje tvrdnje vaseg naslu¢ivanja/hipoteze opceg sluca-
ja u matematici se provodi pomoc¢u matematicke indukcije.
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RjeSavanje pocetnog problema

Prije samog rjeSavanja pocetnog problema koji je izazvao veliku medijsku po-
zornost razmotrimo primjer s manjim brojem sudionika, ali s istim uvjetima razdi-
obe, tj. induktivno kao u prethodnim primjerima. Dakle, rijesimo sljedeci primjer.

Primjer 3. Dvije osobe i majmun dozivjeli su brodolom i na pustom su
otoku. Prvi su dan proveli skupljajuci kokose za hranu. Sve skupljene kokose
stavili su na jednu hrpu i otisli spavati. Kad su svi zaspali, jedna se osoba pro-
budila i pomislila da bi se ujutro mogli posvadati oko podjele kokosa, pa je
odlucila uzeti svoj dio. Tako je podijelila kokosove orahe na dvije hrpe i sakrila
svoj dio. Jedan kokos dobio je i majmun. Nakon toga druga se osoba probudila
i uc¢inila istu stvar. Ujutro su trebali podijelili kokose koji su ostali podijeljeni
na dva jednaka dijela. Naravno, svaka je osoba znala da nedostaju kokosi koje
su po no¢i uzeli za sebe i dali majmunu. Nisu nita rekli o tome. Koliko je ko-
kosa bilo ujutro za podijeliti? Koliko je u pocetku bilo kokosa?

Rjesenje. Neka je N broj kokosa na hrpi. Prva osoba uzima %-’—1 ko- —

+2 N —1. osoba

N .
kos, odnosno 1. osoba = kokos. Druga osoba uzima —— +1,

N+2
odnosno 2. osoba =

kokos. Prema uvjetima mozgalice vrijedi N = 1.0so-

N+2 N+2

ba + 2.0soba, odnosno N = +

. Odavde dobivamo N = 6, pa je prva

osoba uzela iz hrpe za sebe 3 kokosa i 1 je dala majmunu, odnosno uzela je 4 koko-
sa. Druga je osoba uzela iz hrpe 2 kokosa (za sebe 1 kokos i za majmuna 1 kokos),
odnosno podijelila je preostale kokose te za jutarnju razdiobu nije bilo kokosa.

Pokusajte za vjezbu na ovaj nacin istraziti rjeSavanje pocetnog problema po-
vecanjem broja osoba i procijenite dobre i lose strane takvog rje$avanja problema.

Sada ¢emo prezentirati rjeSenje pocetnog problema o 5 muskaraca i 1 maj-
munu na pustom otoku kako ga je dao Martin Gardner u spomenutoj knjizi.

Rjesenje Martina Gardnera. Gardner je problem opisao pomocu sljede-
¢ih Diofanstkih jednadzbi koje predstavljaju $est uzastopnih podjela kokoso-
vih oraha na petine. N je ukupan broj kokosa, a F broj kokosa koji je svaki bro-
dolomac dobio na posljednjem (kona¢nom) dijeljenju. Brojevi 1 s desne strane
jednadzbi su kokosovi orasi dani majmunu. Svako slovo oznacava nepoznat
pozitivni cijeli broj. Jednadzbe su:

N=5A+1,4A=5B+1,4B=5C+1,4C=5D+1,4D =5E+ 1i4E =5F.
Gardner je iz prve jednadzbe odredio A i uvrstio je u drugu. Zatim je iz

druge odredio B itd. Na kraju je dobio jednu nehomogenu linearnu Diofantsku
jednadzbu s dvije nepoznanice Ni F:

1024 N =15 625F + 8404
177



Rjesenje te jednadzbe je N = 31211 F = 204.

Gardner je napisao i opée formule za ukupan broj kokosa:

- zaneparan broj osoba n i cijeli broj k formula je N = (1+nk)n" —(n—1),
- zaparan broj osoba nicijeli broj k formulaje N = (n—1+nk)n" —(n—1).

Zadatak 3. Razmotrite ove formule za nekoliko slucajeva te usporedite
rezultate s rezultatima koje ste dobili u tim slu¢ajevima na drugi nacin.
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Na kraju ovog teksta rijesimo i strip-zadatak.

Koliko je jaja u ko$ari?

Na zagrebackoj trznici Dolac Danica, Ante, Jurica, Luka i Ivan subotom
obi¢no obilaze klupe i razgledaju ponudeno. Dosli su do prodavacice
Barice. Ona ima na klupi jaja upakirana u $est lijepih kosara.

'13: Jurica: Zasto prodajete iz Sest kosara?

Barica: Tako provjeravam jesu li mi u svaku kosaru stavili jednaki
broj jaja.

Danica: Ne razumijem! Kako to Cinite?

Ante: Zar ne vidis da iz prve kosare uzima uvijek po dva jaja, iz druge po tri,
iz trece po Cetiri, itd.?

Luka: Lakse je izbrojiti jaja nego pamtiti koliko se puta uzmu jaja iz pojedine
kosare.

Ivan: Ne vjerujem da kumica Barica pamti.

Barica: Nakon $to tako ispraznim kosaru, mogu doznati je li u kosari bio tocan
broj jaja ili ne!

Danica: Kako?

Barica: U prvih pet kosara mora mi ostati po jedno jaje, a u zadnjoj nijedno.

Ante: Mislim da znam koliko jaja mora biti u svakoj kosari.

Koliko jaja mora biti u svakoj kosari? Sto koristi Barica za provjeru to¢no-
sti? Zasto mora biti Sest kosara? Moze li se Bari¢ina provjera broja jaja napra-
viti na drugi nacin?

Rjesenje. Zadatak ¢emo rijesiti Eulerovom metodom slijepca za linearne
Diofantske jednadzbe.

Jurica: Znaci da se ovdje radi o visekratnicima broja 2, 3,4, 5, 6 i 7.

Ante: Da, bas tako! U svakoj bi kosari trebao biti jednak broj jaja. Neka je to broj x.
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Dakle, u prvoj kosari broj jaja umanjen za jedan (jer u kosari ostane jedno jaje)

visekratnik je broja 2, tj. x—1=2-k,k € N.

Ivan: Za sljedele je Cetiri kosare:
x-1=3-I,x-1=4m,x—-1=5n,x-1=6t,I,m,n,t €N.

Luka: Evo i moje pomoci! U zadnjoj kosari ne ostaje nijedno jaje. Dakle,

x=7u,ue N.

Danica: Iz prvih 5 kosara slijedi da je x—1 visekratnik broja 60, tj. da je

x—1=60v,v e N, odnosno x =60v+1.

Ivan: Izjednacimo li ovu jednadzbu s jednadzbom Seste kosare, dobit cemo line-
arnu Diofantsku jednadzbu 7u - 60v =1, u, v € N.

Danica: Razjasnili smo matematicku pozadinu Baricine neobicne prodaje jaja.

Ante: Ovu jednadzbu ili treba rijesiti nekom metodom ili jednostavno naslutiti
dajeu=43 i v=5,t. x=301.

Mate Magicar: Algebarska jednadzba s dviema ili vise nepoznanica s cijelim ko-
eficijentima zove se Diofantska jednadzba. To je u nasem zadatku jednadzba
7u—60v =1, gdje su u i v prirodni brojevi. Rijesimo je Eulerovom metodom ili
metodom slijepca (kako ju je nazvao sam Euler). Iz ove jednadzbe slijedi:

60v+1 4v+1
u= =8v+ .

7
Odavde zaklju¢ujemo (jer je u prirodan broj) da je 4v+1 djeljivo brojem
7,t.daje 4v+1=7z,z€ N.
) . . y e 7z-1 3z-1
Toje nova Diofantska jednadzba. Zanjuvrijedidaje v = 0 % T

Na isti nacin (kao i u prijasnjoj jednadzbi) zaklju¢ujemo da je 3z—1 djeljivo
brojem 4, tj. daje 3z—1=4w,we N.

dwrl_ w4+ W;rl. Zaklju¢ujemo da je w+1 djeljivo brojem

Dalje je z =
3,ti. w+1=3a,ae N, odnosno w=3a-1.
Za a = 1 uvrstavanjem dobivamo w =2, z=3,v =5, u =43, x =301.

Da smo za a uzeli 2, dobili bismo w=5,z=7,v=12, u=103, x =721.
Uzimajudi ve¢u vrijednost za broj a, dobili smo i ve¢i x. Procijenite sami koliko
¢e biti jaja u svakoj od 6 Baricinih kosara.

Prijedlog za nagradu i objavljivanje

Pozivamo mlade [Vlatkace i ostale ¢itatelje da nam posalju neki svoj pro-
blem koji ¢emo objaviti.

Napomena. Tko nam posalje jedan svoj zadatak i rjeSenje, nagradit ¢emo
ga jednom knjigom iz Matematicke biblioteke.
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