v SESTORKA U KAZALISTU

Zeljko Bré¢i¢, Vinkovci

a matematickim natjecanjima svih razina vrlo se ¢esto pojavljuju

logicko-kombinatorni zadatci, a u redovnoj nastavi matematike u
osnovnoj $koli kombinatorika se uopce ne spominje. Srednjoskolci takve za-
datke rjesavaju pomocu permutacija, kombinacija, varijacija i gotovih formula
za izra¢unavanje njihova broja u kojima se pojavljuju faktorijeli, binomni koe-
ficijenti i sli¢ne, osnovnoskolcima nepoznate stvari. Za rjeSavanje kombinator-
nih zadataka ucenici osnovne $kole imaju samo jedan, no sasvim dovoljan alat
- poucak o uzastopnom prebrojavanju. U reduciranom obliku, prilagodenom
razini osnovne $kole, to pravilo glasi:
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Ako se prva radnja moze obaviti na n, nacin, druga na n, nacina, i tako
dalje, sve do posljednje k-te radnje koja se mozZe obaviti na n, nacina, tada
se sve radnje zajedno mogu obavitinan, - n, - ... n_nacina.

U nastavku teksta bit ¢e pokazano kako se kombinatorni zadatci rjesavaju
na osnovnoskolski nacin, bez gotovih formula, odnosno samo koriste¢i pou-
¢ak o uzastopnom prebrojavanju.

Permutacije

O permutacijama govorimo ako promatramo # elementa nekog skupa i
sve elemente rasporedujemo u niz. Svaki razlicit poredak svih elemenata skupa
predstavlja jednu permutaciju.

Primjer 1. Neka je skup A = {g, b, c}. Elemente toga skupa mozemo raspo-
rediti na $est nacina: abc, acb, bac, bca, cab i cba.

Do broja permutacija dolazimo ovako: Na prvome mjestu moze biti bilo
koji od tri elementa skupa (dakle moze se izabrati na tri na¢ina), na drugom
jedan od preostala dva (biramo ga na dva nacina), a na tre¢emu moze biti
samo jedan, posljednji element (njega mozemo odabrati samo na jedan nacin).
Prema poucku o uzastopnom prebrojavanju, tri elementa mogu se rasporediti
na3-2-.1=6nacina.

Zadatak 1. Sest prijatelja planira oti¢i u kazaliste i smjestiti se u jednome
redu, primjerice na sjedalicama numeriranim brojevima od 1 do 6. Na koliko
\ se nacina mogu rasporediti na ta mjesta ako dvojica od njih, Dinko i Eugen, ne
> zele sjediti jedan do drugoga?

Rjesenje: Kada ne bi bilo nikakvih ogranicenja, Sestero prijatelja moglo bi
se rasporeditina 6 - 5-4 -3 -2 -1 =720 nacina. Izra¢unat ¢emo u koliko od
tih rasporeda Dinko i Eugen sjede jedan do drugoga. Da bi sjedili jedan do
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drugoga, Dinko i Eugen mogu se smjestiti u sjedala broj 112,213,314,415
ili 5i 6. U svim tim slucajevima jedan od njih moze sjesti lijevo, a drugi desno
ili pak obrnuto. Postoji dakle deset nacina da se dvojica prijatelja smjeste jedan
do drugoga. Prikazimo te rasporede:

DE---- -DE--- --DE-- ---DE- ----DE
ED---- -ED--- --ED-- ---ED- ----ED

Na slobodna mjesta u tim rasporedima (oznacena crticama) moze se pro-
izvoljno smjestiti bilo tko od preostalih cetvero prijatelja. To mogu napraviti
na4-3-2-1=24nadina.
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Ukupan broj razmjestaja u kojima Dinko i Eugen sjede jedan do drugoga
je 10 - 24 = 240. To znaci da postoji 720 - 240 = 480 rasporeda u kojima njih
dvojica nisu jedan pored drugoga.

Varijacije
Kod permutacije smo promatrali sve elemente i bio je vazan njihov raspo-
red. Kod varijacija takoder vodimo racuna o rasporedu, ali se vi§e ne proma-

traju svi, nego samo neki elementi skupa. Svaki razliciti poredak r elemenata
(od ukupno n) predstavlja jednu varijaciju r-tog razreda od n elemenata.

Primjer 2. Neka je skup B = {4, b, ¢, d}. Elemente toga skupa mozemo
rasporediti u skupine od dva ¢lana (uredene parove) na 12 nacina: ab, ac, ad,
ba, bc, bd, ca, cb, cd, da, db i dc.

Njihov broj racunamo ovako: Na prvome mjestu moze biti bilo koji od ¢etiri
elementa skupa, a na drugome jedan od preostala tri. Prema poucku o uzasto-
pnom prebrojavanju, Cetiri elementa mogu se rasporediti na 4 - 3 = 12 nacina.

Zadatak 2. Dosavsi na blagajnu kazalista, Sestero prijatelja doznalo je da KAZALISTE
su za predstavu ostale jo§ samo cetiri ulaznice. Odlucili su da ¢e njih cetvero
ipak pogledati predstavu, a ostalih dvoje pric¢ekat ¢e ih u obliznjem kafi¢u. Na
koliko se nacina oni mogu smjestiti na svoja mjesta ako medu odabranima
mora biti Ana kojoj je taj dan bio rodendan?

Rjesenje: Budu¢i da medu gledateljima mora biti Ana, ona se moze smje-
stiti na bilo koje od ¢etiri dobivena mjesta. Prikazimo i to graficki:

A--- ~A--- —-A- ——-A

Na preostala tri mjesta (oznacena crticama) mozemo izabrati troje od pet
preostalih prijatelja, i to ovako: Prvi od njih moze se izabrati na pet nacina
(bilo tko od njih), drugi na Cetiri (svi osim vec izabranog) i tre¢i na tri nacina
(netko od preostale trojice). Oni se mogu smjestiti na 5 - 4 - 3 = 60 nacina.
Ukupan broj rasporeda je 4 - 60 = 240.
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Kombinacije

Kod permutacija smo promatrali svih # elemenata nekog skupa, a kod va-
rijacija samo njih k (naravno, podrazumijeva se da je k < n). Kod kombinacija
od n elemenata opet biramo samo k elemenata, ali nam njihov poredak vise
nije bitan. Svaki podskup od r elemenata (napisanih u bilo kojem poretku)
predstavlja jednu kombinaciju r-tog razreda od n elemenata.

Primjer 3. Neka je skup C = {a, b, ¢, d, e}. Elemente toga skupa mozemo
rasporediti u deset kombinacija od tri ¢lana: abc, abd, abe, acd, ace, ade, bcd,
bee, bde i cde.
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Kako izracunati da ih ima bag deset? Za pocetak, racunamo broj varijacija:
Na prvome mjestu moze biti bilo koji od pet elemenata skupa, na drugome
neki od cetiri ostala, a na tre¢em jedan od preostala tri. Prema poucku o uza-
stopnom prebrojavanju, pet elemenata moze se u uredene trojke rasporediti na
5.4.3 =60 nacina.

U tome broju nalaze se svi moguci rasporedi neka tri elementa. Primjerice,
za a, b i c postoji Sest nacina kako se oni mogu zapisati u razli¢itim poredcima:
abc, acb, bac, bea, cab i cba. Svih tih $est poredaka uracunato je u broju 60, a
radi se o samo jednoj kombinaciji jer redoslijed izabranih elemenata nije bitan.
Naravno, isto vrijedi i za bilo koju drugu trojku jer se svaka tri elementa mogu
se rasporediti na 3 - 2 - 1 = 6 nacina. Dakle, trazeni broj kombinacija Sest je
puta manji od 60, odnosno iznosi 60 : 6 = 10. Primijetimo: pri racunanju broja
varijacija dijelili smo brojem razli¢itih poredaka triju elemenata jer se radi o
kombinacijama treceg razreda. Da smo birali ¢etveroclane podskupove, dijelili
bismo s4-3-2-1=24jer se Cetiri elementa mogu rasporediti na 24 nacina.

U osnovnoskolskim zadatcima najces$ce se radi o parovima, pa se broj
kombinacija racuna dijeljenjem s dva. Zaista, od dva elementa, primjerice a i
b, moguce je dobiti dva uredena para (a, b) i (b, a), a to se smatra samo jednom
kombinacijom.

Zadatak 4. Na kruznici je istaknuto $est to¢aka. Koliko duzina, trokuta i
Cetverokuta odreduje te tocke?

Rjesenje: Duzina je odredena s dvije tocke. Prvu to¢ku mozemo izabrati na
6 nacina (bilo koja tocka), a drugu na 5 (bilo koja osim ve¢ izabrane). Prema
poucku o uzastopnom prebrojavanju, imamo 6 - 5 = 30 parova to¢aka. Budu-
¢i da kod duzine ne razlikujemo pocetnu i krajnju tocku, broj duzina iznosi
30:2=15.

Trokut je odreden s tri tocke. Postoji 6 - 5 - 4 = 120 uredenih trojki, no njih
3.2-1=6cine jedan trokut. Trokuta ima 120 : 6 = 20.
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Svake cetiri tocke, u bilo kojem poretku, odreduju jedan ¢etverokut. Posto-
ji6-5-4-3 =360 razli¢itih odabira tih tocaka. Cetiri izabrane toc¢ke mogu se
rasporeditina4- 3 -2 -1 =24 nacina. Ukupan broj c¢etverokuta je 360 : 24 = 15.

Zadatak 5. Na kraju predstave dijeljene su besplatne ulaznice za sljede¢u
kazalisnu predstavu. Nase drustvo dobilo je dvije. Na koliko se nac¢ina mogu
odabrati dva gledatelja te predstave ako to moze biti bilo koji par medu njima,
ali i samo jedna osoba od njih Sest (koja ¢e onda sa sobom povesti nekoga
izvan toga drustva)?

Rjesenje: Na pocetku izra¢unajmo na koliko se na¢ina moze od njih Sest
izabrati dvoje: Prvi se gledatelj moze izabrati na 6, a drugi na 5 nacina, $to daje
6 - 5 = 30 uredenih parova. Buduci da poredak nije bitan, dijelimo 30 : 2, pa
se dva gledatelja iz drustva mogu izabrati na 15 nacina. Tome jo$ treba dodati
$est mogucnosti u kojima ¢e obje karte dobiti jedan od prijatelja. Ukupni broj
raspodjela dviju besplatnih ulaznica je 21.

Zadatak 6. Predstavu je gledala i jedna skupina
od $est ucenika s kojima su bila i dva ucitelja. Dobili su
Cetiri grupne ulaznice za jednu lozu (bez oznake sjeda-
la) i Cetiri ulaznice za numerirana mjesta u parteru. Na
koliko se razlic¢itih na¢ina mogu raspodijeliti dobivene
ulaznice ako jedan ucitelj mora biti u lozi, a drugi u
parteru?

Rjesenje: Izra¢unajmo prvo na koliko se nacdina
mogu odabrati gledatelji iz loZe. Jedan od njih mora
biti ucitelj i njega mozemo odabrati na dva nacina. Za
preostala tri mjesta kandidiraju se svi ucenici, a ima ih
$est. Medu njima, jednu ulaznicu mozemo podijeliti na 6 nacina, druguna 5 i
tre¢u na 4 nacina. Ukupno je to 6 - 5 - 4 = 120 nacina raspodjele, no buduci da
se ulaznice za lozu ne razlikuju, taj broj potrebno je podijelitis 3-2- 1 = 6. Ula-
znice za lozu ucenicima se mogu podijeliti na 120 : 6 = 20 nacina, $to zajedno
s izborom jednog od dva ucitelja daje 40 raspodjela.

Potrebno je jo$ izracunati broj raspodjela cetiri ulaznice za parter, pri
¢emu je vazno uzeti u obzir i redoslijed sjedenja. Prvu ulaznicu mozemo podi-
jeliti na 4 nacina, drugu na 3, tre¢u na 2 i etvrtu na samo jedan nac¢in. Ukupno
jeto4-3-2-1=24 nadina raspodjele ulaznica u parteru.

Konacno, gledajuci i lozu i parter, postoji 40 - 24 = 960 nacina na koje se
ulaznice mogu raspodijeliti.
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