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Dinamic¢na geometrija:
vizualizirati, konstruirati, dokazati

NIkoLINA KOVACEVIC

Sazetak: Jedan od vaznih zadataka nastave geometrije je pomagati u uredenju
i tumacenju svijeta oko sebe pomoc¢u matematickih pojmova. Svjesnim opazanjem
okoline i tumacenjem pojava saznajemo nesto (vise) o svijetu oko sebe, u¢imo svoju
okolinu vidjeti drugim oc¢ima. U radu ¢e se rijesiti dva zadatka modeliranja, s poseb-
nim naglaskom na integriranje razli¢itih geometrijskih aktivnosti poput vizualizira-
nja, analiziranja, konstruiranja i dokazivanja. Rad je motiviran drugim zadatkom ¢ija
se modifikacija moze naci na poveznici (JMC, 2001.), a njegovo rjesavanje u ovom
je radu nadopunjeno konstrukcijskom i analitickom obradom kroz prepoznavanje
nepoznatih elemenata krivulja 2. stupnja (kruznice i elipse) iz grafickog prikaza, te
odredivanja njihovih pripadnih jednadzbi. Budu¢i da ucenici cesto dozivljavaju ma-
tematiku kroz razvoj izoliranih koncepata i vjestina nuznih za rad u razli¢itim mate-
matickim podrucjima (algebra, analiza, statistika, geometrija...), cilj je integracijom
razli¢itih aktivnosti pri rjeSavanju problema istaknuti temeljne znacajke matematicke
znanosti u razli¢itim matematickim domenama.

Primjena konstrukcijske metode podrzana je upotrebom programa dinamic¢ne
geometrije i povezuje se s geometrijskim razumijevanjem jednostavnih gibanja (pra-
vocrtnih i kruznih). Osim toga, odabrani problemi naglasavaju medusobnu poveza-
nost prostora i ravnine koja ukljucuje aktivno i mentalno djelovanje uc¢enika, s ciljem
rjeSavanja problema iz svakodnevnog zivota. Iako se oba zadatka oslanjaju se na prak-
ti¢nu primjenu jedne od niza konstrukcija elipse poznate i pod nazivom mehanicka
konstrukcija elipse, koja ¢e biti opisana kasnije u radu, jednostavnija varijanta prvog
zadatka iz ovog rada moze se implementirati ve¢ u osnovnoskolsku matematiku jer
zahtijeva primjenu Talesova poucka o obodnom kutu nad promjerom kruznice.

Matematicko modeliranje kroz geometrijske konstrukcije

Opdi ciljevi geometrije odnose se na razlicite vjestine (vjestina crtanja, vizual-
no-prostorna vjestina, verbalna vjestina, logicka vjestina, vjeStina primjene) i spo-
sobnosti koje ucenici trebaju razvijati, kao i znanja kojima trebaju teziti (Weigand et
al, 2018.; Baranovi¢, Baras, Kozul Blazevski, 2020.). Ove vjestine vazne su za kasnije
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osposobljavanje i zaposljavanje ucenika, a kako one u velikoj mjeri nadilaze nastavne
lekcije, sve se ce$ce razvijaju kroz vjestinu rjeSavanja problema primjenom modeli-
ranja. U nasoj nastavnoj praksi matematicko modeliranje u geometriji uglavnom je
usmjereno na rad u osnovnoj $koli, dok se modeliranje u srednjoj skoli ¢esce veze
uz primjenu razli¢itih elementarnih funkcija (Apati¢, 2016.). Na ovaj nacin tipi¢ni
zadatci modeliranja u geometriji prostora na vi§im obrazovnim razinama obi¢no vise
pogoduju razvoju vjestine racunanja kroz uvjezbavanje algebarskih (i povremenih
trigonometrijskih) izracuna za odredivanje razli¢itih metrickih komponenti (npr.
duljina, povrsina, volumena), dok se konstrukcijski zadatci, pogodni za jacanje pro-
storne intuicije i razvoj geometrijskog rasudivanja, rijetko prakticiraju u nastavi, iako
su izrazito pogodni za istrazivacku i projektnu nastavu (Bahun, 2014.; Lastro, 2014.),
a mogu se jednostavno povezati i s aktivnosti dokazivanja koja se takoder sve rijede
prakticira u nastavi.

Osnovna karakteristika zadataka modeliranja je da se temelje na autenti¢nim
kontekstima koji se mogu susresti u stvarnom zivotu. U matematickim udzbenicima
najcesce se javljaju standardni tipovi zadataka modeliranja, iako se mogu pronadi i
tipovi direktnog, pa ¢ak i otvorenog modeliranja (Gusi¢, 2011.). Unato¢ tome $to po-
stoje razliciti pristupi rjesavanju problema kroz matematicko modeliranje, svi koraci
koji se pritom javljaju prirodno se mogu povezati s tri standardne faze koje se javljanju
u primjeni geometrijske metode konstruiranja (Palman, 1996.; Weigand et al., 2018.):

L. heuristicka faza — analiziranje problema i pronalazenje koraka konstrukcije,
II. algoritamska faza - izvodenje i prikazivanje konstrukcije,
II1. analiticka faza — dokaz i rasprava, refleksija na problem.

Modeliranje problema iz svakodnevnog zivota cesto ukljucuje razumijevanje
objekata u prostoru i matematicki rad s njima koji se temelji na obradi kroz odgo-
varajuce prikaze. Stoga je u ucenju i poucavanju prostorne geometrije vazno isticati
uzajamni odnos izmedu trodimenzijskog i dvodimenzijskog (3D « 2D) kroz uklju-
¢ene objekte i njihove medusobne polozajno-metricke veze. Primjena metode kon-
strukcije na prostorne probleme pogodna je za usvajanje i produbljivanje znanja o ra-
zli¢itim geometrijskim konceptima: figurama (npr. krivuljama: ravnim/zakrivljenim,
ravninskim/prostornim, likovima/tijelima), relacijama (npr. okomitost/paralelnost:
dva pravca - dvije ravnine - pravac i ravnina; incidencija: tocka — pravac - ravnina)...

Dva primjera modeliranja elipse

Jedan od niza odgojno-obrazovnih ishoda istaknutih u srednjoskolskom mate-
matickom kurikulumu vezan je uz prepoznavanje osnovnih elemenata elipse iz gra-
fickog prikaza ili zadanih uvjeta, te pronalazenje njene jednadzbe. Uz kruznicu, spe-
cijalnu elipsu kojoj se podudaraju duljine velike i male osi, kruzna i elipti¢na gibanja
Cesto se javljaju u svakodnevnim situacijama.
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Svima je poznata konstrukcija elipse te-
meljena na njenoj metrickoj definiciji: Elip-
sa je skup svih tocaka ravnine za koje je zbroj
udaljenosti v, =|ET | ir, =| E,T| od dviju ¢vr-
stih tocaka F i F, konstantan, sto skraceno za-
pisujemo E= {T it = 2a}. Pritom cvrste
tocke elipse nazivamo fokusima, a spomenuta
konstanta 2a jednaka je duljini velike osi elip-
se. No, u prakti¢noj primjeni ce$ce se uocava Slika 1. Elipsograf
primjena ucenicima manje poznate konstrukcije poznate pod nazivom .mehanicka
konstrukcija elipse” (ponekad se naziva i konstrukcija elipse pomocu trake papira).
Prikaz jedne od sprava za crtanje elipsi, elipsografa, koja je koristila ovu mehanicku
konstrukciju istaknut je na Slici 1. (preuzet s https://www.si.edu/spotlight/ellipsographs),
a za ovaj rad nadopunjen je pomo¢nim matematickim objektima: kolinearnim tocka-
ma P, Q, R te istaknutim pravokutnim Kartezijevim koordinatnim sustavom u ravni-
ni polozenim tako da velika os elipse lezi na x-osi.

Sama konstrukcija elipse je sljedec¢a (Slika 2.):
Ako na jednoj ¢vrstoj ravnoj spojnici (poluzi, pa-
piru, traci, spojnici...) duljine a =| PR|odaberemo
¢vrstu tocku Q tako da vrijedi b=|QR|, pa tu spoj-
nicu pomi¢emo u ravnini tako da tocka Q putuje
duz jednog pravca (velika ili glavna os), a tocka P
duz njemu okomitog pravca (mala ili sporedna os),
krajnja tocka R spojnice gibat ¢e se po elipsi. Mje-
Slika 2. Konstrukcija elipse re a, b odredivat ¢e redom duljine velike, odnosno

pomocu trake male poluosi elipse.

Slijede dva primjera matematickog modeliranja koja uklju¢uju problem .dina-
micne geometrije”, a temelje se na istaknutoj mehanickoj konstrukciji elipse. Proble-
mi ovakvog tipa ubrajaju se u probleme dinamic¢ne geometrije, geometrije gibanja,
neovisno o koristenom pomoc¢nom alatu (geometrijski pribor ili racunalni program)
i pogodni su za rad u grupi. U zadatcima koji slijede cilj je pronaci krivulju odredenu
putanjom tocke prema nekom odredenom geometrijskom zakonu. S geometrijskog
stajaliSta, ovakvi zadatci pogodni su za primjenu konstrukcijske geometrijske meto-
de mjesta koja je u dinami¢nim ra¢unalnim programom podrzana kroz jednostavne
alate (npr. u GeoGebri Locus” ili Ukljuci trag”). Vazno je istaknuti da se u zadatci-
ma geometrije gibanja fizikalni koncepti poput brzine, ubrzanja, sile... ne uzimaju u
obzir.
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Zadatak 1. Padajuce ljestve

Ljestve stoje na ravnom tlu naslonjene

\‘ uz vertikalni zid kuce pod nekim ku-

tom. Ako ljestve pocnu polako kliziti
\ niz zid, koju putanju pritom opisuje

/ \ tocka polovista ljestvi?
A\

ObrazloZite svoj odgovor.
Slika 3. Realni prikaz Slika 4. Situacijski pri-

problema kaz problema ljestvi

Rjesenje ovog klasi¢nog konstrukcijskog 2D problema (u opcéenitijoj formi, vidi
Dodatak zadatku) dostupno je u svim udzbenicima nacrtne geometrije, a za potrebe
ovog rada dodatno je prilagodeno realnoj problemskoj 3D situaciji koja ukljucuje
gibanje ljestvi. Kako razumijevanje objekata u prostoru i matematicki rad s njima
zahtijeva rad s odgovaraju¢im projekcijama, u zadavanje 3D problema ukljucena su
dva 2D prikaza koji, osim razli¢itih razina apstrakcije, nude dvije temeljno razlicite
vrste matematickih projekcija: perspektivu na Slici 3., te ortogonalnu projekciju na
Slici 4. Matematicka metoda perspektive bliza je realisticnom prikazu, ali zahtijeva
vise iskustva u matemati¢ckom prepoznavanju relevantnih odnosa. Moze se pretpo-
staviti da pojedini ucenici nisu dovoljno razvili iskustva potrebna za rad s objektima
u prostoru kroz njihove projekcije (pocetni rad s 3D konkretima uklju¢uje gledanje i
istrazivanje fizikalnog modela potkrijepljeno okretanjem i promatranjem specifi¢cnog
modela iz razlic¢itih kutova) pa tesko matematicki ¢itaju crteze u perspektivi te im se
mogu ponuditi prikazi problema temeljeni na pojednostavljenoj matematickoj obra-
di realisticnog problema (Slika 4.). Na Slici 4. istaknut je takozvani situacijski crtez
kroz primjenu jedne ortogonalne (pravokutne) projekcije (Rellensmann, Schukaj-
low, Leopold, 2017.). Situacijski tip crteza uz pojednostavljeni prikaz realnog pro-
blema uklju¢uje prepoznavanje i isticanje nekih matematicki vaznih struktura samog
problema. Naime, jedan od vaznih koraka rjesavanja problema primjenom graficke
obrade ukljucuje izradu apstraktnog matematickog crteza (Slika 5.) koji sadrzi pri-
kazivanje iskljucivo relevantnih pojednostavljenih znacajki problema kroz njihovu
apstraktnu reprezentaciju, graficku i simbolicku. Budu¢i da pojedini ucenici imaju
problema pri stvaranju apstraktnih matematickih crteza, koristenje situacijskih crte-
za kojima se pojednostavljeno isti¢e autenti¢nost problema, npr. ljestvi kao hipote-
nuze pravokutnog trokuta s istaknutom to¢kom polovista P, moze pomo¢i u¢enicima
da prepoznaju matematicku strukturu unutar dane problemske situacije. Slozenije
varijante istog problema modeliranja mogle bi ukljuc¢ivati samo jedan, apstraktniji
prikaz, ili ¢ak samo tekstualno zadavanje zadatka, ali to je moguce ako su ucenici
navikli na konstrukcijsku metodu rjesavanja 3D problema.
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Dani problem moze se rjesavati koristenjem razli¢itih pomo¢nih alata (geome-
trijskog pribora i/ili racunalnog programa). Vazno je pritom istaknuti da konstrukcij-
sko rjesavanje zadatka predstavlja, uz graficko prikazivanje rjeSenja, ujedno i opisiva-
nje i argumentiranje ispravnosti pojedinih koraka konstrukcije (5to je u ovom slucaju
dodatno istaknuto u samom zadavanju problema). Na taj nacin, konacni graficki
prikaz (reprezentativna forma) sastavni je dio procesa rjesavanja kroz prikazivanje.
Osim toga, primijetimo da sam zadatak ukljucuje realni 3D problem. Prostorno raz-
misljanje u velikoj mjeri temelji se na moguc¢nosti zamisljanja i gibanja. Poznavanje
svojstava i odnosa figura u prostoru nuzno je da bi se rijesio problem kroz provode-
nje odgovarajuce konstrukcije koje su vrlo ¢esto, pa tako i u ovom sluc¢aju, ravninske
(npr. crtanje ravninskog lika u prostoru zahtijeva definiranje ravnine u kojoj se lik
nalazi). Primjenom jednostavnijeg situacijskog crteza pocetni 3D problem prelazi u
jednostavniji 2D problem u odabranoj ravnini konstrukcije.

Kako se konstrukcijski zadatci u novije vrijeme rijetko prakticiraju u nastavi ma-
tematike na visim obrazovnim razinama, a dani problem dodatno u sebi ne sadrzi
nikakvu numericku vrijednost, za ocekivati je da dio ucenika nema iskustva s ova-
kvim tipom problema i ne prepoznaje matematicki problem u pocetnoj heuristickoj
fazi. Sam ravninski problem sastoji se od dva dijela: i) prepoznati i opisati gibanje
jedne tocke duzine fiksne duljine kroz prepoznavanje uzro¢no-posljedi¢nih odnosa u
danom gibanju, klizanju krajnjih to¢aka duzine duz para okomitih pravaca, ii) doka-
zati svoju pretpostavku. Poc¢etno matematiziranje nastavnik moze potaknuti tipicnim
pitanjima poput: Sto je zadano?, Sto se trazi?, Sto nedostaje?...

Prvi korak je kvantificiranje duljine ljestvi, npr. ozna- B
¢imo d =|AB|. Slijedi prepoznavanje matematicki vaznih
objekata i odnosa kroz stvaranje pripadnog matematickog
crteza na Slici 5. koji uklju¢uje prikaz matematicki relevan-
tnih objekata, pravokutnog trokuta AABC s kvantificiranom
duljinom hipotenuze i njenim istaknutim polovistem P. Na-
kon analiziranja jedne konfiguracije odredene ¢vrstim po-
lozajem ljestvi, daljnji problem uklju¢uje problem gibanja
ljestvi i obraduje se mentalno. Ucenicima se prema potrebi
pojam gibanja moze pribliziti kroz formulacije pitanja po-
put: Kako se giba vrh A (B, C) danog trokuta pri klizanju
ljestvi? Postavi vrh B tako da je tocka P (na danim ljestvama)
najvide/najnize pozicionirana? Sto uocavas?...

ST

ST

C A

Slika 5. Matematicki
crteZ (skica) - padajuce
ljestve

Nakon $to su ucenici razumjeli pocetni problem, skiciranjem (ili konstruiranjem
kori$tenjem pomoc¢nih alata kao $to je istaknuto na Slici 6.) lako mogu do¢i do spo-
znaje da se poloviste P duzine giba po ¢etvrtini kruznice. Daljnji razvoj matematic-
ke pismenosti moze se poticati kroz u¢enicko pismeno formiranje pretpostavki koje
moze ukljucivati konkretnu problemsku situaciju (npr. P) ili apstraktniji matematic-
ki zapis (npr. P,), primjerice:
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P1. Toc¢ka polovista P krece se po kruznoj putanji kada
ljestve klize” niz zid.

(SIS

P2. Ako krajevi duzine AB klize po paru medusobno
okomitih polupravaca, tocka polovista P giba se po kruz-
nom luku sa sredistem u tocki sjecista polupravaca.

Pronalazenje rjeSenja ovisi o kori§tenim pomo¢nim
alatima (geometrijski pribor: trokuti i $estar, ili racunalni
l program). Suvremena pomagala ucenicima olaksavaju for-

Slika 6. Padajuce miranje pretpostavki, ali ponekad ne poti¢u na matematicko
liestve - niz konstruk- ~ razmisljanje o karakterizaciji rjesenja (uvjeti rjesivosti, broj
cijskih tocaka rjeSenja...). Primjerice, dok niz konstrukcijskih to¢aka na
Slici 6. odreden kroz skicu ili klasican geometrijski pribor
moze kod ucenika pobuditi sumnju u pretpostavku, graficko rjeSenje danog proble-
ma odredeno kori$tenjem ra¢unalnog programa dinami¢ne geometrije na Slici 7. ne
samo da idealno prikazuje rjeSenje, ve¢ se moze pogresno smatrati i rjeSenjem zadat-
ka bez ikakve daljnje argumentacije. Zanimljivo je da je u ovom zadatku nakon ana-
liziranja problema samo rjeSenje primjenom dinami¢nog softvera odredeno primje-
nom samo jednog alata (npr. tipka: Lokus). Pozeljno je stoga uz svaku konstrukciju
prakticirati i kratko isticanje njezina opisa. Uz opis konstrukcije dinami¢nim softve-
rom na Slici 7. dodatno je istaknuta moguc¢nost mijenjanja pocetnog fiksnog parame-
tra d kroz primjenu pomoc¢nog alata klizaca u dinami¢nom ra¢unalnom programu.

4
2

Opis konstrukcije - GeoGebra:
1. alat: kliza¢ d (npr. tip: broj, interval: [0,10] korak povecanja: 1)

2. par okomitih pravaca/polupravaca sa sjecistem u C
3. tocka B na vertikalnoj duZini duljine d L
4. Aje sjeciste:

a. horizontalne duzine

b. kruznice k(B, d) B Q'p\

5. tocka P je poloviste AB c

6. rjesenje — alati:
o ; . - Slika 7. Trag polovista P
«Ukljuci trag” (poloviste P) ili padajuéih ljestvi u GeoGeobri

«Lokus” (generator: tocka B, generirani objekt P)

I dok se heuristicka i algoritamska faza konstrukcijske obrade problema vrlo
¢esto nadopunjuju, posljednja analiticka faza ukljuc¢uje provjeru pretpostavke i moze
se zasebno promatrati nakon isticanja pretpostavki. Slijede dva tipa dokaza koja se
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najcesce koriste u geometriji, a razlikuju se u metodama koje se pritom koriste. Sin-
teticka (Cista) geometrija, koja se ponekad naziva i aksiomatska geometrija, temelji se
na proucavanju geometrijskih problema bez upotrebe koordinata i uvelike se oslanja
na mentalno baratanje objektima i geometrijski zor. S druge strane, analiticka (koor-
dinatna) geometrija proucava geometrijske objekte i njihove odnose kroz uvodenje
koordinatnog sustava te njihovo povezivanje s odgovaraju¢im algebarskim simboli-
ma i jednadzbama.

Sinteticki dokaz: Neka je d=|AB|. Neka je P poloviste duzine AB, tj.

d
|BP|=|AP|= 5 Oznac¢imo s C vrh pravog kuta trokuta. Za svaki polozaj duzine

AB, trokut AABC je pravokutan s hipotenuzom duljine d. Kako je |LACB| =90°, pri-
mjenom Talesova poucka o obodnom kutu zaklju¢ujemo da postoji kruznica k nad

d _
promjerom AB koja sadrzi tocku C, tj. vrijedi |CP| =— za svaki polozaj duzine AB.

d
To znaci da tocka P uvijek lezi na kruznici k(C’E) za danu duljinu d.

e y
B .
NG \
! e B
|‘ 1 2 ‘I
\ 2 ’
C SA .
- C ' x
Slika 8. Sinteticki pristup rjesenju Slika 9. Analiticki pristup rjesenju

Analiti¢ki dokaz: Neka je d =|AB| Postavimo koordinatni sustav tako da tocke
A i B klize po koordinatnim osima, dok ¢vrsti vrh C smjestimo u ishodiste, tj. neka
vrijedi
A(a,0), B(0,b), C(0,0), a,be(0,d].
uvazavajudi ogranicenja polozaja ljestvi iz autenticnog problema kroz ogranicenja
koordinata a, b. Primjenom formule za poloviste duzine i Pitagorina poucka odre-

b
dujemo koordinate tocke P(g,g) ,odnosno za a=+d*—-b*, bE [O,d]. Kako je ka-
d
nonska jednadzba kruznice k(C,E) sa srediStem u ishodistu i polumjerom 5

K: x*+ )/2 = I ,
jednostavnim ra¢unom pokaze se da koordinate ovako zadane tocke P zadovoljavaju

ovu jednadzbu kruznice, ¢ime se pokazuje istinitost pocetne pretpostavke.
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Daljnji razvoj matematickog misljenja moze se jednostavno posti¢i u konstruk-
cijskim zadatcima primjenom generalizacije koja se prirodno namece u ovom pro-
blemu, primjerice: Sto ako tocka cije gibanje promatramo nije na polovistu ljestva?
Koju putanju ona opisuje?

Dodatak: Padajuce ljestve

Ljestve stoje na ravnom tlu naslonjene uz vertikalni zid kuée pod nekim kutom.
Oznacimo na njima ¢vrsti poloZaj jedne tocke P. Ako ljestve poénu polako kliziti niz
zid, koju putanju pri tom gibanju opisuje odabrana tocka P na ljestvama?

Obrazlozite svoj odgovor.

Novi problem zahtijeva matematicku interpretaciju ukljucenih objekata kroz
odgovarajucu kvantifikaciju udaljenosti medu to¢kama. Uz prethodno zadanu dulji-

nu ljestvi d = |AB|, neka je odabrana to¢ka P na duzini AB tako da vrijedi |AP| = n,
|BP| = m, te m + n = d (Slika 10).

Ova slozenija konstrukcija pogodnija je za obradu
primjenom racunalnog programa. Kao $to je istaknuto,
opis konstrukcije kroz primjenu dinamickog softvera sa-
stavni je dio grafickog prikaza, ali ovdje se nece isticati jer
njegov opis uglavnom prati korake uz Sliku 7. Nakon za-
davanja konstrukcije i aktiviranja tipke «Locus” ili opcije
«UKljudi trag’, pretpostavka problema lako se formira, npr.

P3. Po volji odabrana tocka T' krece se po elipti¢noj
] A putanji kada ljestve .klize” niz zid.

Ovisno o polozaju tocke P, vrijedili m > nili obratno,
elipsa ¢e biti izduZena u smjeru horizontalnog, odnosno
vertikalnog pravca. Istaknimo i u ovom slucaju dva razli-
¢ita nacina dokazivanja pretpostavke.

Slika 10. Skica opcenitog
problema ljestava

Slika 11. Mehanicka
konstrukcija elipse
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Sinteticki pristup u ovom sloZenijem razmatranju problema padajucih ljestvi
temelji se na primjeni afinog preslikavanja koje istice vaznu vezu izmedu elipse
i kruznice, i dostupan je u razlic¢itoj literaturi (npr. Palman, 1996.). Konstrukcijski
(uz pomo¢ geometrijskog pribora) se tocke elipse odreduju kroz crtanje dviju kon-
centri¢nih kruznica polumjera odredenih duljinama velike i male poluosi elipse (na
Slici 11. istaknuta je konstrukcija uz uvjet m > n). Danim mjerama m, n, pri ¢emu je
m + n = d, odredene su dvije koncentri¢ne kruznice k(0, m) i k (0, n). Gibanja tocaka
P, P, po ovim kruznicama jednoznac¢no odreduju gibanje polozaja tocke P po elipsi.
Sama konstrukcija temelji se na ortogonalnoj afinosti zadanoj svojom osi, pravcem
OA i parom pridruzenih to¢aka P, P kojim se kruznica k(0, m) (polumjera velike
poluosi elipse) preslikava u elipsu E duljina poluosi m, odnosno n. U ovom ¢emo
radu samo pojasniti poveznicu ove konstrukcije s ranije spomenutom mehanickom
konstrukcijom elipse. Naime, zrcaljenjem tocke A oko pravca PP, odreden je polozaj

toc¢ke A" pa vrijedi ‘PA*‘ =n. Sli¢no, zrcaljenjem tocke B oko pravca PP, odreden je
polozaj toc¢ke B” i vrijedi ‘PB*‘ =m, odakle slijedi poznata mehanicka konstrukcija
na fiksnu duzinu ‘PB*‘ = m duljine velike osi elipse uz gibanje to¢aka A" i B" po paru
okomitih pravaca.

Analiti¢ki dokaz: Koordinatni sustav neka je polozen tako da tocke A, B leze na
koordinatnim osima, tj. vrhovi pravokutnog trokuta AABC su redom

A(a, 0), B(0, b), C(0, 0),

uz uvjete a, b € [0, d] i d = |AB|. Neka je tocka P na duzini AB tako da vrijedi |AP|=n
i |BP| =m, uz m + n = d. Koordinate tocke P(Px, Py), odreduju se iz uvjeta

cp,|[cal=m:d, |cp,|:|cB|=n:d,

odakle slijedi P (a : %, b Z) . Kanonska jednadzba elipse E s

poluosima m, odnosno # (Slika 12.) sa sredistem u ishodistu je
2 2
X
E: - + y—z =1
m n

pa je dovoljno pokazati da koordinate tocke P zadovoljavaju
relaciju

2.2 2,2 2.2
nxT+my - =mn".

Uvrstavanjem koordinata, te uvazavaju¢i cinjenicu
da je trokut AABC pravokutan, tj. a’+b>=d’, za svaki Slik? 12. A.”lllitffki
a,b €[0,d] slijedi pristup rjesenju

2 2 2 2
2 m 2 n mn
n (QE) +m ) =

b-— 7
odnosno pokazali smo da tocka P lezi na elipsi E.

y (a2+b2)=m2n2,
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Uoc¢imo da se u analitickom dokazu ne razlikuje polozaj tocke P kroz uvjet
m > n. Nadalje, ovako uveden koordinatni sustav olaksava i analiticku obradu danog
ortogonalnog afinog preslikavanja na Slici 11. kroz pripadnu jednadzbu

A

~ m
X=x, ="y
n

kojom se kruznica K nad velikom poluosi elipse sa sredistem u ishodistu koordinat-
nog sustava
K:x*+y' =m?

preslikava u elipsu E danu jednadzbom

2 562 yZ
2 +| —j | =m’, odnosno S+ =1
m n

Zadatak 2. Garazna vrata

Jedan od jednostavnijih i ces¢ih tipova pomicnih ga-
raznih vrata dan je na Slici 13. Ovaj tip vrata poznat
je pod nazivom garazna vrata s nadstresnicom,
https://www.accessgaragedoors.com/mechanism/)
bududi da u potpuno otvorenom polozaju dio vrata
¢ini nadstresnicu na vanjskom dijelu.

Pazljivo promotri dani meh-

anizam i odredi koju putanju

pri danom rotacijskom gibanju

poluge OC opisuju krajnje tocke Slika 13.

garaznih vrata, tocke A, B? Garazna vrata s
nadrstresnicom

Obrazlozi svoj odgovor.

Problem ovakvog tipa je slozeniji budu¢i da ukljucuje vezu izmedu nekoliko geo-
metrijskih gibanja koja su u ovom slu¢aju zadana graficki. Prouc¢avanje geometrijskih
svojstava gibanja sastavni je dio kinematicke geometrije koja je posebno vazna za
razumijevanje principa rada razli¢itih mehanizama. Radi olaks$avanja razumijevanja
problema, crtez preuzet s web stranice oglasivaca garaznih vrata dodatno je nadopu-
njen iskljucivo elementima vaznim za matematicko razumijevanje rada mehanizma:
tockama A, B, C, D i O istaknutim na Slici 13. Istaknuti situacijski crtez zahtijeva
daljnju ravninsku obradu u ravnini odredenoj istaknutim to¢kama.

Iako se dani problem sastoji u prepoznavanju mehanizma kroz opisivanje giba-
nja krajnjih tocaka A i B garaznih vrata na temelju danog grafickog prikaza, moguce
je kroz ucenic¢ku raspravu potaknuti i .Citanje” i .interpretiranje” gibanja svih 5 toca-
ka ukljucenih u rad mehanizma. Sa slike ucenici trebaju prepoznati kruzno gibanje
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poluge ¢vrste duljine |OC| oko fiksne toc¢ke O na ¢iji su krak C polozena vrata AB.
Osim toga, uo¢avamo istaknuta linearna gibanja tocaka A i D. Gibanje tocke B ne
moze se ocitati direktno sa slike, ve¢ zahtijeva daljnju analizu problema kroz izradu
pripadnog matematickog crteza (Slika 14.). Na crtezu je dodatno istaknuta krivulja
gibanja tocke B kroz primjenu alata .Locus”

I u ovom zadatku nisu zadane numericke vrijednosti. Dani problem matema-

tizirat ¢emo kroz ubacivanje ravninskog koordinatnog sustava duz c¢ijih se osi pra-
vocrtno gibaju to¢ke A odnosno D. Nadalje, poluga CO odreduje gibanje tocke C

duz éetvrtine kruznog luka. Neka je r =|CO| Kako je trokut AAOD pravokutni, za
svaki polozaj to¢aka A i D mora vrijediti |CD| = |CO| = |AC| (vidi Zadatak 1). Nada-
lie, neka je d =|AB|. Otito za svaki polozaj tocke D na vertikalnom pravcu vrijedi
m=|BD| uzm + 2r =d.

Nakon analize slijedi konstrukcija primjenom ra¢unalnog programa ¢iji moguéi
opis (uz npr. zadavanje numerickih mjera r = 4, d = 10, ili odredivanja kliza¢a za va-
rijable r, d kao u Zadatku 1) moze biti:

Opis konstrukcije (garazna vrata) - GeoGebra:

1. par okomitih pravaca/polupravaca sa
sjeciStem u O

2. kruznica k(O, ), % kruznog luka u
I11. kvadrantu

v

3. toc¢ka C na kruznom luku 1
4. A je sjeciste:

a. horizontalne duzine

b. kruznice k(C, r)
5. D je sjeciste:

a. vertikalne duzine

b. kruznice k(C, r)

6. pravac AD
7. Bje sjeciste:
c. pravca AD
d. kruznice k(4, d) Slika 14. Matematicki
8. rjesenje: .Lokus” (generator: tocka C, prikaz rada garaznih
generirani objekt B) vrata
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Slijedi formiranje pretpostavke na temelju rjesenja racunalnog programa, npr.

P4. Krajnja tocka garaznih vrata B krece se po elipticnoj putanji otvaranjem ga-
raznih vrata.

U formiranje pretpostavki mogu se ukljuciti i osnovni elementi elipse (polozaji i
mjere u odnosu na danu konfiguraciju: srediste elipse, velika os, mala os).

Dokaz pretpostavke slijedi iz matematickog opisa gibanja mehanizma. Potreb-
no je ukljuciti uzro¢no-posljedi¢ne veze (pravocrtno i kruzno gibanje) pa je najbo-
lje rad mehanizma vezati uz promjenu kuta kruzne poluge OC, tj. @ =|£AOC| za
a € [0,90°] . Primjenom trigonometrijskih funkcija odreduju se varijabilne koordi-
nate tocaka A, B, C, D ukljucene kroz geometrijsku konfiguraciju u rad mehanizma.
Kako je |£AOC| = ‘LOCC},‘ = ‘LDBBj, lako se pokaze da vrijedi

A(—2rcosa,0), C(—rcosa,—rsina), D(0,—2rsina),
odnosno B(Bx,By) = (mcos §,—msina—2rsina).

Kako bismo dokazali da se tocka B giba po elipti¢noj putanji, dovoljno je po-
kazati da njene koordinate zadovoljavaju kanonsku jednadzbu elipse sa sredistem u
O duljine velike poluosi d (poloZene u smjeru y-osi) i male poluosi m (polozene u
smjeru x-osi), , )

x
E: — +)’_2 =1,
d
odnosno d’x* +m’y” =d’m’ uz d = 2r + m. Jednostavan racun primjenom trigono-
metrijskih identiteta pokazuje istinitost pretpostavke.

Mali komentar za kraj: dokazivanje i konstruiranje tradicionalno su predstavljale
jedne od temeljnih aktivnosti u nastavi geometrije, ali se danas sve rjede prakticiraju
unutar nastavnog procesa. Aktivnost dokazivanja u nastavi matematike predstavlja
sve vedi izazov, ne samo u svom provodenju, ve¢ poglavito u motivaciji u¢enika koji
Cesto ne nalaze praktican smisao u ovom vaznom matematickom procesu. S druge
strane, pojavom suvremenih digitalnih pomagala i aktivnost konstruiranja rijetko se
prakticira u redovnoj nastavi - dijelom zbog manjka vremena, a dijelom zbog manj-
ka razvijenosti niza prakti¢nih vjestina ucenika (koristenje geometrijskog pribora/
poznavanje rada s racunalnim programima). Pritom se zaboravlja vazna metodicka
uloga koju aktivnost konstruiranja ima u nastavi geometrije kroz implementiranje
odredenih vjestina; od uvodenja geometrijskih koncepata i njihovog medusobno
umrezavanja do rjeSavanja i analiziranja problemskih zadataka. Jedan od nacina ja-
¢anja ucenicke motivacije za dokazivanjem lezi u povezivanju aktivnosti dokazivanja
i konstruiranja, te poticanju ucenika na formiranje i dokazivanje (ili opovrgavanje)
vlastitih pretpostavki. Brojni zadatci pogodni za primjenu konstrukcijske metode
mogu se pronaci u razlicitoj literaturi (Palman, 1996.; Lastro, 2014.; Mladini¢ i Rado-
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vi¢, 2021.), a dodatni izazov u razvoju matematickog rasudivanja je, uz konstrucijsku
obradu, i njihova daljnja analiticka obrada.
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