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Uvod

Na drugoj godini preddiplomskog studija matematike nastavnickog smjera izvo-
di se kolegij pod nazivom Ucenje istrazivanjem i rjesavanjem problema. Ovaj kolegij
ne samo da pruza uvid u razli¢ite metode i strategije za rjeSavanje matematickih za-
dataka, poput metode invarijanti, principa matematicke indukcije, bojenja (poplo-
¢avanja) i sli¢no, ve¢ potice i razvoj kritickog razmisljanja i samostalnosti u rjeSava-
nju problema. Kroz interaktivne seminare studenti imaju priliku odabrati zadatke
iz obradene cjeline i pripremiti ih za nastavu. Umjesto jednostavnog prezentiranja
gotovog rjeSenja, student ima zadatak potaknuti svoje kolege da samostalno dodu do
rjesenja. Stoga je bio vazan i odabir zadataka. Na primjer, ako bi zadatak bio prelagan,
studenti bi ga brzo i rutinski rijesili. S druge strane, kod preteskih zadataka nije bilo
jasno ni kako zapoceti rjeSavanje, a ponekad bi uputa koju bi dobili otkrivala previse.

Studenti su imali priliku direktno se uvjeriti da ovakav nacin rada, ako ga zelimo
kvalitetno odraditi, nije nimalo jednostavan iako to ponekad moze tako izgledati.
Medutim, kroz ovakvo vodeno otkrivanje ostvaruje se dublje razumijevanje gradiva i
razvija kreativno razmisljanje kod studenata, kako kod onih koji rjesavaju zadatke na
satu, tako i kod studenta koji ih vodi kroz rjesavanje.

U ovom ¢lanku navodimo nekoliko zadataka koji su bili prezentirani na nastavi.
Zadatci su preuzeti iz literature navedene na kraju ¢lanka, a neki su od njih prilagode-
ni ili prosireni radi boljeg razumijevanja i uklapanja u cjelinu. Odabrali smo zadatke
koji su nam bili zanimljivi, ali i takvi da su prikladni za srednju $kolu, jer se glavna
ideja rjesenja zadatka temelji na logickom razmisljanju.

Jos jedan razlog ovakvog odabira zadataka je taj Sto smo ih htjeli smjestiti u pricu
o jednom kralju i kraljici, balu na njihovu dvoru i svemu sto se te veceri tamo dogadalo.
Ovim pristupom Zzeljeli smo potaknuti ¢itateljevu znatizelju i interes te se prisjetiti cari
istrazivanja i otkrivanja u matematici. Ilustracije je osmislila i izradila Klaudija Dujlovic.
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Vrijeme je da krenemo s pricom sastavljenom od zadataka.

Na kraljevskom balu

Zivio jednom jedan kralj koji je, zajedno sa svojom kraljicom, vladao velikim
kraljevstvom. Nakon $to bi obavio sve poslove vezane za vodenje kraljevstva, najbolje
se opustao uz rjesavanje razli¢itih zagonetki. To ga je zabavljalo, a kako je bio mudar,
znao je koliko je vazno da se i svi ostali u njegovu kraljevstvu dobro zabavljaju. Tako
je kralj odlucio organizirati bal na svom raskosnom dvoru. Isplanirao je sve do za-
dnjeg detalja, osim $to nije znao kako odluciti kojem ¢e slugi dati koji posao. Vidjevsi
staru vagu i utege u kutu, sinula mu je zanimljiva ideja kako rijesiti ovaj problem.
Pozvao je sve sluge i rekao im sljedece:

Zadatak 1. U mojoj je riznici pet vréeva punih zlatni-
ka. U Cetiri od njih svaki zlatnik tezi 20 grama, a u jednome
svaki zlatnik tezi 21 gram. Koriste¢i vagu i utege trebate ot-
kriti vr¢ s tezim zlatnicima.

Onaj koji to uspije u Cetiri vaganja, posluzivat ce goste.
Onaj koji to uspije u tri vaganja, docekivat ¢e goste, a onaj
kome je dovoljno samo jedno vaganje, bit ¢e voditelj bala. U
kojem su vrcu tezi zlatnici?

Rjesenje. Ozna¢imosaz,, z,,z,, 2,1z, redom zlatnike iz prvog, drugog, treceg, ce-
tvrtog i petog vréa. Dobiti posao posluzivanja gostiju nije tesko. U Cetiri vaganja mo-
zemo pomocu utega izvagati Cetiri zlatnika i pritom ¢emo ili nadi tezi zlatnik medu
ta Cetiri zlatnika ili zakljuciti da tezi zlatnik nije medu izvaganim zlatnicima, pa je to
onaj preostali.

Pokusajmo sada problem rijesiti u tri vaganja. Usporedimo mase zlatnika z i z,,
zatim z,i z, i na kraju z,i z,. Ako je u svakom usporedivanju vaga u ravnotezi, onda
je tezi zlatnik u petom vrcu, a ako u jednom od ovih vaganja vaga nije u ravnotezi,
trazeni zlatnik je onaj tezi.

Kako u samo jednom vaganju otkriti tezi zlatnik? Iz prvog vr¢a uzet ¢emo jedan
zlatnik, iz drugog dva, treceg tri, Cetvrtog Cetiri i iz petog pet zlatnika i izvagati ih. Da
je svaki zlatnik tezak 20 grama, vaga bi ukupno pokazala

(1+2+3+4+5)-20=300

grama. Ali nije tako, nego su u to¢no jednom vrcu zlatnici tezi za to¢no jedan gram.
Ako vaga pokaze 301 gram, to znaci da je samo jedan zlatnik tezi, dakle u prvom su
vrcu tezi zlatnici. Ako vaga pokaze 302 grama, tada su dva zlatnika teza, pa je drugi
vr¢ trazeni vr¢. Isto tako zaklju¢ujemo da su tezi zlatnici u tre¢em vrcu ako im je
masa 303 grama, u Cetvrtom ako je 304 grama, te petom ako je 305 grama. Na ovaj se
nacin u samo jednom vaganju moze otkriti vr¢ s tezim zlatnicima. #
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Sada su svi znali svoje duznosti i bal je mogao
poceti. Na kraljevski dvor pristizali su uzvanici, a
neki su se od njih medusobno rukovali. Naravno,
neke su se osobe rukovale s neparnim, a neke s
parnim brojem osoba. Kralj je uocio jednu pravil-
nost koju je onda matematicki dokazao.

Zadatak 2. Dokazite da je broj osoba koje su se rukovale s neparnim brojem
osoba na dvoru uvijek paran.

Rjesenje. Reci cemo da je osoba neparna ako se rukovala s neparnim brojem
osoba, a parna ako se rukovala s parnim brojem osoba. Tvrdimo da je broj neparnih
osoba uvijek paran.

Prije nego $to je rukovanje pocelo, broj neparnih osoba bio je 0, dakle, paran
broj. Pretpostavimo da je broj neparnih osoba nakon k rukovanja bio paran, na pri-
mjer 2N za neki N. Pogledajmo koliko je neparnih osoba nakon jos jednog rukovanja.
Moguce su 3 situacije:

« Ako se rukuju dvije neparne osobe, obje ¢e postati parne. Tada se broj neparnih
osoba smanji za 2.

+ Ako se rukuju dvije parne osobe, obje ¢e postati neparne, pa se ukupan broj ne-
parnih osoba poveca za 2.

« Ako se rukuju parna i neparna osoba, parna osoba postaje neparna, a neparna
parna. Ukupan broj neparnih osoba u ovom se sluc¢aju ne mijenja.

Prema tome, broj neparnih osoba nakon (k + 1) rukovanja je ili 2N — 2 ili 2N + 2
ili 2N, dakle paran broj. Po principu matematicke indukcije zaklju¢ujemo da je broj
neparnih osoba uvijek paran. &

Bal se odvijao u palaci i u vrtu. Kralj je promatrao svoje uzvanike kako ulaze u
palacu i izlaze u vrt i smislio sljede¢i zadatak.

Zadatak 3. Ako smo na pocetku u palaci bili samo kraljica i ja, te ako svake mi-
nute ili u palacu ude jedna osoba ili dvije osobe izadu u vrt, moze li nakon to¢no 32***
minute u palaci broj osoba biti jednak 3'%'22
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Rjesenje. Zadatak ¢emo rijesiti na dva nacina.

1. nacin: Pogledajmo za koliko se moZze promijeniti broj osoba u palaci u roku
od tri minute:

« Ako je tri puta usla po jedna osoba, ukupan broj osoba povecao se za 3.

o Ako je jednom usla jedna osoba i dva puta izasle po dvije osobe, ukupan broj oso-
ba smanjio se za 3.

« Ako je dva puta usla po jedna osoba i jednom izasle dvije osobe, broj osoba u pa-
la¢i ostao je isti.

o Ako su tri puta izasle po dvije osobe, ukupan broj osoba smanjio se za 6.

Oznac¢imo s N, k € NU{0} broj osoba u palaci nakon 3k minuta. Kako su na
pocetku u palaci samo kraljica i kralj, slijedi da je N, = 2. Dakle, N, pri dijeljenju s
3 daje ostatak 2. Pokazimo sada, koriste¢i matematicku indukciju, da ovo vrijedi za
svaki N,.Baza indukcije vec je provjerena. Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za neki k.
Iz gornjeg razmatranja slijedi da je N, | jednak jednom od sljedecih brojeva: N, + 3,
N, — 3,N, iliN, - 6. Prematome, N, i N, , imaju isti ostatak pri dijeljenju s 3, dakle,
2. Time je tvrdnja dokazana. Posebno, tvrdnja vrijedi i za k = 3***, pa zakljucujemo
da je odgovor negativan.

2. nacin: Pretpostavimo da se m puta dogodilo da je u pala¢u usla po jedna oso-
ba. Tada su 3*** — m puta izasle po dvije osobe. S obzirom na to da su na pocetku u
palaci bile to¢no dvije osobe, nakon 3*** minuta bit ¢e ih

2+ 1om —2:(3%% —m) = 2 + 3(m — 2.329%),

Kako ovaj broj nije djeljiv s 3 niti za jedan m, on ne moze iznositi 3'°'. &

Na balu su se svi uzvanici dobro zabavljali, plesali i pjevali. Na zahtjev uzvanika
jedan je sluga otiSao po bocu skupocjenog $ampanjca koji se nalazio u riznici. Kada je
tamo dosao, shvatio je da nedostaje jedan vr¢ pun zlatnika. Odmah je o tome obavi-
jestio kralja koji je pozvao detektive da rijese slucaj. Glazba je stala, detektivi su brzo
stigli i poceli istrazivati slucaj.

Detektivi su pronadene tragove i veze medu njima prikazivali na plutenoj plo-
¢i: tragove pribadac¢ama, a vezu izmedu njih koncem izmedu pribadaca. Naravno,
ponekad bi se dogodilo da su zakljucci o vezama izmedu tragova pogresni. Tada bi
presjekli sve konce izmedu tragova i postavljali nove konce.

Zadatak 4. Detektivi trenutno imaju 2025 razlicitih tragova, pri cemu trag T|

vodi do traga T,, T,do T, i sve tako do traga T, ,, koji vodi do T, ,.. Posljednji trag

025
T,,,; vodi do prvog traga T,. Mogu li detektivi razmjestiti pribadace tako da, ukoliko

zele presjeci sve konce, mogu to uciniti jednim pravocrtnim potezom maca? Ako
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pronadu jo$ jedan trag, mogu li ga dodati na plocu da opet, u slucaju greske, mogu
jednostavno prerezati konce?

Rjesenje. Shvatimo plutenu plocu kao ravninu, tragove kao tocke, konce kao
duzine, a potez macem kao pravac u toj ravnini.

Dokazimo da 2025 toc¢aka nije moguce razmjestiti tako da postoji pravac koji
sijece svaku od duzina u nekoj tocki razlicitoj od njenih krajnjih tocaka.

Pretpostavimo suprotno, to jest da je takav razmjestaj moguc i da je p pravac koji

sijece duzine T\T, , T,T; ..., T,y5, 5055 1 Thyps1; - Pravac p dijeli ravninu na dvije po-
luravnine koje ¢emo nazvati lijevom i desnom. Ako pretpostavimo da T leZi u lijevoj
poluravnini, tada T, mora lezati u desnoj poluravnini, T, u lijevoj, i tako dalje. Slijedi

da sve tocke s neparnim indeksom leze u lijevoj, a sve tocke s parnim indeksom u de-
snoj poluravnini. Medutim, tadasu T i T ,. obje u lijevoj poluravnini, pa pravac p ne

sijec¢e duzinu T,,.T; .To je kontradikcija s pretpostavkom, sto dokazuje nasu tvrdnju.

Ako je pronaden jo$ jedan trag, onda ih je ukupno 2026. Povucemo (bilo koji)
pravac p. Ako sve tocke s neparnim indeksom smjestimo u lijevu poluravninu, a sve

s parnim indeksom u desnu poluravninu, tada e p sje¢i duzine T\T, , T,T; ..., T,T; ...,

T05sTons > Toope I, 1 unutradnjim tockama tih duzina.

Zaklju¢ujemo da za 2025 tragova (ili bilo koji neparan broj tragova) detektivi ne
mogu razmjestiti pribadace tako da prerezu konce jednim potezom maca, a za 2026
tragova (ili bilo koji paran broj tragova) takav je razmjestaj moguc. #

Kako bi $to prije pronasli kradljivca, detektivi su zamolili sve prisutne da medu-
sobno ne razgovaraju i da ne napustaju prostoriju. Kralj je primijetio da se neki uzva-
nici dosaduju pa je smislio nacin kako da atmosfera na balu ostane vedra i zabavna
unato¢ ovom nemilom dogadaju. Dao im je jedan zanimljiv (matematicki) zadatak, a
onaj tko ga prvi rijesi, bit ¢e nagraden u zlatnicima. Iako bi svi rado rjesavali zadatak
i bez zlatnika, ipak ih je mogu¢nost osvajanja nagrade dodatno motivirala. Zadatak
je bio o jednoj kocki, pa su sluge svima dale kockicu i olovku kako bi mogli zadatak
rijesiti istrazivanjem. Evo kako je glasio zadatak.
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Zadatak 5. Sedam vrhova kocke oznaceno je nulama, a preostali vrh jedinicom.
Brojeve u vrhovima moZemo mijenjati jedino na sljedeci nacin: odaberemo neki brid
kocke i brojeve u njegovim krajnjim tockama pove¢amo za 1. Mozemo li na ovaj na-
¢in dobiti isti broj u svih osam vrhova kocke?

Rjesenje. Vrhove kocke oznacimo s A, B, C, D, E, F, G, H. Pretpostavimo da je je-
dinica u vrhu A. Na sljedecoj slici isprobane su neke promjene u vrhovima. Odabrani

su redom bridovi E, BC, GH.

S obzirom na to da se uvijek mijenjaju vrijednosti u dva susjedna vrha, vrhove
kocke podijelit ¢emo u dva skupa tako da se nikoja dva susjedna vrha ne nalaze u
istom skupu. Dakle, stavimo

A={A,CFH} i #%={BD,EG}.

Neka je S suma svih brojeva upisanih u vrhovima skupa #/ umanjena za sumu
svih brojeva upisanih u vrhovima skupa % .

Prije prve izmjene brojeva u vrhovima je S = 1. Sada odaberimo neki brid. Jedan
njegov vrh nalazi se u skupu # , a drugi u skupu % . Zato, kada vrijednosti u krajnjim
tockama odabranog brida povecamo za 1, za 1 ¢e se povecati i suma svih brojeva upi-
sanih u vrhovima iz skupa # i suma svih brojeva upisanih u vrhovima iz skupa %,
$to znaci da se S nece promijeniti ovim postupkom.

Prema tome, koliko god puta ponovili ovaj postupak, S ¢e uvijek iznositi 1. To
znaci da ne mozemo postic¢i da su u svim vrhovima jednaki brojevi jer bi tada S mo-
rao biti jednak 0. &

Uskoro je sve bilo rijeSeno: uzvanici su rijesili zadatak, a
detektivi su pronasli kradljivca (i ukradeni vr¢). Nagradu za
najbrzeg rjeSavatelja dobila je princeza iz susjednog kraljev-
stva. Njoj nisu bili potrebni zlatnici pa ih je podijelila gostima
bala. Zabava se nastavila dugo u no¢.

Kada je ve¢ina uzvanika otisla, ostalo je jo§ deset parova
koji su bili bliski prijatelji kralja i kraljice. Kada su i oni krenuli
svojim ku¢ama, neki medu njima su se rukovali. Kraljica ih je
pitala s koliko su se osoba rukovali, a njihove odgovore, zajedno
sa svojim, iskoristila je za sljedeci zadatak koji je postavila kralju.
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Zadatak 6. Na kraju bala, osim nas dvoje, u palaci je bilo jo$
10 parova. Na odlasku, neki medu njima su se rukovali. Narav-
no, nitko se nije rukovao sa svojim supruznikom. Kada sam ih
pitala s koliko su se ljudi rukovali, ti brojevi su, uklju¢ujuéi i broj
mojih rukovanja, svi bili medusobno razli¢iti. S koliko sam se
osoba ja rukovala?

Rjesenje. Kralja oznacimo s K, a ostale osobe s P, P,,..., P, ,

pri ¢emu je s P, oznacena osoba koja se rukovala s k osoba. /

S obzirom na to da se osoba P, rukovala s 20 osoba (od
ukupno 22), znaci da se nije rukovala samo s P i sa samim so-
bom. Odavde slijedi da su P, i P, par.

Pogledajmo sada osobe P,..., P iuoc¢imo da se osoba P, rukovala samo s P,
To znaci da se P, rukovala sa svima osim s P i s P,. Slijedi dasu P, i P, par.

Nastavljamo dalje sli¢no: P, se rukovala s P, i P,,, dakle P se rukovala sa svima

P,iP..,P, iP,..

17 9

osims P, P,P,, pasuP,iP  par. Dalje su parovi P, i P

Ostali su samo K i P, dakle kraljica je oznacena s P, , $to znaci da se kraljica
rukovala s 10 osoba. &

Ovaj zadatak bio je nagrada kralju za uspjesno organiziran bal. Naravno, kralj ga
je uspjesno rijesio nakon kratkog promisljanja.

A s koliko se osoba rukovao kralj?
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