GEOMETRIJSKA ALGEBRA

Geometrijska algebra

7ZVONIMIR SIKIG!

1. Uvod

Vektorski prostor L(e,,...,e,) obogacen skalarnim i vektorskim produktom stan-
dardna je struktura u kojoj se uspjesno modelira #n dimenzijska euklidska geometrija.
Zato je, s pravom, nezaobilazni dio matematickog obrazovanja. Skalarni produkt de-
finira duljinu i okomitost vektora

laf=a-a albsab=0.

Vektorski produkt (u 3-dim prostoru) definira iznos orijentirane povrsine koju
razapinju dva vektora i paralelnost vektora

P(a,b)=|axb| allbeaxb=0.

Medutim, L(e,,...,e,) ne sadrzi objekte vi$ih dimenzija. On sadrzi samo 1-dim
vektore. Povrsinu razapetu s vektorima a i b u 3-dim prostoru simulira 1-dim vek-
tor aXb. Volumen razapet s vektorima a, b i ¢ u 3-dim prostoru simulira skalar
(axb)-c.

axXb

b

L

a

Prirodnije bi bilo uvesti 2-dim vektor a Ab koji jest orijentirana povr$ina (umje-
sto da je simulira), 3-dim vektor a AbAc koji jest orijentirani volumen (umjesto da
ga simulira), itd. Prostor L(e,,....e,) s vanjskim produktom A i prosirenim nutar-
njim produktom (takvim da, na primjer, za 2-dim vektor B vrijedi a Lb<a-B=0
i da a'B daje informaciju o 1-dim visini od B kada mu je baza a) bio bi mnogo
prirodnija geometrijska algebra.

1Zvonimir Siki¢, Zagreb
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Prvi pokusaj uvodenja geometrijske algebre bio je u Die lineale Ausdehnungsle-
hre Hermanna Grassmanna iz 1844. godine. Tu je prvi put uveden pojam vektorskog
prostora L(e,,...,e,) zajedno s vanjskim produktom A koji je generirao objekte vi-
$ih dimenzija. Njegov nutarnji produkt bio je determiniran zahtjevom e, -e, =0. Wi-
lliam Clifford povezao je Grassmannovu vanjsku algebru s kvaternionima Williama
Hamiltona tako da je pravilo e, -e; =0 zamijenio pravilom e;-e; =1 (Hamiltonove
jedinice zadovoljavaju ii = jj = kk =—1). To je rezultiralo prvom geometrijskom al-
gebrom koja se zato Cesto zove i Cliffordovom algebrom.

Medutim, Willard Gibbs objavio je 1901. vrlo utjecajan udzbenik Vector Analysis
po kojem se i danas predaje vektorska analiza. U njemu je Hamiltonove kvaternio-
ne, kao matematicki aparat elektrodinamike, zamijenio Grassmannovim vektorima.
Uveo je i nabla operator V pa je uspjeh bio potpun. Kvaternioni su odbaceni, zavla-
dali su vektori. No, Gibbs je uveo i gore opisane simulacije 2-dim i 3-dim objekata
1-dim vektorima i skalarima (u 3-dim prostoru) pa je geometrijska algebra, bar na
redovnim studijima, odbacena kao suvi$e napredna.

Ideja vanjskog mnozenja vrlo je jednostavna. Medutim, nutarnje mnoZenje za-
ista je slozeno definirati za multivektore svih dimenzija. Stoga ne ¢udi izbjegavanje
geometrijske algebre na redovnim studijima. Medutim, njihova ugradnja u tzv. ge-
ometrijski produkt, iz kojeg lako izvodimo i nutarnji i vanjski produkt, izrazito je
jednostavna. Zato nema razloga da se geometrijski produkt i geometrijska algebra ne
obraduju u okviru teorije vektorskih prostora. Pogotovo kada se ume u obzir da je
geometrijska algebra danas nezaobilazna u ra¢unalnom inZenjerstvu.

2. Geometrijski produkt

Kako na n-dimenzijskom vektorskom prostoru L(e,,...,e,) definirati mnoZenje
ako zelimo da produkt dvaju kolinearnih vektora bude broj, dvaju nekolinearnih vek-
tora orijentirana povrsina, triju neplanarnih vektora orijentirani volumen itd.?

Ociti su zahtjevi:
(1) ee; =1
(2) ee; =—eezai#j

(3) mnozenje je distributivno.
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Da ovi zahtjevi jednoznacno definiraju mnoZenje slijedi iz jednoznacne podjele
permutacija na parne i neparne, a iz jednoznac¢nosti mnozenja slijedi njegova asocija-
tivnost. Dakle, rezultati svih moguc¢ih mnozenja i zbrajanja ¢ine asocijativnu algebru
G, (e,....e,) koju (iz ocitih razloga) zovemo geometrijskom algebrom. Ona je zbroj
prostora skalara L, vektora L, 2-vektora L,..i n-vektora L.

G,(e....e,)=L(1)+L(e,,....e,) + L(ee,,...e,_e,)+---+L(e e,),
n n\ (n n
dimG, =| |+ |+|.|+-+
" 0 1 2

n
Podalgebru parnih multivektora G, zovemo pozitivnom algebrom ili algebrom
spinora.

=2",

Unutarnji i vanjski produkt vektora a i k-vektora B, definiramo na sljedeci nacin
(vidjet ¢emo da se ta definicija poklapa sa standardnim definicijama u 2-dim i 3-dim

prostoru):
def

a*B, :E(aBk +*Ba)=%B,a (- za parne k)
def 1
anB, :E(aBk FB,a)=%*B Aa (+ za parne k).

Uvjeti okomitosti a-B, =0 i paralelnosti aA B, =0 preko geometrijskog pro-
dukta izrazavaju se na sljedeci nacin:

alB, <aB =(-1)"Ba al|B, < aB, =(—1)"B,a.
Ako vektore a1 a, definiramo takodaje a || B, a, L B, i a,+a, =a onda ge-
ometrijsko znacenje nutarnjeg i vanjskog produkta mozemo opisati na sljede¢i nacin.

Za nutarnji produkt imamo:

@
|‘ a-b=a (@p)=a’p
a'll

a-B=a(ab)= allzb

e _ -2
Op¢enito imamoa- B, =4q,(a,B,)=a, B, .

Za vanjski produkt imamo:

o .- /__;A
l E \ aNb=ab=B \ l/ aAB=a, B=B,
[ o 9 '

Opcenito imamo aAB, =a B, =B, ,,.



Poucak 98

3. Geometrijska algebra ravnine
Geometrijska algebra ravnine je
G, =Gle, e,) = L()+L(e,e,) + Lle,,e,) = (L, + L, )+ L, =G; +G;

U njoj vrijede sljedece jednakosti:
<
R

def
I=epe, I’=-1 el=e, e l=—e

Uocite da je pseudoskalar I imaginarna jedinica ciji je kvadrat -1.

Desno mnozenje vektora s I njegova je rotacija za kut 7/2. Lijevo mnozZenje
vektora s I njegova je rotacija za —m /2.

Podalgebra spinora G, ={a+fI:a, ER} je polje kompleksnih brojeva, tj.
2-dim spinori su kompleksni brojevi. Lako se vidi da je

G,/G, =G/ G,G, =G, G,G, =G,G, =G, .

To znaci da je produkt kompleksnih brojeva kompleksni broj, da je produkt dva-
ju vektora kompleksni broj i da su kompleksni brojevi operatori na vektorima.
Razmotrimo produkte vektora a = a,e, +a,e, i b= f,e, + f,e, u oba redoslijeda

ab=(a,B,+a,B,)+(a,f,—a,B,)I
ba=(a,f, +a,B,)—(a,f,—a,p,)I.

Uvedemo li nutarnji i vanjski produkt na elementarni nacin
def def

ab=a,p +a,p, anb=(a,p,—a,p)I,
vidimo da je geometrijski produkt kombinacija unutarnjeg i vanjskog produkta:
ab=a-btaNnb
ba=a-b—aNb.

Odavde slijedi ono $to ve¢ sadrzi opca definicija iz 2. odjeljka:

defl defl
a-b=5(ab+ba) a/\b=5(ab—ba).

Uvjet okomitosti i paralelnosti vektora ai b su

albeab=-ba allbeab=ba.
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Geometrijska veza sva tri produkta je sljedeca:

Q@
Oy

@y S

ab=(a,+a b=ab+ab=a-b+anb.

Geometrijski produkt smatramo temeljnijim jer se jednostavno definira na mul-
tivektorima svih dimenzija, $to nije tako jednostavno za nutarnji i vanjski produkt.
Produkt 1-vektora a = e, + @,e, i2-vektora B= I je antikomutativan:

aB=—a,fe +a,fe,
Ba=a,fe, —a,fe,.

Iz opce definicije u 2. odjeljku slijedi
def def

1 1
a-B=E(aB—Ba)=aB a/\B=E(aB+Ba)=0.
Dakle, (u ravnini) je svaki a paralelan svakom B jer je uvijek aAB=0 tj. aB=—Ba.

Pokazimo, kao ilustrativni primjer, kako izgleda analiza dinamike kruznog giba-
nja u geometrijskoj algebri ravnine:

x =r(cospe, +singpe,) =re (cosp +Isinp) =ree’

x=reeIp = xIp

¥ = 51p+xIp=xIplp+5iL=—xp? +5 L
¢ ¢

Sila koja generira kruzno gibanje ima radijalnu komponentu (prema sredistu)

intenziteta ¢’ i tangencijalnu komponentu intenziteta ¢ . Ako je kruzno gibanje

P
jednoliko (tj. ako je ¢ =0) onda postoji samo radijalna komponenta.

4. Geometrijska algebra prostora
Geometrijska algebra trodimenzijskog prostora je
G, =Gle,,e,,e;) = (L, +L,)+(L, +L,) =G +G; .

U njoj vrijede sljedece jednakosti:
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e
3 / I
/ Z ¢
<
e
1
def def def

E =ee, E,=ee E, =¢epe,

2 2 2 —
E!=E!=E=-1 EEE, =1

177273
EE,=-E, E,E,=—E EE =-F,.
Podalgebru spinora, uz definicije i =—E,, j=—E, i k=—E, ¢ine Hamiltonovi
kvaternioni (jer je i = j> =k*=—11 jk=—1). Dakle,
G, ={a+pI+yj+ok:a,B,y,0 ER}

Pseudoskalar I =e,e,e, , osim jednakosti I’ = —1zadovoljava i sljede¢e jednakosti:

el=1Ie =ee, =E,

e, ] =Ie, =ese, = E,

e;JJ=1Ie,=ee,=E

2 3

Dakle, I komutira s 1-vektorima i uspostavlja dualitet 1-vektora i 2-vektora:

def
Taj dualitet omogucava da 2-vektore simuliramo 1-vektorima aXb=I(aAb).

Ako jo$ i pseudoskalare simuliramo skalarima, onda vidimo da su skalari i vektori
dovoljni za simulaciju cijele geometrijske algebre 3-dim prostora.

Uvedemo li nutarnji i vanjski produkt vektora a = a,e, +a,e, +a,e, i vektora
b= e + B,e, + f,e, standardnim elementarnim definicijama

def
ab=a,pf, +a,p,+a,p,

def
anb=(a,f,—a,Bee, +(a,f;—asB,)e,e; +(a;f, —a,B;)ese;

vidimo da je, kao i u ravnini, geometrijski produkt kombinacija unutarnjeg i vanj-
skog produkta
ab=a-b+aNlb

ba=a-b—aNb.
Odavde slijedi, kao i u ravnini, ono $to ve¢ sadrzi opéa definicija iz 2. odjeljka:

a-b=%(ab+ba) a/\b=%(ab—ba).
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Uvjeti okomitosti i paralelnosti vektora a i b i dalje su isti kao u ravnini ($to i
oc¢ekujemo jer se sve i zbiva u ravnini vektora a i b):

albe®ab=—ba al|lbsab=ba.

I geometrijska veza sva tri produkta je ona koju znamo iz ravnine ($to je oceki-
vano iz istih razloga), ab = (a, +a, b= a”b +a b=a-b+aNb.

Umnozak 1-vektora a i 2-vektora B je

aB=(ae, +a,e, +a,e,) (B Ie, + B,le, + f3,1e,)
=(a,pl+a,f,1+a,p.D)+(a,f,]—a,p e, +(a;f, —a,f;)e, +(a,p, —a;8,)e,
=aAB+a'B

Geometrijski to izgleda ovako:

aB=(a,+a,)B=aB+a B=a-B+aAB

Analogno nalazimo Ba =aA B—a- B odakle slijedi ono $to ve¢ sadrzi opéa de-
finicija iz 2. odjeljka:

1 1
a-B=5(aB—Ba) a/\B=E(aB+Ba).

Dakle, a je okomit na B ako je aB = Ba i a je paralelan s B ako je aB=—Ba .

Relacije medu vektorima izrazene preko nutarnjeg i vanjskog produkta najlakse do-
kazujemo prijelaskom na geometrijski produkt upotrebom veza:

2a-b=ab+ba  2aANb=ab—ba.
Na primjer, da bismo dokazali jednakost a-(bAc)=(a-b)c—(a-c)b, krecemo od
2a-(bAc)=a-(bAc)—(bAc)-a.
Desnu stranu nadopunimo s a A (bAc) pa dobijemo
a(bAc)—(bAc)a.
Zatim je nadopunimo s *a(b-c) pa dobijemo
abc—bca.

Uvrstavanjem ab=—ba+2a-b i ca=—ac+2a-c vratamo se na nutarnji i vanjski
produkt i dobijemo

2(a-b)c—2(a-c)b.

To smo i zeljeli dokazati.
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5. Mnozenje 2-vektora
Neka je
A=a,E +a,E, +a,E, B=BE +p,E, +p,E,.
Tada je
AB=—(a, B, +a,B, +a,B;, ) +(a,f, —a,f,)(—E3) +
+(a,p,—a,B,)(—E,) +(a,f; —a,f,)(-E)

(Imaginarne jedinice i=—E,, j=—E,, k=—E, zbunjivale su Hamiltona u ovom
kontekstu zbog negativnog predznaka u skalarnom ¢lanu produkta. On je pokusa-
vao izgraditi trodimenzijsku algebru, no nije uspijevao dok nije shvatio da produkt

vektora uz vektorski mora imati i skalarni ¢lan. Tada je krenuo u potragu za cetvero-
dimenzijskom algebrom.)

Dakle, uz odgovarajuce definicije mnozenja - i x imamo
AB=A-B+AXB BA=A-B—AXB.
$to odmah daje
AxB=%(AB—BA) A-B=%(AB+BA).
Razmotrit ¢emo i geometrijsko znac¢enje mnozenja 2-vektora. Neka su A i B 2-vektori
inekaje A=ap i B=gb,gdjejealp,blqi|p|=|q|=1.Trisumoguca slucaja.
def

Najjednostavniji slucaj je da A i B leZe u istoj ravnini. Tada je AB==|AB|=A"B.

Drugi, nesto sloZeniji slucaj, je da su A i B u istom trodimenzijskom prostoru pa
mozemo pretpostaviti daje p=gq.

Tada je AB =appb=ab=a-b+a/\bd;fA-B+A><B.
Tre¢i, najslozeniji slucaj, je da su linearno nezavisni. Tada je
AB=apbq=(a,+a, )(p,+p, )qb
=(ayAp)-(gAb)+(a,Ap,)X(qAb)+(a, Ap)X(qAb)+(a, Ap )X (qAD).

Prvi produkt je skalar, sljedeca dva su 2-vektori, a zadnji je 4-vektor.
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6. Refleksije i rotacije u G

Refleksiju (zrcaljenje) u hiperravnini okomitoj na jedini¢ni vektor m u G, zvat
¢emo m-refleksijom u G

Zrcalna slika vektora a=a, +a, jevektor a'=a, —q,.
Iza =(@mmia =a—(a-mm=(am—(a-m)))m=(@Am)m slijedi
a'=a

L —ay=—(mAa+m-a)ym=—mam.

Refleksije su izometrije, $to se lako dokazuje:

a"b'=(—mam)(—mbm) = <mabm> = <mmab> = <ab> =a-b.
S <X > se oznacava skalarni dio od X, a lako se dokazuje da je (XY) = <YX >
Prije nego nastavimo, zanimljivo je pogledati §to je zrcalna slika 2-vektora a Ab

a'ANb'=(—mam) A (—mbm) = %(mammbm —mbmmam)

- %m(ub —ba)ym=m(aAb)m.

Primijetite da se 2-vektori ne transformiraju kao 1-vektori (.nema minusa”). To
je u simulaciji 2-vektora 1-vektorima (usp. 1. odjeljak) dovelo do razlikovanja polar-
nih vektora (koji su zapravo 1-vektori) i aksijalnih vektora (koji su zapravo 2-vektori)
i izazivalo je mnoge zabune i nerazumijevanja. No, vratimo se zrcaljenju vektora.

Kompozicija m i n-refleksije (m* =n’ =1) je m,n-ravninska rotacija za 2/ (m,n):

" )
a' =-nan=-n(-mam)n=nmamn.

Rotacija vektora a za kut 2/(m,n) je mnozZenje vektora a jedini¢nim spinorom
R=nm (koji zovemo rotorom) i njemu konjugiranim rotorom R =mn

a"=RaR .
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U ravnini su to jedini¢ni kompleksni brojevi, a u trodimenzijskom prostoru je-
dini¢ni kvaternioni. Oznac¢imo li kut £ (m,n) s ¢, jedini¢ni 2-vektor m, n-ravnine s
I'iuzmemo li u obzir daje nm=m-n—mAn=cosp—Isingp vidimo da je

R=nm=cosp—Isinp=e""".
P

Dakle, rotacija za kut ¢ u ravnini I je mnoZenje rotorom e 2 (koji je jedini¢ni
kompleksni broj u 2-dim i jedini¢ni kvaternion u 3-dim) i njegovim konjugatom

2

e?:

T
2 2

a"=RaR=e Zae

e 2
Akoje a||I,ondaje al=—Ia,paje e 2a=ae ?.Tada je rotacija zakut ¢ u
ravnini I jednostavno mnoZenje rotorom e'? (tj. jedini¢nim kompleksnim brojem u
ravnini od I):

a"=ae'.

Opcenito imamo

. 4 4 2 2

-1£ £ -2 /2
I I
a"=e *(a,+a)e?=ae’+ae *e?=ae’+a,

|
Primijetimo jo$ da je
4 LTI
I=cos—+Isin—=e¢?
2 2
7 T -1z
—I=cos——Isin—=e 2,
2 2
odakle slijedi da imaginarna jedinica I predstavlja rotaciju za kut 7 :
a"=—Ial.
U posebnom slucaju a||I imaginarna jedinica I predstavlja rotaciju za 7 /2:
a"=al.

U dvije dimenzije uvijek vrijedi ovaj drugi slucaj jer je uvijek a || I. U tri dimen-
zije nije tako, $to je takoder zbunjivalo Hamiltona jer je ocekivao da i u tri dimenzije
imaginarne jedinice predstavljaju rotacije za kut 7 /2.

7. Paulijeva matri€na «mistika”

Paulijevi spinori (koji su dio «mistike” kvantne mehanike) generirani su sljede-
¢im kompleksnim matricama, tzv. Paulijevim matricama

o) (o) o2
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Ako ih oznacimos e, e, i e, lako je provjeriti sljedece jednakosti.

Dakle,

. 0 i . 0 1 . i 0
17l o 27 l-1 0 370 —i
10 i 0)
1= 01 Ieje,e, = o T

Ocito se radi o elementima geometrijske algebre (vektorima e, , 2-vektorima E,i
3-vektoru I) zamaskiranim u «mistiku” kompleksnih matrica, koja je dovela do ,,mi-
sticne® tvrdnje da su kompleksni brojevi nezaobilazni temelj kvantne mehanike.

m=(:)-[; 7]
Lol )

ocito su kvaternioni iz pozitivne podalgebre od G,

Paulijevi spinori oblika

_( a,tasi a,taj

) |=a,ta
—a,toi o, —a,i

a,+aE +a,E, +a,E,
koji imaju jasno geometrijsko (i nimalo misti¢no) znacenje i ¢ija je veza s rotacijama

takoder jasna (i nimalo misti¢na).

8. Newtonov zakon recipro€énih kvadrata

Jedna od prednosti geometrijske pred linearnom algebrom je da u njoj svaki
multivektor ima inverz. Na primjer, inverz b~ ' vektora b je b/b* (uocite da je b’

skalar) jer je
b
{2

Za 2-vektor B (zbog B’ =cdcd =—c’d”) B™' =B/ B’ (uotite da je B’skalar)

jer je
B —
B —32 =1.
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To nam, na primjer, omogucava laki rastav vektora u paralelnom i okomitom smjeru:

N a
/T
a " Oy

a =a”bb_1 =a-bb™! a, = a”BB_1 =a-BB™!
a, =abb'=anbb™" a =a BB '=aAnBB™'

Evo ijednog slozenijeg primjera. Dokazat ¢emo da je putanja Cestice koja se giba

pod utjecajem centralne sile ¢iji je iznos reciproc¢an kvadratu udaljenosti cestice od
centra sile konusni presjek. Za usporedbu ¢emo to uciniti u vektorskoj i geometrij-
skoj algebri. Najprije izvodimo formule za akceleraciju gibanja pod utjecajem cen-

tralne sile, tj. pod uvjetom da je ¥ = Ar.

U vektorskoj analizi to izgleda ovako:

d

FXr=0® —(Xr)=0rXr=h.

dt
Dakle, vektor h (koji je vektor kutne koli¢ine gibanja) je konstanta gibanja u cen-
tralnom polju sila i tijelo se giba u ravnini koja je okomita na vektor kutne koli¢ine

o1

gibanja. Buduc¢idaje |dP |=—|rXdr|, slijedidaje | P|= 5 | r X7 |= const, tj. gibanje
zadovoljava drugi Keplerov zakon.

Uz oznaku r = pu, gdjeje p iznos vektora r, a u jedini¢ni vektor u smjeru od r, imamo
h=pux(pu+pir)=p*uXi.

Ako razmislimo o geometrijskoj vezi vektora h, u i &1 (radi se o ortogonalnom trobri-

du), nalazimo
. hXu
u=—:".

p

Sada moZemo izracunati 7 i ¥

hXu

r=putpu=pu+t

L . h . h .

r=putpu——pXut—pXu.
P P

Nakon malo sloZenijeg razmisljanja o geometrijskoj vezi vektora h, u i & nalazimo
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I . h h
r=putpu——X|—Xu|.
p\p
U geometrijskoj analizi to izgleda ovako:

.. d . )
r/\r=0©E(r/\r)=0©r/\r=H.

Zasad nema velikih razlika (osim §to su ravnine ravnine, a povrsine su povrsine,
bez ikakvih simulacija). Bivektor H (kutna koli¢ina gibanja) je konstanta gibanja u

1
centralnom polju sila i tijelo se giba u njegovoj ravnini. Buduc¢i da je dP = 57 Adr,

-1
slijedi daje P = 57 AT = const , tj. gibanje zadovoljava drugi Keplerov zakon.

Uz oznaku r = pu, gdjeje p iznos vektora r, a u jedini¢ni vektor u smjeru od r, imamo
H=puN(pu+pir)=p ulic=p’ui.

Zadnja jednakost slijedi iz okomitosti vektora u i 1. S ovim prijelazom na geometrij-
ski produkt daljnja je argumentacija bitno jednostavnija. Bez ikakvih razmisljanja o
geometrijskoj vezi vektora H, u i &z, obi¢nim mnoZenjem jednadzbe H = p’ui slije-
vas u i dijeljenjem s p* nalazimo

. _uH Hu

u= 5 = - -

p p
Sada je lako izracunati 7 i 7 bez slozenijih geometrijskih razmisljanja”
r=putpu=|pu——r-,IMD0u
p

. H). (. pH . H\Hu
ut|p——u=|pt—Fu—|p——|—%
P p pP)p

r= p——3 u.
P

Usporedite li izvode i krajnje formule, ocita je prednost geometrijske analize pred
vektorskom. No, nastavimo s izvodom konusnih putanja iz zakona recipro¢nih kva-
drata

OH
ol
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Poucak 98

U vektorskoj analizi to izgleda ovako:

A hX
PXh=——uXh=2 2u=/la©r'><h=/1(u—e).
P p
Konstanta integracije e je Laplace-Runge-Lenzov vektor. Skalarnim mnozenjem za-

dnje jednadzbe s r nalazimo

r-(Fxh)=Ap(d—u-e).
Uzevsi u obzir geometriju mjesovitog produkta, nalazimo
r-(Fxh)=rx(7 - h)=(rx#)-h=h-h=h*,

Dakle,
L T
Al—u-e A l—|e|cosp

W =lp(l—u-e)< p=

Zadnja jednadzba je polarna jednadzba konusnog presjeka s ekstrencitetom | e |. Ako
je | e| manje, jednako ili vece od 1, onda imamo elipsu, parabolu ili hiperbolu.

U geometrijskoj analizi to izgleda ovako:

¥H = —%uH = —izupzuit =—Au< Hi = Ap(u—e).

Zasad nema velikih razlika. Konstanta integracije e je Laplace-Runge-Lenzov vektor.
Geometrijskim mnozenjem zadnje jednadzbe s r nalazimo

Hri=Au—e)r=Ap(u—e)u.

Daljnja je argumentacija bitno jednostavnija. Bez ikakvih «razmisljanja o geometriji
mjesSovitog produkta’, obi¢nim izjednacavanjem skalarnih komponenti lijeve i desne
strane nalazimo
H> 1 H* 1
H(iAr)==H’=lp(l—e-u)® p=—- =— :
(7r) Pl Jep A l—eu A l1-|e|cosp

Zadnja jednadZba je polarna jednadzba konusnog presjeka s ekstrencitetom |e]|.
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