Dvodimenzionalni i jednodimenzionalni tetraedar
i neka njihova svojstva

Petar Svircevié!

Dobro nam je poznato, kako je definiran op¢i tetraedar, koji je zapravo trostrana pi-
ramida u trodimenzionalnom euklidskom prostoru E3. Dakle, neéemo se striktno baviti
pravilnim poliedrom. Nadalje, u ovom ¢lanku ¢emo dokazati tri svojstva opéeg tetraed-
ra. Tada ¢emo deduktivno do¢i do tih svojstava, koja se odnose za definirani dvodimenzi-
onalni tetraedar u E* i jednodimenzionalni tetraedar u E'. Analiza tetraedra u E> i ne
mora biti potpuno jasna, ali ¢e nam posluZiti kao ideja vodilja, da strogo dokaZemo ana-
logna svojstva tetraedara u E? i E', $to je i u naslovu iskazano. I kona¢no éemo na kraju,
bez dokaza, heuristicki iskazati ta svojstva za definirani visedimenzionalni tetraedar u E"
(n>3).

Napomena 1. U [5] je primijenjena indukcija na definirani tetraedar u E', E?, E3 i
dokazana su njihova tri svojstva, te su na kraju heuristicki iskazana svojstva tetraedrau E”
(n > 3). No, takav pristup bi mogao djelovati odviSe apstrakrno jer bi se npr., za jedno-
dimenzionalni tetraedar reklo da mu je volumen zapravo duljina duZine, a za dvodimen-
zionalni tetraedar da mu je volumen mjerni broj povrSine trokuta.

Napomena 2. U ovom ¢lanku necemo iznositi dokaz A-G nejednakosti, koja je dana

u obliku
ar+a+ ...+ a,

> Yarar - an, ()
n

gdje su ay,as,...a, € RT, jer je to poznata nejednakost, za koju postoje razli¢iti dokazi.

Definicija trodimenzionalnog opéeg tetraedra i njegova tri svojstva

Definicija 1. Neka su u E3 dane Cetiri tocke Ay,Az,A3, Ay, takve da nikoje tri nisu
kolinearne niti sve Cetiri komplanarne. Tada su one vrhovi opéeg trodimenzionalnog tet-
raedra, zapravo trostrane piramide.

Napomena 3. Iz D1 slijedi da tetraedar ne moZe degenerirati u dvodimenzionalnu niti
u jednodimenzionalnu tvorevinu. Nadalje, ako su bridovi tetraedra medusobno jednaki,

|A1Az| = [A1A3] = |A1A4] = |A2A3] = |ArA4] = |A3A4],

tada se radi o jednom od pet pravilnih Platonovih poliedara, kojeg ¢emo u tom slucaju
zvati pravilni tetraedar, ali se neemo striktno s njime baviti.

Teorem 1. Neka su vrhovi tetraedra u tockama Ay,As, A3, As u skladu DI. Tada je
tocka T(3) njegovo teiste onda i samo onda kada je produkt udaljenosti te tocke od nje-
govih strana maksimalan.
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Dokaz. Bududi da su Ay, A,, Az, A4 vrhovi tetraedra AjA,A3A4, njegov plast Cine tro-
kuti
ANA1AA3,  DNAA3A4,  AAZALAL,  AA4A A,

¢ije su mjere povrSina
Bios = P(AA1A2A3),  Bosu = P(AAA3AL),
B341 = P(AA3A4A1), B412 = P(AA4A1A2),
a duljine visina tetraedra na te baze neka su redom hy, hy, ho, hs.
- Jasno je da na osnovi uvedenih oznaka volumen V3 tetraedra AjA»A3A4 je dan rela-
cijama

1 1 1 1
Vi3 = =Bioshy = zBosahy = 5 Baahy = < Baohs. 2
3= gbisie = b = 363 = s Banhs (2)

Nadalje, neka su udaljenosti tocke 73y od strana tetraedra dane ovim vezama:
X4 = d(T<3), ANAAYA3), x = d(T<3), ANAA3AL)
Xy = d(T(3), AA3A4A1), X3 = d(T(3), AA4A1A2).

Dakle, podijelili smo prvotni tetraedar u njih Cetiri s bazama prvotnog i vchom u 73), a
to znaci da je zbroj njihovih volumena jednak volumenu zadanog.

1z relacija (2) i (3) slijedi
Bosaxi 4 B3a1xz + Baioxs + Bipxy = 3Vs. 4)
Treba naci T3y, tako da bude

(3)

(X1X2234 ) max - (5)
Iz A-G nejednakosti (1) dobivamo
4
tartat
araxazas < <a1 = n 4 a4> . (6)
Ako u (6) uvrstimo
ay = Bozaxy, ax = Bsaixz, a3 = Bainxz, a4 = Biazxy,
te uvazimo (4), dobivamo nejednakost
4
3V;
B3axy - B3a1xy - Bapoxsz - Biozxy < <T> . (7

U (7) su sve veli¢ine fiksne osim varijabli x;,x»,x3,x4, 1 mozemo lako naéi (5). Dakle
u (7) ¢e vrijediti jednakost (to slijedi iz (1)), kada je

R1%

Bazax) = Baaixa = Bainxs = Biozxs = TS, (8)

. 3 3.1 s

a odatle je Bsax; = ZVg = 1 §B234h1, a odatle slijedi

1
xp = Zhb 9)
Na analogan nacin dobivamo i druge jednakosti, dakle
1

Xp = th, k=1,2,3,4. (10)

Jasno je, da lijeva strana u (7) ima maksimalnu vrijednost, kada postoji jednakost, dakle
(B23ax1 - B3a1X2 - Ba1oX3 - B123%4)max = (B234B341B412B123 ) (X1X2X3X4 ) max
jer je produkt (B234B341B412B123) konstantan.

Matematicko-fizicki list, LXXV 3 (2024. — 2025.)



Ako uvazimo ovaj rezultat i (10) zaklju¢ujemo

N
(X122X3X4 ) max = (Z) hihahshy (11)

Sto je i trebalo pokazati. Dakle, dokazan je prvi smjer u ekvivalenciji iz T1 ili desna impli-
kacija. Da bi T1 bio u potpunosti dokazan trebalo bi dokazati i lijevu, ali dokaz tog obrata
nije elementaran, jer bi trebalo traZiti ekstreme funkcije Cetiri varijable.

1z klasic¢ne statike znamo, da je teZiSte tetraedra udaljeno od svake strane za jednu Cet-

vrtinu duljine odgovarajuce visine tetraedra prema toj bazi ili bo¢nm trokutima. Na osnovu
(10) zakljuCujemo da je 7T3) teZiSte tetraedra.

Sada éemo se pozabaviti nalaZzenjem volumena tetraedra u E° . Tu je primijenjen mjeSo-
viti produkt vektora i determinante Cetvrtog reda, Sto ba$ i nije standardno srednjoSkolsko
gradivo, ali je prihvatljivo za one ucenike, koji obraduju ovo gradivo na dodatnoj nastavi.
Svakako, da smo prethodni teorem mogli dokazati i skalarnim metodama, ali bi taj pos-
tupak bio previse opSiran i nepregledan.

Teorem 2. Ako je u trodimenzionalnom euklidskom prostoru E* postavljen Kartezijev
pravokutni koordinatni sustav O(xy,x2,x3) i ako su u njemu zadane Cetiri tocke

Ay (x(ll).,xgl).,xgl)) , A (x(lz)’x(zz)’xgz)) , Az (x(f).,xf).,xf)) , Ag (x(l4),x(24),xg4)) ,

koje su desno orijentirane i koje odreduju trodimenzionalni tetraedar T\T,T3T4, njegov
volumen se moZe izraziti pomocu determinante Cetvrtog reda

OO R
O N )

Vi = — . (12)
IR IR RO
L@ @@

Uputa za dokaz. Do (12) mozZemo do¢i odredivanjem mjeSovitog produkta

A1A4 . (A]Az X A1A3)

6 )
. 1 1 . - L
a to je zapravo 6= 3 volumena paralelepipeda koji je razapet s vektorima A1A,, AjA;3,
_— :
AlAy .

Objasnimo ukratko kako smo dosli do (12). Naime, sa slike vidimo da je mjerni broj

volumena prizme A;A;B4A3A4B3B1B; jednak iznosu mjeSovitog produkta vektora AjA; ,
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— —
A1As i AjA,4 . Bududi da je volumen trostrane prizme A;A»A3A4B3B, jednak polovici vo-
lumena zadane prizme, a volumen tetraedra A1A»A3A4 je jednak jednoj tredini volumena

navedene trostrane prizme, jasno je zasto se u (12) pojavljuje koeficijent — = —.

6 3!
Teorem 3. TeZiste navedenog tetraedra dano je s
x(ll) n x(lz) er(ls) n x(l4) xgl) er(zz) n x§3) +x(24) xgl) n xgz) +x§3) n xg4)
T3 ) ) 1 ) 1 . (13)

Uputa za dokaz. Iskazimo rije¢ima kako se moze doci do ove relacije. Dakle, postavi-
mo pravac kroz bilo koji vrh tetraedra i teZiSta njemu nasuprotne strane (trokuta). On je
nosilac teZiSnice i teZiSta tetraedra, a teZiSnica tetraedra je spojnica tih dviju tocaka. Ako
isti postupak provedemo za joS jedan vrh tetraedra i teZiSta njemu nasuprotne strane, tada
dobivamo jo$ jednu teZiSnicu. TeZi$nice se sijeku u teSiStu tetraedra, a u njemu se sijeku
i pravci nosioci tezi$nica. Koordinate tog tezista se dobiju kao rjeSenje sustava od tri jed-
nadZbe teZiSnica s tri nepoznanice. Na kraju dobivamo da su koordinate teZiSta tetraedra
jednake aritmetickoj sredini odgovarajucih koordinata zadanih vrhova, Sto se vidi i u (13).

Napomena 4. Svakako, da smo ovo zadnje razmatranje mogli koristiti i u dokazu T1.
Naime, dobili bi da se udaljenosti vrha tetraedra kao i udaljenost njegovog tezista od rav-
nine, u kojoj se nalazi njima nasuprotna strana odnose kao 4 : 1.

Napomena 5. Analiza svojstava trodimenzionalnog tetraedra je zapravo ideja vodilja
za analizu analognih svojstava dvodimenzionalnog i jednodimenzionalnog tetraedra.

Definicija dvodimenzionalnog opéeg tetraedra i tri njegova svojstva

Definicija 2. Neka suu E? dane tri nekolinearne tocke A1, As, Az . One su vrhovi opéeg
dvodimenzionalnog tetraedra, zapravo trokuta.

Napomena 6. U prvi trenutak ovaj termin “op¢i dvodimenzionalni tetraedar” bi mogao
zbuniti, ali ¢e svojstva koja ¢emo iskazati u T4, TS, T6, ustvari, slijediti kada u T1, T2,
T3 izvrSimo specijalizaciju, gdje n = 3 zamijenimo s n = 2.

Teorem 4. Neka su vrhovi dvodimenzionalnog tetraedra (trokuta) u nekolinearnim toc-
kama Ay, Az, As, tada je tocka Ty njegovo teZiste onda i samo onda kada je produkt uda-
ljenosti te tocke od njegovih stranica maksimalan.

Dokaz. Neka su x1, x2, x3 udaljenosti tocke T() od stranica A»A3, A3A;, A1Az, a nji-
hove duljine su redom by, by, bs.
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Ako je P povrsina AAAAjz, tada vrijedi jednakost

bix1 + boxy + b3x3 = 2P. (14)
Iz A-G nejednakosti (1) za n = 3 dobivamo nejednakost
ay+ax;+a 3
aaya; < <%) (15)
Ako u (15) uvrstimo @; = bix; (i = 1,2,3) i uvazimo (14), imamo nejednakost
2p\’
blxl -b2x2 . b3X3 S <?) . (16)
U (16) vrijedi jednakost onda i samo onda kada je
2P
b1x1 = b2x2 = b3)€3 = ? (17)
Ako su hy, hy, hy duljine visina trokuta na stranice AAsz, AzA; 1 A1A, redom, tada iz (17)
2 1
slijedi bjx; = -P = - - Eblhl’ odnosno x; = ghl, pa na analogan nacin dobivamo i
druge jednakosti. Dakle
1
xi:—h,‘, i= 1,2,3. (18)

3

Iz elementarne geometrije znamo da je teZiSte trokuta udaljeno od svake stranice za
jednu treéinu duljine odgovarajuée visine. Ta se tvrdnja dobije ako teZiste trokuta dijeli
teZiSnicu na dva dijela, gdje se duljine tih dijelova odnose kao 1 : 2. Svakako da je duzina
veée duljine spojnica vrha trokuta i teZiSta, a duZina manje duljine je spojnica teZista i
poloviSta tome vrhu nasuprotne stranice. Ako se iz navedenog vrha postavi pripadna visina
i primijeni Talesov poucak, dobiju se redom relacije (18), a to znaci da je tocka 7|y teZiste
zadanog trokuta.

Jasno je da lijeva strana u (16) ima maksimalnu vrijednost kada postoji jednakost, dakle
(b1x1 * baxz - b3X3)max = (P1b2b3) (X123 )max » jer je produkt (bibyb3) konstantan.
Ako se uvazi ovaj rezultat iz (18) se dobiva
3

T~
(X1%2X3 ) max = (5) hihahs, (19)

Sto je i trebalo pokazati. Dakle dokazan je prvi smjer u ekvivalenciji ili lijeva implikacija.
Da bi T4 bio u potpunosti dokazan treba dokazati i desnu implikaciju. Medutim, dokaz
tog obrata nije elementaran, jer bi trebalo traZiti ekstreme funkcije od tri varijable, a to
nije srednjoSkolsko gradivo, pa ga necemo niti iznositi.

Ako je u dvodimenzionalnom euklidskom prostoru E* postavljen Kartezijev
pravokutni prostorni koordinatni sustav O(xy,x;) i ako su u njemu dane tri tocke

Ay (—x(ll)'/xgl)) , Az (x(12)7x22)> , Az (—x(13)7-x(23)> )

koje su desno orijentirane i odreduju dvodimenzionalni tetraedar A1A2As; (zapravo
ANA1AA3 ), tada se volumen tog tetraedra (povrsina trokuta) moZe izraziti pomocu deter-
minante treceg reda

RO RN0

X1 X
1 2
_ ) 2
=g ) A (20)
1 x(13) x(;)
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Uputa za dokaz.  Ako su te tocke desno orijentirane u sustavu O(Xi, X,), povrSina
AA1A»A5 je dana formulom

1
P= 2 0 =) + 20 =) 4708 - )] 1)

kada se Zeli saCuvati orijentacija. No, ako je vazan samo iznos, tada se taj izraz uzima po
apsolutnoj vrijednosti. Budu¢i da idemo na terminolo$ko poopéenje, sada ¢emo tu povrsi-
nu zvati volumen dvodimenzionalnog orijentiranog tetraedra, te ¢emo ga prikazati pomo-
¢u determinante treceg reda u obliku (20). Svakako su formule (20) i (21) ekvivalentne,
Sto se moze lako pokazati. Napomenimo da i (20) ¢uva orijentaciju.

Teorem 6. TeZiste dvodimenzionalnog tetraedra ili NA1A2A3 dano je s

x(ll)+x§2)+x(13) xgl)+x(22)+xg3)
T2 3 , 3 . (22)

Uputa za dokaz. TeZiStu trokuta pripadaju koordinate koje su aritmeticke sredine od-
govarajucih koordinata njegovih vrhova.

Definicija jednodimenzionalnog tetraedra i tri njegova svojstva

Definicija 3. Promatrajmo jednodimenzionalni euklidski prostor E' i na njemu Karte-

zijev koordinatni sustav, O(x;) koji je desno orijentiran. Ako su tocke A; (xgl)) i Az(xgz))

u tom sustavu tada su one desno orijentirane u poretku A, A;, ako je x<12) —x(ll) > 0. Du-
zinu AjA, ¢emo zvati jednodimenzionalni tetraedar.

Teorem 7. Neka su vrhovi (krajevi) jednodimenzionalnog tetraedra (duZine) u tockama
A1, Ay. Tocka je T(1) njegovo teZiste onda i samo onda kada je produkt udaljenosti te tocke
od njegovih vrhova maksimalan.

Uputa za dokaz. Lako se pokaZze da ako je toCka T(;) unutar jednodimenzionalnog
tetraedra, Ciji su vrhovi u tockama A; i A, njegovo teziste (poloviste) onda i samo onda
ako je produkt udaljenosti x; i x, te tocke od tocaka A; i A, maksimalan, naime to znaci
da je

1\2
(x1x2)max =\ A5 h1h2 (23)
2
. 1 1 Lo o . . .
gdje je x; = xp, = Ehl = Ehz = 7 ’xl — X ’ Dakle %) i h, su udaljenosti zadane

tocke od krajeva intervala.

Teorem 8. Ako je u jednodimenzionalnom euklidskom prostoru E' postavijen Karte-
zijev prostorni koordinami sustav O(x,) i dane su dvije tocke A 1(x§l)), Az(x(lz)), koje su
desno orijentirane i koje odreduju jednodimenzionalni tetraedar (duzinu) TiT,, volumen
(zapravo duljina duZine) tog tetraedra moZe se izraziti pomocu determinante drugog reda

1
111 x(l)

Vi=— : (24)

! (2)
1 I x
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Uputa za dokaz. Udaljenost ovih dviju tocaka dana je s

d(A1,Ay) = xP — XY, (25)
ako Zelimo sacuvati orijentaciju, ili uzmemo tu vrijednost po apsolutnoj vrijednosti, ako
nam je vazan samo iznos. Dakle (25) je zapravo (24).

Teorem 9. TeZiste jednodimenzionalnog tetraedra A1A, s vrhovimau A, (x(ll)), Az(xgz))
dano je s
n 2
X +x
Ty (%) : (26)

Uputa za dokaz. Prisjetimo se da je koordinata teZiSta (poloviSta) duZine jednaka arit-
metic¢koj sredini koordinata njezinih krajeva.

ViSedimenzionalni tetraedar i njegova tri svojstva

Sada ¢emo heuristicki iskazati tri teorema, koji su zapravo poopcenja iznesenih, a od-
nose se na n-dimenzionalni tetraedar. Dakle, to su tvorevine iz E", gdje je n > 3. Sva-
kako, iz ovih teorema mogu se dobiti sve spomenute ako izvr§imo specijalizacije za n =
1,2,3.

Napomena 7. Intuitivno znamo §to bi sada znacio uvjet nedegeneriranosti za sustav
od n+ 1 tocke (nikoje dvije nisu identi¢ne i nikoje tri ne leZe na istom pravcu i nikoje
Cetiri toCke ne leZe u istoj ravnini,. . ., i nikoje n + 1 tocke ne leze u n-dimenzionalnoj
ravnini), pa ga neéemo strogo definirati, jer ionako izloZene teoreme ne dokazujemo.

Teorem 10. Tocka T(,) unutar n-dimenzionalnog tetraedra Ciji su vrhovi u tockama
A1, Ay, ... Ay, gdje su ispunjeni uvjeti nedegeneriranosti, je njegovo teZiste onda i sa-
mo onda kada je produkt udaljenosti te tocke od “strana” n-dimenzionalnog tetraedra
maksimalan, dakle vrijedi

1
n+1

n+1
(x1x2 .- ~xn+1)max = < ) hihy .. gy (27)

Teorem 11. U n-dimenzionalnom euklidskom prostoru E" postavljen je Kartezijev
pravokutni koordinatni sustav O(x1,xa, . ..,x,). Dana je n+ 1 tocka
Al(x(ll)vxgl)v s 7x£zl))7A2(x§2)7x(22)7 s 7x:(12))7 cee 7An+l(x(ln+l)7x(2n+l)7 s 7x1(1n+1))7
gdje su ispunjeni uvjeti nedegeneriranosti. Te tocke odreduju n-dimenzionalni tetraedar,
T\T, ... T,y Ciji se volumen naziva volumen n-dimenzionalnog desnoorijentiranog tet-
raedra. Njegov volumen je dan pomocu determinante (n + 1)-og reda

1 x(ll) xgl) xﬁll)
(2) (2) ()
1|1 x X5 R
Vo=l T . 28)
R AR R C O BRUPRN G
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Teorem 12. TeZiste nedegeneriranog n-dimenzionalnog tetraedra T\T; ... T,+1 dano
jes

(1) (2)

- (xgl)—l—x(lz)—i—...—i—xﬁnﬂ) X +x 4+
(n)

n+1

e P

x(2n+1) xﬁll)+xr(12)+---+x51n+l)
n+1 ’

(29)
ako su vrhovi u tockama

Al(x(ll),xgl), . x<l)),A2(x§2),x(22>, . x(z)), . ,AnH(x(lnH),x(an), ..

rYn ’7'n

x(rHrl))7

L X,
a one se nalaze u n-dimenzionalnom euklidskom prostoru E", gdje je postavljen Karte-
Zijev pravokumi koordinatni sustav O(x1,X2, ..., %,).

Napomena 8. MoZemo reci, da je svrha ovoga ¢lanka da prezentira heuristiku (grc.,
znanost o0 metodama istraZivanja novih spoznaja) ili ars inveniendi (lat., umijece naslu-
¢ivanja), koja ima veliku vaZznost u matematici, ali i u drugim naukama. Svakako, da te-
oremi (tvrdnje) u matematici dobiveni heuristickom metodom moraju biti potvrdeni jo$
1 strogim teorijskim dokazom, koji direktno ili indirektno slijedi iz postavljenih aksioma
za konkretnu matematicku granu.

Medutim, zakoni u drugim naukama, osim u nekin granama fizike, se prihvacaju pra-
vovaljanima nakon kona¢nog broja empirijakih provjera. Tako npr. klasicna mehanika ili
Newtonova mehanika je izgradena na tri aksioma, a ako se njima doda jo$ op¢i zakon gra-
vitacije, dobivamo mogucénost izgradnje mehanike neba, a njezinom primjenom mozemo
npr. precizno opisati staze prirodnih i umjetnih satelita. Recimo i to da uspostava klasi¢ne
mehanike ne bi bila mogucda, da se uvazavalo Aristotelovo tumacenje uzroka gibanja.

Takoder u fizici postoje zakoni, koji nisu proizasli iz aksiomatske postavke, a smatraju
se valjanim jer su potvrdeni na bazi velikog broja pokusa. Taj princip potvrdivanja nekog
svojstva ili pojave prihvada se i u drugim naukama, ako te slutnje potvrdi veliki broj po-
kusa, jer druge metode i ne postoje.
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