ZANIMLJIVOSTI

65. Medunarodna matematicka olimpijada 2024. g.

Medunarodna matematicka olimpijada je ove godine

I M 0 202 4 odrzana u Ujedinjenom Kraljevstvu u Bathu od 11. do 22.

: srpnja. Nasu ekipu su predstavljali: Fabijan Cikac (2.1.),

et o mpiad  Adrian Grbac Lackovié (4. 1.), David Lang (4. 1.), Emil

Missoni (2. 1.), Kristijan Simovi¢ (2. 1.) i Jurica Spoljar

(3.1.) sviiz XV. gimnazije u Zagrebu. Voditelj nase ekipe je bio Ivan Novak, a voda puta
Lukas Novak.

Clanovi hrvatske ekipe i njihovi voditelji.

Dok je voditelj ekipe otputovao 11. srpnja, u€enici su krenuli 14. srpnja u jutarnjim sati-
ma iz zracne luke Franjo Tudman. Organizatori natjecanja su nas docekali na Heathrowu
u Londonu te nas uputili organiziranim autobusom za Bath. Nakon dva dana natjecanja
imali smo puno prilika i slobodnog vremena za izlete i druZenje s ostalim natjecateljima.
Izbor izleta je bio dosta velik: Stenja po Londonu, razgledavanje Stonehenga, Bletchley
Parka ili Sveucilista Oxford. NaZalost samo smo mogli odabrati dvije opcije od svih iz-
leta. Nasa ekipa se odlucila za Stonehenge i Betchley Park. Glavno mjesto za druzenje s
ostalim sudionicima natjecanja je bio tzv. “XTX Hub” kojeg su organizatori i sponzori iz-
vrsno opremili za druZenje u raznim druStvenim igrama, video igrama te drugim razno-
raznim aktivnostima poput kvizova, te¢aja origamija, gledanja filmova i karaoka. Za ljubi-
telje sporta takoder je bila mogucénost koriStenja sportske drvorane u sklopu kampusa gdje
smo mogli igrati nogomet, kosarku, badminton i stolni tenis, a takoder smo se mogli oku-
Sati u plivanju u (50 m dugackom) olimpijskom bazenu.

Konacno je dosao zadnji dan olimpijade kada su bili objavljeni rezultati i podjelile na-
grade. Hrvatska ekipa je zauzela sveukupno 35. mjesto, izmedu 108 drZava, a pojedinac-
no smo osvojili tri srebra (Fabijan Cika¢, David Lang i Kristijan Simovi¢), dvije bronce
(Adrian Grbac Lackovi¢ i Jurica Spoljar) te jednu pohvalu (Emil Missoni).

Veselimo se iducoj olimpijadi koja ¢e se odrzati u dalekoj Australiji u Sunshine Coastu
sredinom srpnja i nadamo se jo§ boljim rezultatima.
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Bodovi hrvatskih uc¢enika na 65. IMO:

natjecatelj ‘ P1 ‘ P2 ‘ P3 ‘ P4 ‘ Ps ‘ P6 ‘ ukupno ‘ osvojeno
E. Cikac 7 2 0 7 7 0 23 srebrna
D. Lang 6 1 0 7 7 1 22 srebrna
K. Simovi¢ 70121010751 22 srebrna
A. Grbac Lackovi¢ | 6 3 0 7 0 1 17 bronc¢ana
J. Spoljar 7 2 0 7 1 0 17 broncana
E. Missoni 7 1 0 7 0 0 15 pohvala
ekipni rezultat | 40 | 11| 0 |42 ] 20| 3 | 116 |
Zadatci

Prvi dan, utorak, 16. srpnja 2024.

Zadatak 1. Odredi sve realne brojeve ¢ takve da za svaki prirodan broj n vrijedi da
je cijeli broj
lae] + [2a] + ...+ |na]
viSekratnik broja n. (Sa |z] oznaavamo najvedi cijeli broj koji nije veéi od z. Na primjer,
|-m|=-41 (2] =129]=2)

Zadatak 2. Odredi sve parove (a, b) prirodnih brojeva za koje postoje prirodni brojevi
g i N takvi da vrijedi
ged(a" 4+ b,b"+a)=g
za sve cijele brojeve n > N. (Sa ged(x,y) oznacavamo najvedi zajednicki djelitelj cijelih
brojeva x i y.)

Zadatak 3. Neka je a;, as, as, . .. beskonacan niz prirodnih brojeva, i neka je N priro-
dan broj. Pretpostavimo da za svaki n > N vrijedi da se broj a,—; pojavljuje to¢no a, pu-
tanalisti aj,ay,...,a,—1. DokaZi da barem jedan od nizova ay,as,as, ... 1 az,as, ae, . . .
postaje periodican.

(Za beskonacan niz by, by, b3, ... kazemo da postaje periodican ako postoje prirodni
brojevi p i M takvi da je by, = b,, za sve m > M.)

Drugi dan, srijeda, 17. srpnja 2024.

Zadatak 4. Neka je ABC trokut u kojem vrijedi |AB| < |AC| < |BC|. Ozna¢imo
srediSte upisane kruZznice i upisanu kruZnicu od ABC redom s I i . Neka je X tocka
na pravcu BC razlicita od C takva da je pravac kroz X paralelan s AC tangenta na @.
Sli¢no, neka je Y tocka na pravcu BC razlicita od B takva da je pravac kroz Y paralelan
s AB tangenta na w. Pravac Al sijece opisanu kruZnicu od ABC u toc¢ki P # A. Neka
su K i L redom poloviita duZina AC i AB. DokaZi da vrijedi JKIL + JYPX = 180°.
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Zadatak 5. Puz Turbo igra igru na ploci s 2024 redaka i 2023 stupca. U 2022 polja
ploce nalazi se cudoviste. Na pocetku, Turbo ne zna gdje su cudovista, ali zna da posto-
ji toéno jedno ¢udoviste u svakom retku osim prvog i zadnjeg te da svaki stupac sadrzi
najviSe jedno cudoviste.

Turbo zatim ¢ini niz pokuSaja da dode iz prvog retka u posljednji redak. U svakom a
zatim se redom pomice u bilo koje susjedno polje koje ima zajednicku stranicu s poljem
na kojem se trenutno nalazi. (Dozvoljeno je da se vrati u polje koje je veé ranije posje-
tio.) Ako dode u polje u kojem se nalazi CudoviSte, njegov pokusaj zavrSava i vraca se u
prvi redak da zapo¢ne novi pokusaj. CudovisSta se ne micu i Turbo za svako polje koje je
posjetio pamti sadrZi li ¢udviSte ili ne. Ako Turbo dode u bilo koje polje u zadnjem retku,
igra je gotova.

Odredi najmanju vrijednost broja n za koju Turbo ima strategiju koja garantira da ¢e
u n ili manje pokusaja doéi do zadnjeg retka, bez obzira kako su ¢udovista rasporedena.

Zadatak 6. Neka je QQ skup svih racionalnih brojeva. Funkcija f : Q — Q je dobra
ako vrijedi sljedece: za sve x, y € Q,
Ja+fO)=fx)+y, il fFE)+y=x+f()
DokaZi da postoji cijeli broj ¢ takav da za svaku dobru funkciju f postoji najviSe ¢ raz-
licitih racionalnih brojeva koji se mogu zapisati kao f (r)+f (—r) za neki racionalan broj
r, 1 odredi najmnaju mogucu vrijednost od c.

Vrijeme rjeSavanja svakog dana: 4 sata i 30 minuta.
Svaki zadatak vrijedi 7 bodova.

Na izletu.

Lukas Novak
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Broj u zagradi je broj natjecatelja kada je on manji od 6.
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