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ABSTRACT

We investigate the application of the Cahn-Hilliard (CH)
equation for digital image inpainting, focusing on various
choices of nonlinear potential, including the double well
potential and classifiers based on shock filters. These po-
tentials are crucial in shaping the inpainting results, and
their selection depends on the characteristics of specific
images and the desired properties of reconstruction. Ad-
ditionally, we present a numerical scheme based on the
principle of convexity splitting, and we demonstrate the
results of inpainting simple binary shapes. Throughout the
text, we emphasize the fundamental features of the Cahn-
Hilliard equation to enable a better understanding of the
role of partial differential equations in image processing.
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1 Uvod

Problem uslikavanja potjece iz potrebe za restauracijom
umjetnickih slika, gdje su muzejski restauratori ru¢no ob-
navljali slike koje su pretrpjele ostecenja. Potreba za obra-
dom slika prirodno se proSirila od umjetnickih slika, preko
fotografije i filma, do digitalnih slika s pojavom racunala.
Nepoznate ili oSteene regije slike nazivamo domenom us-
likavanja.

Za sliku f, definiranu na domeni slike Q C R2, cilj je re-
konstruirati sliku na domeni uslikavanja (dio koji je oStecen)
o C Q tako da se dobivena rekonstrukcija prirodno uklapa
u ostatak slike (tj. da se prirodno prosire karakteristike slike
unutar domene uslikavanja).

Inspirirani tehnikama ru¢nog uslikavanja, Bertalmio i su-
radnici [2] bili su medu prvima koji su uveli neizotropnu
parcijalnu diferencijalnu jednadZzbu (PDJ) koja iz okoline
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nje binarnih slika

SAZETAK

IstraZujemo primjenu Cahn-Hilliardove (CH) jednadZbe
za potrebe uslikavanja digitalnih slika, fokusirajuéi se na
razli¢ite izbore nelinearnog potencijala, ukljuujuéi potenci-
jal dvostruke jame i klasifikatore temeljene na 3ok filteru.
Ovi potencijali su klju¢ni u oblikovanju rezultata uslikava-
nja, a njihov odabir ovisi o karakteristikama specifi¢nih slika
i Zeljenim svojstvima rekonstrukcije. Takoder, predstav-
ljamo numeri¢ku shemu zasnovanu na principu cijepanja
po konveksnosti, te prikazujemo rezultate uslikavanja jed-
nostavnih binarnih oblika. Kroz tekst stavljamo naglasak
na osnovne karakteristike Cahn-Hilliardove jednadZbe kako
bismo omogudili bolje razumijevanje uloge parcijalnih dife-
rencijalnih jednadZbi u obradi slika.

Kljuéne rije¢i: Cahn-Hilliardova jednadZba, uslikavanje
digitalnih slika, numeri¢ke metode, obrada slike

domene uslikavanja Q \ ® glatko prenosi informacije u
smjeru izofota (krivulja konstantnog intenziteta sive) unutar
domene uslikavanja . Napomenimo da je neizotropna difu-
zija u ovom slucaju poZeljan izbor zato §to osigurava ostrinu
rekonstruirane slike. Preciznije, razmatrali su sljedecu jed-
nadZbu:

u; = V+u-VAuna o, @))]
u= f(x)naQ\ o, 2

gdje je okomiti gradijent VX u = (—uy,u,) smjer najmanje
promjene intenziteta slike, a Laplacian Au je mjera glatkoce
slike. Bududi da izofote ovise o geometriji domene uslikav-
nja i ne smiju se presjeéi u konacnom vremenu, nuzno je
ovaj proces ispreplesti s jednadZbom u kojoj postoje difu-
zijski efekti [33]].

Opcenito, uslikavanje digitalnih slika moZe se podijeliti
u dvije skupine: strukturno orijentirane metode i metode
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temeljene na teksturi. Obje skupine imaju bogatu teorijsku
i prakti¢nu pozadinu [22] 36} 37]]. U ovom radu bavit ¢emo
se strukturno orijentiranim uslikavanjem binarnih slika, $to
podrazumijeva obnovu rubova i jednoliko obojenih dijelova
slike (bez teksture), za koje su posebno prikladni pristupi
temeljeni na PDJ.

Prije skoro dva desetljeCa Bertozzi i suradnici [4) 5] su
predloZili modificiranu Cahn—Hilliardovu jednadZbu kao
model za uslikavanje visokokontrastnih ili binarnih slika
koji znacajno pojednostavljuje prethodno koristene metode
(primjerice Esedoglu—Shenov model [23]]).

2 Cahn-Hilliardova jednadzba

Cahn-Hilliardova (takoder CH u nastavku) jednadZba je
makroskopski model polja koji opisuje razdvajanje faza
[34]] binarne legure pri fiksnoj temperaturi. Stovise, CH
jednadzba se koristi u biologiji [25], modeliranju tokova flu-
ida [130} 29], a posebno u obradi slika [7, 8} [10L [11} {12} 31]].
Neka je f: Q@ C R? — {—1,1} dana binarna slika. Interpo-
lacijau : (0,7) x Q — {—1,1} originalne slike f dobiva se
kao rjesenje modificirane CH jednadzbe:

up = A(VH' (u) — pAu) + Mx)(f —u), na (0,T)x &, (3)
u,_o=f(x), @)

zajedno s odgovarajuéim rubnim uvjetima koje ¢emo kas-
nije precizirati. Konstante u,v > 0 ovise o konkretnoj si-
tuaciji, a za neki veliki A9 > 0, izraz vjernosti A : Q — R
definiran je na sljede¢i nacin:

Ax) = {ko, akox € Q\ o, )

0, akox € m.

U posebnom slu¢aju kada H (u) = %(1 —u?)? (naziva se po-
tencijal dvostruke jame) i A = 0, jednadzba (3] svodi se na
dobro poznatu CH jednadzbu [[13]]. Izraz vjernosti osigurava
da rezultirajuca slika u ne odstupa znacajno od originalne
slike f izvan domene uslikavanja. Opisno govoreéi, za ve-
like Ag izraz A(X)(u — f) ne smije biti velik zato $to se u
protivnom ne moze kontrolirati ostatkom jednadzbe. Stoga,
za velike Ag, slika u mora ostati bliska originalnoj slici na
Q\ o (bududi da je tada umnoZak Ao (u — f) umjeren i, grubo
govore¢i, moZe se kontrolirati s u, — A (VH' (u) — uAu)). Us-
put napominjemo da je to takoder razlog zasto rubni uvjeti
za (B)) nisu od presudne vaZnosti i utjecat ée samo u vrlo
maloj okolini ruba domene slike (pretpostavljajuéi da je
domena uslikavanja daleko od ruba domene slike).

3 Izbor nelinearnog potencijala H

U ranim istraZivanjima, promatrao se funkcional H (u) koji
predstavlja nelinearni potencijal s dvije jame koje odgova-
raju vrijednostima u = —1 i u = 1. U kontekstu uslikavanja
binarnih slika, vrijednosti # = 1 i ¥ = —1 mogu oznacavati
bijele i crne piksele, respektivno. Ukratko, buduéi da H
usmjerava intenzitete piksela prema jednoj od ovih jama,
moglo bi se, posudujuéi terminologiju iz strojnog ucenja,
smatrati da H djeluje kao klasifikator. Tijekom posljednjih
deset godina, potraga za fizi¢ki smislenim potencijalom H
bila je opsezna. Pocetna motivacija za to nastala je zbog
¢injenice da rjeSenja CH jednadzbe s potencijalom dvos-
truke jame ne ostaju unutar intervala [—1,1]. U mnogim
primjenama to naruSava zakone fizike koji upravljaju sus-
tavom; medutim, s racunalnog stajaliSta, ovaj problem se
moZze rijesiti tehnikom uvodenja praga. Pri tome redefi-
niramo bilo koje vrijednosti # > 1 kao u = 1 i bilo koje
vrijednosti u < —1 kao u = —1. Na primjer, ovaj pristup
moze se naci u istrazivanjima Cherfils et al. [16L[17], gdje se
u zavr$nim koracima numericka shema ispreplece s pragom.

Druga moguénost je koriStenje logaritamskog potencijala
[18L19]:

0

Hiog (1) =3 ((14+u)log(14+u)+ (1 —u)log(1—u))+
0.

+(1-u), ©)

2
gdje su 0 < 8 < O, konstante. Singularnost H;, »g (1) dodatno
namedce uvjet omedenosti rjeSenja u € (—1,1). U usporedbi
s polinomijalnim potencijalima, primjenom logaritamskog
potencijala na digitalnim slikama mogu se ostvariti bolji
rezultati uslikavanja te konstruirati numericke sheme koje
brze konvergiraju [16].

Nedavno je razmatrana verzija CH jednadzbe koja ko-
risti kvadratni potencijal [7, 26]. Preciznije, ovaj pris-
tup ukljucuje koriStenje potencijala definiranog na sljedeci
nacin:

1

Hquad(u) = \II(M) + 5(1 - M)Za

W) = I () = {0’ ko e =11 @
+oo, 1nace,

gdje s Iy ;) oznacavamo indikatorsku funkciju koja uzima
vrijednost 0 ako je u unutar intervala [—1, 1], a e ako nije.
U [7]], autori su koristili metodu konac¢nih elemenata za pro-
bleme uslikavanja digitalnih slika i pokazali da se s ovakvim
(jednostavnijim) potencijalom mogu dobiti zadovoljavajuéi
rezultati uslikavanja.
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4 Numericka rjeSenja temeljena na pristupu
cijepanja po konveksnosti

S obzirom na Siroku primjenjivost, ali i numericke izazove
koje predstavlja CH jednadzba, do sada je razvijen Citav
arsenal numerickih metoda [6l 7, [15]. Ovdje ¢emo se po-
svetiti pristupu cijepanja po konveksnosti Cije je temelje
postavio Eyre [24], a kasnije i drugi istrazivaci [15} 127, 28]].
Naime, neka je H Hilbertov prostor i E = E| — E; ener-
gija takva da se moze pisati kao razlika dviju konveksnih
energija E| 1 E;. Tada diskretizacija

—Uu
= VB (") = VB (u"), ®)
gradijentnog toka
up = =V 40E(u), ©)

zadovoljava svojstvo energetske stabilnosti E(u"*!) <
E(u") (vidi [1] za detalje oko izvoda bezuvjetno stabilnih
shema prvog i drugog reda). CH jednadZba se izvodi kao
H~! gradijentni tok Ginzburg-Landauove energije defini-
rane na sljedeci nacin:

Bl = [ [vAt )+ Sulvuto | ax. (10)

gdje u tipi¢no oznalava koncentraciju, H (u) je gustoca slo-
bodne energije Helmholtza, v i u su konstante koje utjecu
na debljinu tranzicijskog podrucja izmedu dviju faza. Napo-
minjemo da se Soboljev prostor H~!(U) definira kao dualni
prostor prostora H(% (U). Ovaj prostor ukljucuje sve nepre-
kidne linearne funkcionalne na H& (U), gdje U predstav-
lja odgovarajuci otvoreni podskup od R”. Prostor H(} (U)
sadrZi funkcije iz L?(U) &ije slabe deriacije takoder pripa-
daju L?(U), s dodatnim uvjetom da funkcije is¢ezavaju na
rubu skupa U u smislu tragova (za vise detalja iz funkci-
onalne analize Citatelja upucujemo na [9]]). Nadalje, ¢lan
s izrazom vjernosti moze se izvesti kao L? gradijentni tok
energije definirane s

Ez[u] = &

2
5 Q\m(f—u) dx. (11)

Uogimo da se modificirana CH jednadzba (3) ne moZe for-
malno definirati kao gradijentni tok.

Kako bismo numericki rijesili ovu jednadZzbu, koristimo
metodu cijepanja po konveksnosti. Postupak je sljedeci:
Zelimo podijeliti svaku od energija na konveksni i kon-
kavni dio kako bismo konstruirali poluimplicitnu numeri¢ku
shemu u kojoj se konveksni dio diskretizira implicitno,
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dok se konkavni dio diskretizira eksplicitno. Stoga, ako
zapiSemo energije na sljedeci nacin

Ey(u) = E11(u) — E12(u), (12)
Ex(u) = Eai (1) — Ex2(u), (13)
rezultiraju¢a shema cijepanja po konveksnosti je uvjetno
stabilna ako su sve energije E;j, i, j = 1,2 konveksne.

Da bismo postigli konveksnost energija, dodajemo i oduzi-
mamo isti izraz od E; i E>, te dobivamo:

Ell(u):/g(§|Vu|ZC;u|2> dx, (14)
Elg(u):/g(—lH(u)—i-C;Mz) dx, (15)
Ean (1) :/Q\m%|u|2dx, (16)
En(w = [ . <—7»0(f—'4)2+ CfluF) dx. (17)

Konstante C,C, > 0 trebaju biti dovoljno velike kako bi se
osiguralo da su energije Eq, i E> konveksne. OCcito, Eqq,
E»; su konveksne neovisno o Cj i Cy, a ako je 2Cy > Ag
tada je E»; konveksna. Primijetimo da u svrhu simulacija
uvijek moZemo pronaci dovoljno velik C; tako da je Ej2
konveksna. Konstantu € > 0 uvodimo tako da je y =€ i
v =¢~!, zato §to je pokazano da uv ~ 1 daje najprirodnije
rezultate uslikavanja.

Podjela definirana s (T4),(13).(16),(I7), daje sljedeéu

shemu za vremenski korak:

un+1 —u"

e =V (B )~ B ) -

— V2 (Ea (") — Exp (")), (18)

gdje n oznaCava vremenski korak, a dt veli¢inu koraka.
Umetanjem E;; u (I8)), dobivamo:

(14 Codt)u"™ ! + edt A2 — Cy dt Au™!

d
- EtAhs(u”) —Crdt A+ Adt (f — ) + (1 + Cadt )il

(19)

U daljnim ra¢unima pretpostavljamo da je Q digitalna slika
veli¢ine P x Q s Neumannovim rubnim uvjetom

Vu-n=V(Au)-n=0. (20)

Zbog znatajnog pojednostavljenja operatora A i A? u Fo-
urierovom prostoru, opisanog u nastavku, koristit ¢emo
Fourierovu pretvorbu za prostornu diskretizaciju (viSe deta-
lja o Fourierovoj pretvorbi se moZe pronaéi u 6. poglavlju
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[210]).
Inverzna diskretna Fourierova pretvorbu svakog elementa
up, definirana je kao
P—10-1 _ _

Z ’/"\kl e2mkp/P62mlq/Q7
k=0 =0

Upg = 21
s k, [ koji predstavljaju indekse u Fourierovom prostoru, a
iy, element matrice .

Diskretni Laplaceov operator koji djeluje na u,, dobiven
metodom konac¢nih razlika moze se zapisati kao

_ UprigFlp1g = 2pg

Upg+1 FUpg—1—2Upg
dx?

Aupg )2

(22)

Biramo prostorne korake dx = dy = 1 i, umetanjem u,,, iz
(21) u (22) i usporedujuéi izraze pod zbrojevima, dobivamo

Al = <82m'k/P+ef2m'k/P 0 mil/Q 4 2mil/Q 2) iy

= 2(cos(2mk/P) + cos(2nl / Q) — 2) tij

= Ky - . (23)

Pri ¢emu uvazavanjem Ky; = 2 (cos(2nk/P)+cos(2nl/Q)—2)),
istim postupkom za A? dobivamo

Azit\/d = Klgl Uy (24)

Sada, s ovim definicijama operatora A i A?, dobivamo jed-
nadzbu za vremensku evoluciju elemenata uy; zapisujuci
cijelu jednadzbu (19) u Fourierovom prostoru

(1 —|—C2dt)u/"\+lkl—|— Edthzlu/”\“kl —C dl‘K/dM?:lkl
_dt
e

+C2dt12;1k1+b?1k1.

Kt (g () ia — Cr it Kig @y -+ (Mt (F— "))

(25)
Konacno, preuredivanjem rezultira sljede¢om shemom:
M/nIlkl =

Wy + dt(é](kl (3 ("))t — CrKig - g + (M(F — "))y + Caty)
1+Cy+ €K} — C 1Ky .

(26)

Da bismo dobili u"*1, primijfgimo inverznu diskretnu Fo-
urierovu transformaciju na w*t!. Na kraju spomenimo da
za uslikavanje veéih regija ¢esto moramo implementirati
metodu u dva koraka. Prvo, zapocinjemo proces uslika-
vanja s ve¢im vrijednostima €, Sto rezultira povezivanjem
oblika s difuzno razmazanim rubovima. Drugi korak zatim
koristi rezultate prvog koraka i nastavlja s mnogo manjim
vrijednostima € kako bi se izoStrio rub nakon ponovnog
spajanja.

5 Rezultati

U ovom odjeljku predstavljamo rezultate uslikavanja binar-
nih slika koristenjem CH jednadzbe. Istrazujemo uslikava-
nje standardnih oblika kao Sto su pruge ili kriz. Takoder
pokazujemo mehanizam uslikavanja prikazujudi rezultate
uslikavanja nakon 100, 1000, 2000 vremenskih koraka.
Na kraju, dajemo primjere kako pojednostaviti i proSiriti
predloZenu metodu s ciljem smanjenja racunalne sloZenosti
i poboljsanja kvalitete uslikavanja. Sve su simulacije dobi-
vene koriStenjem programskog paketa Matlab, a izvedene
na standardnom stolnom racunalu. Radi jednostavnosti,
skalirali smo slike (u tonovima sive) tako da su intenziteti
u rasponu [—1,1]. Napominjemo da je indeks strukturne
slicnosti (SSIM) metoda za mjerenje sli¢nosti izmedu dviju
slika. SSIM je uveden kao poboljsanje tradicionalnih me-
toda poput PSNR (engl. peak signal-to-noise ratio) i MSE
(engl. mean squared error), koje ponekad ne odrazavaju per-
cipiranu vizualnu sli¢nost. SSIM indeks poprima vrijednost
izmedu -11 1, gdje 1 oznac¢ava maksimalnu sli¢nost izmedu
dvije slike.

(a) PocCetna slika f

(b) Rezultat uslikavanja s CH
jednadzbom

Slika 1: Rezultati uslikavanja slike paralelnih pruga.

Na Slici 1 vidimo rezultate djelovanja CH jednadzbe s po-
tencijalom dvostruke jame na standardnoj binarnoj slici
pruga. Sivo podrucje na slici 1(a) oznacava domenu us-
likavanja. Odabir parametara izvrSen je metodom iscrp-
nog pretrazivanja. Kao $to mozZemo vidjeti, ovaj pristup
uslikavanju prirodno nastavlja karakteristike slike unutar
podrucja uslikavanja s visokim SSIM-om 0.9701. Slika
1(b) je dobivena nakon 3000 vremenskih koraka. Koristili
smo dvoskalni pristup, pri ¢emu smo ukupni broja iteracija
i podijelili u i = iy + i, gdje se iteracije ip izvode s promi-
jenjenim parametrom €. Kao $to je prije spomenuto, ovo
je standardan pristup u uslikavanja veéih domena (vidi na
primjer [3]]). Po¢injemo s € = 100, a nakon 1500 iteracija
se priblizavamo ravnoteznom stanju. Zatim prelazimo na
manju vrijednost € = 1 te ¢inimo dodatnih 1500 vremenskih
koraka.
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(a) Pocetna slika f (b) Rezultat dobiven sa
100 iteracija

(c) Rezultat dobiven s (d) Rezultat dobiven s
1000 iteracija 2000 iteracija

Slika2: Mehanizam uslikavanja prikazan na slici paralelnih pruga.

Na Slici 2 moZemo vidjeti evoluciju procesa uslikavanja
dobivenu s ukupno 100, 1000 i 2000 vremenskih koraka. U
pocetku koristimo € = 100, a nakon Sto smo ucinili polo-
vicu od ukupnih vremenskih koraka, prelazimo na manju
vrijednost € = 2 te ¢inimo ostale vremenske koraka. Uocite
da je domena uslikavanja u ovom slucaju veca nego na Slici

1.

(b) Rezultat uslikavanja CH

(a) PocCetna slika f

Slika 3: Rezultati uslikavanja slike koja sadrZi bijeli kriZ.

Sljedeca testna slika sastoji se od bijelog kriza s oSte¢enim
podrucjem koje se nalazi u sredini slike. Odgovarajuci re-
zultati uslikavanja prikazani su na Slici 3 i u skladu su s
rezultatima iz literature (vidi na primjer Sliku 3.1 u [6] ili
Slike 11 2 u [4]). KoriSteni parametri je ista dvoskalna
tehnika kao i prije s € = 100 pa € = 1, a pripadni SSIM je
0.9608.

Iako su rezultati dobiveni CH jednadZzbom impresivni,
pazljivim promatranjem podrucja koja sadrZe crno-bijelo ili
bijelo-crno prijelaze na Slici 1(b) mogu se uociti difuzijski
efekti koji se ne pojavljuju na Slici 4(a) koja je rekonstru-
irana jednadZbom sa sljedec¢im klasifikatorom [32]

A
H(u) = () = Vi =5 |V, )

pri ¢emu je & > 0 konstanta. Ovaj klasifikator je baziran na

regulariziranoj verziji Sok filtera g = —sgn(Au)|Vu| kojeg
su uveli Rudin i Osher [35}38]].
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(b) Rezultat uslikavanja

(a) PocCetna slika f

Slika4: Rezultati uslikavanja dobiveni koristenjem (27).
Zavrsne slike su isprepletene s pragom.

Sli¢no, na slici 3(b) takoder moZemo uociti nedostatak
ostrih rubova crnih kvadrata koje bismo ocekivali u domeni
uslikavanja. Na slici 4(c) vidimo da predloZena jednadzba
oblikuje rubove i prirodno prosiruje znacajke slike. Kao i
prije, koriSten je dvoskalni pristup s € = 25, te € = 2.7 kroz
sveukupno 800 vremenskih koraka.

Motivirani konstrukcijom dokaza postojanja rjeSenja koji
pociva na tehnikama fiksne tocke [32], moZemo razmotriti
varijantu potencijala koji daje linearnu jednadzbu tako
da fiksiramo nelinearni dio (klasifikator) tako da ovisi samo
o pocetnoj slici. Preciznije, kada kaZzemo linearna varijanta
predloZene jednadZbe, mislimo na sljedece:

_ 1 Af _ _
ut—A(EWWﬂ SAu)—&—?u(f u). (28)

Prednost ovog pristupa je da se nelinearni dio (27) sada
prikazuje kao A(f). Stoga se moZe unaprijed izracunati i
odrzavati konstantnim tijekom evolucije u vremenu.

(b) Rezultati uslikavanja

(a) PocCetna slika f

Slika5: Rezultati uslikavanja dobiveni koristenjem line-
arne varijante modificirane CH (28).
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Pocetna vrijednost bila je € = 25, a nakon 2500 vremenskih
koraka mijenjamo je na € = 2.7. Ukupno je izvrSeno 8000
vremenskih koraka. Rezultirajuéa slika, slika 5(b), uspore-
diva je s onom dobivenom nelinearnom verzijom potenci-
jala i stoga bi se moglo tvrditi da ova metoda predstavlja
kompromis izmedu jednostavnosti racunanja i kvalitete us-
likavanja. Ocigledni nedostatak koriStenja linearnog poten-
cijala su difuzijski ucinci oko uglova kriza, ali to se moze
eliminirati uvodenjem praga. Ovaj pristup u dva koraka
standardan je u slikanju s Cahn-Hilliardovom jednadzbom
(vidi na primjer [7, [14]]). Za dobivanje vrijednosti praga
prikladna je Matlab funkcija graythresh.

6 Zakljucak

U ovom kratkom izlaganju Zeljeli smo prikazati osnovne
znacajke CH jednadZbe s primjenom na uslikavanju binar-
nih oblika. Kroz eksperimentalne rezultate demonstrirali
smo potencijal CH jednadZbe u obnovi rubova i jednoliko
obojene dijelove slike, ¢cime se prirodno nastavljaju karak-
teristike slike unutar domene uslikavanja. Stovise, pokazali
smo da modificirana CH jednadzba, primijenjena kroz dvo-
skalni pristup, omogucava efikasno uslikavanje podrucja s
minimalnim difuzijskim artefaktima. Ovaj rad otvara put
prema razumijevanju sloZenih mehanizama uslikavanja i
potice na razvoj naprednih algoritama za obradu digitalnih
slika.

6.1 Zahvale

Ovo istrazivanje je podrzano od strane Hrvatske zaklade
za znanost pod brojem projekta HRZZ-MOBODL-2023-
08-7617 1 IP-2022-10-7261 Analysis of Partial Differential
Equations and Shape Optimization (ADESO). Stalna adresa
A. N. je Sveuciliste u Zagrebu.
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