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ABSTRACT

We investigate the application of the Cahn-Hilliard (CH)
equation for digital image inpainting, focusing on various
choices of nonlinear potential, including the double well
potential and classifiers based on shock filters. These po-
tentials are crucial in shaping the inpainting results, and
their selection depends on the characteristics of specific
images and the desired properties of reconstruction. Ad-
ditionally, we present a numerical scheme based on the
principle of convexity splitting, and we demonstrate the
results of inpainting simple binary shapes. Throughout the
text, we emphasize the fundamental features of the Cahn-
Hilliard equation to enable a better understanding of the
role of partial differential equations in image processing.

Key words: Cahn-Hilliard equation, digital image inpain-
ting, numerical methods, image processing

MSC2010: 68U10, 65M06, 94A08, 35K55

Primjena Cahn-Hilliardove jednadžbe za uslikava-
nje binarnih slika

SAŽETAK

Istražujemo primjenu Cahn-Hilliardove (CH) jednadžbe
za potrebe uslikavanja digitalnih slika, fokusirajući se na
različite izbore nelinearnog potencijala, uključujući potenci-
jal dvostruke jame i klasifikatore temeljene na šok filteru.
Ovi potencijali su ključni u oblikovanju rezultata uslikava-
nja, a njihov odabir ovisi o karakteristikama specifičnih slika
i željenim svojstvima rekonstrukcije. Takod-er, predstav-
ljamo numeričku shemu zasnovanu na principu cijepanja
po konveksnosti, te prikazujemo rezultate uslikavanja jed-
nostavnih binarnih oblika. Kroz tekst stavljamo naglasak
na osnovne karakteristike Cahn-Hilliardove jednadžbe kako
bismo omogućili bolje razumijevanje uloge parcijalnih dife-
rencijalnih jednadžbi u obradi slika.

Ključne riječi: Cahn-Hilliardova jednadžba, uslikavanje
digitalnih slika, numeričke metode, obrada slike

1 Uvod

Problem uslikavanja potječe iz potrebe za restauracijom
umjetničkih slika, gdje su muzejski restauratori ručno ob-
navljali slike koje su pretrpjele oštećenja. Potreba za obra-
dom slika prirodno se proširila od umjetničkih slika, preko
fotografije i filma, do digitalnih slika s pojavom računala.
Nepoznate ili oštećene regije slike nazivamo domenom us-
likavanja.

Za sliku f , definiranu na domeni slike Ω ⊂ R2, cilj je re-
konstruirati sliku na domeni uslikavanja (dio koji je oštećen)
ω⊂Ω tako da se dobivena rekonstrukcija prirodno uklapa
u ostatak slike (tj. da se prirodno prošire karakteristike slike
unutar domene uslikavanja).

Inspirirani tehnikama ručnog uslikavanja, Bertalmio i su-
radnici [2] bili su med-u prvima koji su uveli neizotropnu
parcijalnu diferencijalnu jednadžbu (PDJ) koja iz okoline

domene uslikavanja Ω \ω glatko prenosi informacije u
smjeru izofota (krivulja konstantnog intenziteta sive) unutar
domene uslikavanja ω. Napomenimo da je neizotropna difu-
zija u ovom slučaju poželjan izbor zato što osigurava oštrinu
rekonstruirane slike. Preciznije, razmatrali su sljedeću jed-
nadžbu:

ut = ∇
⊥u ·∇∆u na ω, (1)

u = f (x) na Ω\ω, (2)

gdje je okomiti gradijent ∇⊥u = (−uy,ux) smjer najmanje
promjene intenziteta slike, a Laplacian ∆u je mjera glatkoće
slike. Budući da izofote ovise o geometriji domene uslikav-
nja i ne smiju se presjeći u konačnom vremenu, nužno je
ovaj proces ispreplesti s jednadžbom u kojoj postoje difu-
zijski efekti [33].

Općenito, uslikavanje digitalnih slika može se podijeliti
u dvije skupine: strukturno orijentirane metode i metode
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temeljene na teksturi. Obje skupine imaju bogatu teorijsku
i praktičnu pozadinu [22, 36, 37]. U ovom radu bavit ćemo
se strukturno orijentiranim uslikavanjem binarnih slika, što
podrazumijeva obnovu rubova i jednoliko obojenih dijelova
slike (bez teksture), za koje su posebno prikladni pristupi
temeljeni na PDJ.

Prije skoro dva desetljeća Bertozzi i suradnici [4, 5] su
predložili modificiranu Cahn–Hilliardovu jednadžbu kao
model za uslikavanje visokokontrastnih ili binarnih slika
koji značajno pojednostavljuje prethodno korištene metode
(primjerice Esedoglu–Shenov model [23]).

2 Cahn-Hilliardova jednadžba

Cahn-Hilliardova (takod-er CH u nastavku) jednadžba je
makroskopski model polja koji opisuje razdvajanje faza
[34] binarne legure pri fiksnoj temperaturi. Štoviše, CH
jednadžba se koristi u biologiji [25], modeliranju tokova flu-
ida [30, 29], a posebno u obradi slika [7, 8, 10, 11, 12, 31].
Neka je f : Ω⊂ R2→{−1,1} dana binarna slika. Interpo-
lacija u : (0,T )×Ω→{−1,1} originalne slike f dobiva se
kao rješenje modificirane CH jednadžbe:

ut = ∆
(
νH ′(u)−µ∆u

)
+λ(x)( f −u), na (0,T )×Ω, (3)

u
∣∣
t=0 = f (x), (4)

zajedno s odgovarajućim rubnim uvjetima koje ćemo kas-
nije precizirati. Konstante µ,ν > 0 ovise o konkretnoj si-
tuaciji, a za neki veliki λ0 > 0, izraz vjernosti λ : Ω→ R
definiran je na sljedeći način:

λ(x) =

{
λ0, ako x ∈Ω\ω,

0, ako x ∈ ω.
(5)

U posebnom slučaju kada H(u) = 1
2 (1−u2)2 (naziva se po-

tencijal dvostruke jame) i λ = 0, jednadžba (3) svodi se na
dobro poznatu CH jednadžbu [13]. Izraz vjernosti osigurava
da rezultirajuća slika u ne odstupa značajno od originalne
slike f izvan domene uslikavanja. Opisno govoreći, za ve-
like λ0 izraz λ(x)(u− f ) ne smije biti velik zato što se u
protivnom ne može kontrolirati ostatkom jednadžbe. Stoga,
za velike λ0, slika u mora ostati bliska originalnoj slici na
Ω\ω (budući da je tada umnožak λ0(u− f ) umjeren i, grubo
govoreći, može se kontrolirati s ut−∆(νH ′(u)−µ∆u)). Us-
put napominjemo da je to takod-er razlog zašto rubni uvjeti
za (3) nisu od presudne važnosti i utjecat će samo u vrlo
maloj okolini ruba domene slike (pretpostavljajući da je
domena uslikavanja daleko od ruba domene slike).

3 Izbor nelinearnog potencijala H

U ranim istraživanjima, promatrao se funkcional H(u) koji
predstavlja nelinearni potencijal s dvije jame koje odgova-
raju vrijednostima u =−1 i u = 1. U kontekstu uslikavanja
binarnih slika, vrijednosti u = 1 i u =−1 mogu označavati
bijele i crne piksele, respektivno. Ukratko, budući da H
usmjerava intenzitete piksela prema jednoj od ovih jama,
moglo bi se, posud-ujući terminologiju iz strojnog učenja,
smatrati da H djeluje kao klasifikator. Tijekom posljednjih
deset godina, potraga za fizički smislenim potencijalom H
bila je opsežna. Početna motivacija za to nastala je zbog
činjenice da rješenja CH jednadžbe s potencijalom dvos-
truke jame ne ostaju unutar intervala [−1,1]. U mnogim
primjenama to narušava zakone fizike koji upravljaju sus-
tavom; med-utim, s računalnog stajališta, ovaj problem se
može riješiti tehnikom uvod-enja praga. Pri tome redefi-
niramo bilo koje vrijednosti u > 1 kao u = 1 i bilo koje
vrijednosti u < −1 kao u = −1. Na primjer, ovaj pristup
može se naći u istraživanjima Cherfils et al. [16, 17], gdje se
u završnim koracima numerička shema isprepleće s pragom.

Druga mogućnost je korištenje logaritamskog potencijala
[18, 19]:

Hlog(u) =
θ

2
((1+u) log(1+u)+(1−u) log(1−u))+

+
θc

2
(1−u2), (6)

gdje su 0 < θ < θc konstante. Singularnost H ′log(u) dodatno
nameće uvjet omed-enosti rješenja u ∈ (−1,1). U usporedbi
s polinomijalnim potencijalima, primjenom logaritamskog
potencijala na digitalnim slikama mogu se ostvariti bolji
rezultati uslikavanja te konstruirati numeričke sheme koje
brže konvergiraju [16].

Nedavno je razmatrana verzija CH jednadžbe koja ko-
risti kvadratni potencijal [7, 26]. Preciznije, ovaj pris-
tup uključuje korištenje potencijala definiranog na sljedeći
način:

Hquad(u) = ψ(u)+
1
2
(1−u)2,

ψ(u) = I[−1,1](u) =

{
0, ako u ∈ [−1,1],
+∞, inače,

(7)

gdje s I[−1,1] označavamo indikatorsku funkciju koja uzima
vrijednost 0 ako je u unutar intervala [−1,1], a +∞ ako nije.
U [7], autori su koristili metodu konačnih elemenata za pro-
bleme uslikavanja digitalnih slika i pokazali da se s ovakvim
(jednostavnijim) potencijalom mogu dobiti zadovoljavajući
rezultati uslikavanja.
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4 Numerička rješenja temeljena na pristupu
cijepanja po konveksnosti

S obzirom na široku primjenjivost, ali i numeričke izazove
koje predstavlja CH jednadžba, do sada je razvijen čitav
arsenal numeričkih metoda [6, 7, 15]. Ovdje ćemo se po-
svetiti pristupu cijepanja po konveksnosti čije je temelje
postavio Eyre [24], a kasnije i drugi istraživači [15, 27, 28].
Naime, neka je H Hilbertov prostor i E = E1−E2 ener-
gija takva da se može pisati kao razlika dviju konveksnih
energija E1 i E2. Tada diskretizacija

un+1−un

dt
=−∇H E1(un+1)−∇H E2(un), (8)

gradijentnog toka

ut =−∇H E(u), (9)

zadovoljava svojstvo energetske stabilnosti E(un+1) ≤
E(un) (vidi [1] za detalje oko izvoda bezuvjetno stabilnih
shema prvog i drugog reda). CH jednadžba se izvodi kao
H−1 gradijentni tok Ginzburg-Landauove energije defini-
rane na sljedeći način:

E1[u] =
∫

Ω

[
νH(u(x))+

1
2

µ|∇u(x)|2
]

dx, (10)

gdje u tipično označava koncentraciju, H(u) je gustoća slo-
bodne energije Helmholtza, ν i µ su konstante koje utječu
na debljinu tranzicijskog područja izmed-u dviju faza. Napo-
minjemo da se Soboljev prostor H−1(U) definira kao dualni
prostor prostora H1

0 (U). Ovaj prostor uključuje sve nepre-
kidne linearne funkcionalne na H1

0 (U), gdje U predstav-
lja odgovarajući otvoreni podskup od Rn. Prostor H1

0 (U)

sadrži funkcije iz L2(U) čije slabe deriacije takod-er pripa-
daju L2(U), s dodatnim uvjetom da funkcije iščezavaju na
rubu skupa U u smislu tragova (za više detalja iz funkci-
onalne analize čitatelja upućujemo na [9]). Nadalje, član
s izrazom vjernosti može se izvesti kao L2 gradijentni tok
energije definirane s

E2[u] =
λ

2

∫
Ω\ω

( f −u)2 dx. (11)

Uočimo da se modificirana CH jednadžba (3) ne može for-
malno definirati kao gradijentni tok.

Kako bismo numerički riješili ovu jednadžbu, koristimo
metodu cijepanja po konveksnosti. Postupak je sljedeći:
želimo podijeliti svaku od energija na konveksni i kon-
kavni dio kako bismo konstruirali poluimplicitnu numeričku
shemu u kojoj se konveksni dio diskretizira implicitno,

dok se konkavni dio diskretizira eksplicitno. Stoga, ako
zapišemo energije na sljedeći način

E1(u) = E11(u)−E12(u), (12)

E2(u) = E21(u)−E22(u), (13)

rezultirajuća shema cijepanja po konveksnosti je uvjetno
stabilna ako su sve energije Ei j, i, j = 1,2 konveksne.

Da bismo postigli konveksnost energija, dodajemo i oduzi-
mamo isti izraz od E1 i E2, te dobivamo:

E11(u) =
∫

Ω

(
ε

2
|∇u|2 C1

2
|u|2
)

dx, (14)

E12(u) =
∫

Ω

(
−1

ε
H(u)+

C1

2
|u|2
)

dx, (15)

E21(u) =
∫

Ω\ω

C2

2
|u|2dx, (16)

E22(u) =
∫

Ω\ω

(
−λ0( f −u)2 +

C2

2
|u|2
)

dx. (17)

Konstante C1,C2 > 0 trebaju biti dovoljno velike kako bi se
osiguralo da su energije E12 i E22 konveksne. Očito, E11,
E21 su konveksne neovisno o C1 i C2, a ako je 2C2 > λ0
tada je E22 konveksna. Primijetimo da u svrhu simulacija
uvijek možemo pronaći dovoljno velik C1 tako da je E12
konveksna. Konstantu ε > 0 uvodimo tako da je µ = ε i
ν = ε−1, zato što je pokazano da µν≈ 1 daje najprirodnije
rezultate uslikavanja.

Podjela definirana s (14),(15),(16),(17), daje sljedeću
shemu za vremenski korak:

un+1−un

dt
=−∇H−1(E11(un+1)−E12(un))−

−∇L2(E21(un+1)−E22(un)), (18)

gdje n označava vremenski korak, a dt veličinu koraka.
Umetanjem Ei j u (18), dobivamo:

(1+C2dt)un+1 + εdt ∆
2un+1−C1 dt ∆un+1

=
dt
ε

∆hδ(u
n)−C1 dt ∆un +λdt ( f −un)+(1+C2dt)un.

(19)

U daljnim računima pretpostavljamo da je Ω digitalna slika
veličine P×Q s Neumannovim rubnim uvjetom

∇u ·n = ∇(∆u) ·n = 0. (20)

Zbog značajnog pojednostavljenja operatora ∆ i ∆2 u Fo-
urierovom prostoru, opisanog u nastavku, koristit ćemo
Fourierovu pretvorbu za prostornu diskretizaciju (više deta-
lja o Fourierovoj pretvorbi se može pronaći u 6. poglavlju
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[21]).
Inverzna diskretna Fourierova pretvorbu svakog elementa
upq definirana je kao

upq =
P−1

∑
k=0

Q−1

∑
l=0

ûkl e2πi k p/Pe2πi l q/Q, (21)

s k, l koji predstavljaju indekse u Fourierovom prostoru, a
ûkl element matrice û.
Diskretni Laplaceov operator koji djeluje na upq dobiven
metodom konačnih razlika može se zapisati kao

∆upq =
up+1,q +up−1,q−2upq

dx2 +
up,q+1 +up,q−1−2upq

dy2 .

(22)

Biramo prostorne korake dx = dy = 1 i, umetanjem upq iz
(21) u (22) i uspored-ujući izraze pod zbrojevima, dobivamo

∆ûkl =
(

e2πi k/P + e−2πi k/P−2+ e2πi l/Q + e−2πi l/Q−2
)

ûkl

= 2(cos(2πk/P)+ cos(2πl/Q)−2) ûkl

:= Kkl · ûkl . (23)

Pri čemu uvažavanjem Kkl = 2(cos(2πk/P)+cos(2πl/Q)−2)),
istim postupkom za ∆2 dobivamo

∆
2ûkl = K2

kl · ûkl . (24)

Sada, s ovim definicijama operatora ∆ i ∆2, dobivamo jed-
nadžbu za vremensku evoluciju elemenata ukl zapisujući
cijelu jednadžbu (19) u Fourierovom prostoru

(1+C2dt)ûn+1
kl + εdt K2

kl ûn+1
kl−C1 dt Kkl ûn+1

kl

=
dt
ε

Kkl (ĥδ(un))kl−C1 dt Kkl ûn
kl +(λdt ̂( f −un))kl

+C2 dt ûn
kl + ûn

kl . (25)

Konačno, preured-ivanjem (25) rezultira sljedećom shemom:

ûn+1
kl =

ûn
kl +dt(

1
ε

Kkl · (ĥδ(un))kl −C1Kkl · ûn
kl + ̂(λ( f −un))kl +C2ûn

kl)

1+C2 + εK2
kl −C1Kkl

.

(26)

Da bismo dobili un+1, primijenimo inverznu diskretnu Fo-
urierovu transformaciju na ûn+1. Na kraju spomenimo da
za uslikavanje većih regija često moramo implementirati
metodu u dva koraka. Prvo, započinjemo proces uslika-
vanja s većim vrijednostima ε, što rezultira povezivanjem
oblika s difuzno razmazanim rubovima. Drugi korak zatim
koristi rezultate prvog koraka i nastavlja s mnogo manjim
vrijednostima ε kako bi se izoštrio rub nakon ponovnog
spajanja.

5 Rezultati

U ovom odjeljku predstavljamo rezultate uslikavanja binar-
nih slika korištenjem CH jednadžbe. Istražujemo uslikava-
nje standardnih oblika kao što su pruge ili križ. Takod-er
pokazujemo mehanizam uslikavanja prikazujući rezultate
uslikavanja nakon 100, 1000, 2000 vremenskih koraka.
Na kraju, dajemo primjere kako pojednostaviti i proširiti
predloženu metodu s ciljem smanjenja računalne složenosti
i poboljšanja kvalitete uslikavanja. Sve su simulacije dobi-
vene korištenjem programskog paketa Matlab, a izvedene
na standardnom stolnom računalu. Radi jednostavnosti,
skalirali smo slike (u tonovima sive) tako da su intenziteti
u rasponu [−1,1]. Napominjemo da je indeks strukturne
sličnosti (SSIM) metoda za mjerenje sličnosti izmed-u dviju
slika. SSIM je uveden kao poboljšanje tradicionalnih me-
toda poput PSNR (engl. peak signal-to-noise ratio) i MSE
(engl. mean squared error), koje ponekad ne odražavaju per-
cipiranu vizualnu sličnost. SSIM indeks poprima vrijednost
izmed-u -1 i 1, gdje 1 označava maksimalnu sličnost izmed-u
dvije slike.

(a) Početna slika f (b) Rezultat uslikavanja s CH
jednadžbom

Slika 1: Rezultati uslikavanja slike paralelnih pruga.

Na Slici 1 vidimo rezultate djelovanja CH jednadžbe s po-
tencijalom dvostruke jame na standardnoj binarnoj slici
pruga. Sivo područje na slici 1(a) označava domenu us-
likavanja. Odabir parametara izvršen je metodom iscrp-
nog pretraživanja. Kao što možemo vidjeti, ovaj pristup
uslikavanju prirodno nastavlja karakteristike slike unutar
područja uslikavanja s visokim SSIM-om 0.9701. Slika
1(b) je dobivena nakon 3000 vremenskih koraka. Koristili
smo dvoskalni pristup, pri čemu smo ukupni broja iteracija
i podijelili u i = i1 + i2, gdje se iteracije i2 izvode s promi-
jenjenim parametrom ε. Kao što je prije spomenuto, ovo
je standardan pristup u uslikavanja većih domena (vidi na
primjer [3]). Počinjemo s ε = 100, a nakon 1500 iteracija
se približavamo ravnotežnom stanju. Zatim prelazimo na
manju vrijednost ε= 1 te činimo dodatnih 1500 vremenskih
koraka.
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(a) Početna slika f (b) Rezultat dobiven sa
100 iteracija

(c) Rezultat dobiven s
1000 iteracija

(d) Rezultat dobiven s
2000 iteracija

Slika 2: Mehanizam uslikavanja prikazan na slici paralelnih pruga.

Na Slici 2 možemo vidjeti evoluciju procesa uslikavanja
dobivenu s ukupno 100, 1000 i 2000 vremenskih koraka. U
početku koristimo ε = 100, a nakon što smo učinili polo-
vicu od ukupnih vremenskih koraka, prelazimo na manju
vrijednost ε = 2 te činimo ostale vremenske koraka. Uočite
da je domena uslikavanja u ovom slučaju veća nego na Slici
1.

(a) Početna slika f (b) Rezultat uslikavanja CH

Slika 3: Rezultati uslikavanja slike koja sadrži bijeli križ.

Sljedeća testna slika sastoji se od bijelog križa s oštećenim
područjem koje se nalazi u sredini slike. Odgovarajući re-
zultati uslikavanja prikazani su na Slici 3 i u skladu su s
rezultatima iz literature (vidi na primjer Sliku 3.1 u [6] ili
Slike 1 i 2 u [4]). Korišteni parametri je ista dvoskalna
tehnika kao i prije s ε = 100 pa ε = 1, a pripadni SSIM je
0.9608.

Iako su rezultati dobiveni CH jednadžbom impresivni,
pažljivim promatranjem područja koja sadrže crno-bijelo ili
bijelo-crno prijelaze na Slici 1(b) mogu se uočiti difuzijski
efekti koji se ne pojavljuju na Slici 4(a) koja je rekonstru-
irana jednadžbom sa sljedećim klasifikatorom [32]

H ′
δ
(u) = hδ(u) = ν

∆u
|∆u|+δ

|∇u|, (27)

pri čemu je δ > 0 konstanta. Ovaj klasifikator je baziran na
regulariziranoj verziji šok filtera h0 =−sgn(∆u)|∇u| kojeg
su uveli Rudin i Osher [35, 38].

(a) Početna slika f (b) Rezultat uslikavanja

Slika 4: Rezultati uslikavanja dobiveni korištenjem (27).
Završne slike su isprepletene s pragom.

Slično, na slici 3(b) takod-er možemo uočiti nedostatak
oštrih rubova crnih kvadrata koje bismo očekivali u domeni
uslikavanja. Na slici 4(c) vidimo da predložena jednadžba
oblikuje rubove i prirodno proširuje značajke slike. Kao i
prije, korišten je dvoskalni pristup s ε = 25, te ε = 2.7 kroz
sveukupno 800 vremenskih koraka.

Motivirani konstrukcijom dokaza postojanja rješenja koji
počiva na tehnikama fiksne točke [32], možemo razmotriti
varijantu potencijala (27) koji daje linearnu jednadžbu tako
da fiksiramo nelinearni dio (klasifikator) tako da ovisi samo
o početnoj slici. Preciznije, kada kažemo linearna varijanta
predložene jednadžbe, mislimo na sljedeće:

ut = ∆

(
1
ε

∆ f
|∆ f |+δ

|∇ f |− ε∆u
)
+λ( f −u). (28)

Prednost ovog pristupa je da se nelinearni dio (27) sada
prikazuje kao h( f ). Stoga se može unaprijed izračunati i
održavati konstantnim tijekom evolucije u vremenu.

(a) Početna slika f (b) Rezultati uslikavanja

Slika 5: Rezultati uslikavanja dobiveni korištenjem line-
arne varijante modificirane CH (28).
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Početna vrijednost bila je ε = 25, a nakon 2500 vremenskih
koraka mijenjamo je na ε = 2.7. Ukupno je izvršeno 8000
vremenskih koraka. Rezultirajuća slika, slika 5(b), uspore-
diva je s onom dobivenom nelinearnom verzijom potenci-
jala i stoga bi se moglo tvrditi da ova metoda predstavlja
kompromis izmed-u jednostavnosti računanja i kvalitete us-
likavanja. Očigledni nedostatak korištenja linearnog poten-
cijala su difuzijski učinci oko uglova križa, ali to se može
eliminirati uvod-enjem praga. Ovaj pristup u dva koraka
standardan je u slikanju s Cahn-Hilliardovom jednadžbom
(vidi na primjer [7, 14]). Za dobivanje vrijednosti praga
prikladna je Matlab funkcija graythresh.

6 Zaključak

U ovom kratkom izlaganju željeli smo prikazati osnovne
značajke CH jednadžbe s primjenom na uslikavanju binar-
nih oblika. Kroz eksperimentalne rezultate demonstrirali
smo potencijal CH jednadžbe u obnovi rubova i jednoliko
obojene dijelove slike, čime se prirodno nastavljaju karak-
teristike slike unutar domene uslikavanja. Štoviše, pokazali
smo da modificirana CH jednadžba, primijenjena kroz dvo-
skalni pristup, omogućava efikasno uslikavanje područja s
minimalnim difuzijskim artefaktima. Ovaj rad otvara put
prema razumijevanju složenih mehanizama uslikavanja i
potiče na razvoj naprednih algoritama za obradu digitalnih
slika.

6.1 Zahvale

Ovo istraživanje je podržano od strane Hrvatske zaklade
za znanost pod brojem projekta HRZZ-MOBODL-2023-
08-7617 i IP-2022-10-7261 Analysis of Partial Differential
Equations and Shape Optimization (ADESO). Stalna adresa
A. N. je Sveučilište u Zagrebu.
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Sveučilǐste u Zagrebu
Prirodoslovno-matematički fakultet
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