ZADATCI | RUESENJA

Redakcija, iz tehnickih razloga, daje ovo upo-
zorenje:

Krajnji rok za primanje rjeSenja iz ovog bro-
ja je 31. svibnja 2025. RjeSenja (i imena rjeSa-
vatelja) bit ée objavljena u br. 1/301.

Ujedno molimo da pripazite na upute rjesa-
vateljima koje su na str. 212.

A) Zadatci iz matematike I

4015. Nadi sve troznamenkaste prirodne bro-
jeve koji pri dijeljenju s 37 daju ostatak 2, a pri
dijeljenju s 11 ostatak 5.

4016. Dokazi da za svako x > 0 vrijedi ne-
jednakost

Va(x+1) +x(x—4)+1>0.
4017. Odredi sve realne brojeve b > 1 takve
da je
[logy, x| = [log, |x]]
za sve realne x > 1.

4018. Odredi i skiciraj skup S u kompleks-
noj ravnini ako je

z—1i T
S=4zel:0< <=
A
4019. Pokazi da je
ay +bix  ajx+ by Cl
ay+byx ayx+by o
az +b3x azx+by 3
a, by ¢
=(1 7x3) a by o
a3 by 3

4020. Pravokutnik je upisan u trokut sa stra-
nicama 10 cm, 17 cm i 21 cm, tako da dva nje-
gova vrha leZe na jednoj stranice trokuta. Od-
redi stranice pravokutnika ako je njegov opseg
22.5 cm.

4021. Dijagonale konveksnog cetverokuta
ABCD sijeku se u tocki O pod pravim kutom
tako da je |AO| = 8, |BO| = |CO| = 1 i
|[DO| = 7. ProduZeci stranica |[AB| i |CD| si-
jeku se u tocki M. Koliki je SAMD?

4022. Neka su a, b, ¢ duljine stranica tro-
kuta sa svojstvom da su za svaki prirodan broj
n, d*, b", " duljine stranica trokuta. DokaZi
da je trokut jednakokracan.

4023. Dan je paralelogram ABCD, E toc-
ka osnosimetricna tocki B u odnosu na pravac
AC i F sjeciSte pravaca AE i CD. Dokazi da
su trokuti ADF i CEF sukladni.

24024. Neka je x = sin18°. Dokazi da je
4x" +2x=1.

4025. Za kutove trokuta vrijedi o : 31y =

4 :2:1. Dokazi da za njihove stranice vrijedi
1 1 1
aThT

4026. Vrh C paralelograma ABCD spojen
je s polovi§tem L stranice AD. Na duZini LC
izabrane su tocke M i N tako da je BM para-
lelno s DN (tocka N je izmedu L i M). Od-
redi omjer povrSina mnogokuta ABMND i tro-
kuta CDN.

4027. Na stolu se nalazi a bijelih, b crnih
i ¢ crvenih kuglica. U jednom koraku moze se
izabrati dvije kuglice razlicitih boja i zamijeniti
ih s kuglicom trece boje. Na kraju ostane samo
jedna kuglica ¢ija boja ne ovisi o toku igre. Ka-
da se to moze dogoditi?

4028. Ako je p prost broj, dokaZzi
p—!'=p—1(mod1+4+2+...+p—1).

B) Zadatci iz fizike I

0S - 546. Staza koja od Bjelskog vodi na
vrh Kleka je duga 2.9 km. Izletnici su krenuli u
9:30 i na vrh su stigli u 11:05, ali su se u plani-
narskom domu, prije glavnog uspona, odmarali
15 minuta. Na vrhu su proveli 10 minuta. Sila-
zak im je bio lakS$i pa su se na Bjelsko vratili
ve¢ u 11:45. Koliko je puta prosjecna brzina si-
laska veca od prosjecne brzine uspinjanja?

OS - 547. Najhladniji planet u Suncevom
sustavu nije Neptun, najdalji od Sunca, nego
Uran. Prosjec¢na udaljenost Urana od Sunca iz-
nosi oko 2.871 milijardu kilometara, dok je Nep-
tunova oko 4.5 milijarde kilometara. Uran je u
proSlosti imao sudar s nekim velikim tijelom Sto
ga je “prevrnulo na bok”, os rotacije mu je na-
gnuta 98 stupnjeva u odnosu na putanju oko



Sunca. U tom je sudaru vjerojatno izgubio dio
svoje topline. Koliko dulje putuje Sunceva svje-
tlost do Neptuna nego do Urana? Brzina svje-
tlosti u vakuumu iznosi 299792458 m/s.

0S - 548. U utrci na 100 m je mjereno vrije-
me ubrzavanja trkaca koji krece iz niskog starta.
Izmjereno je da je on 2 s ubrzavao i nakon toga
je do cilja tr¢ao stalnom brzinom. Utrku je istr-
¢ao za 10.2 s. Koliku je brzinu postigao tijekom
ubrzavanja?

0S - 549. Etanol na 20°C ima gustocu
789 kg/m3. Kad ga se zagrije za 1 °C njegov
se obujam poveca za 1.1- 1073 pocetnog volu-
mena. Kolika ¢e biti gustoca pola litre etanola
pocetne temperature 20 °C ako ju se 2 minute
zagrijava grijaem snage 200 W? Specifi¢ni to-
plinski kapacitet etanola je 2400 J/kgK.

1861. Nuklearni fizicar mjeri aktivnost radi-
oaktivnog uzorka u razli¢itim trenucima. U pr-
voj (A) rundi mjerenja mjeri je to¢no u 8§ sati
ujutro (8:00:00 h) te zatim tocno u 9 sati ujutro
i za omjer tih aktivnosti dobiva vrijednost 1/3.
Ako drugu (B) rundu mjerenja zapocinje to¢no
u 10 sati ujutro, u kojem trenutku mora pono-
viti mjerenje da bi za omjer tih dviju aktivnosti
dobio vrijednost 1/6? Izrazite rezultat u obliku
sat:minuta:sekunda.

1862. Valjak polumjera 10 cm zarotiramo po-
¢etnom kutnom brzinom od 10 okretaja u se-
kundi te ga paZljivo spustimo na horizontalnu
podlogu. Cim ga postavimo na podlogu, pres-
tanemo ga pridrzavati. Zbog proklizavanja nje-
gova oboda po podlozi dinamicko trenje ée ga
translacijski ubrzavati te istovremeno rotacijski
usporavati sve dok obodna brzina ne postane jed-
naka translacijskoj brzini valjka. Uz pretpostav-
ku da nema trenja kortljanja, valjak se nakon to-
ga nastavlja gibati konstantnom brzinom, kotr-
ljajuci se bez proklizavanja. Izracunajte konac-
nu brzinu valjka ako je on:

a) Supalj, tako da je sva masa raspodijeljena
duz vrlo tankoga plasta zadanog polumjera;

b) pun i homogen.

1863. Na slici je prikazan strujni krug sas-
tavljen od otpornih Zica. Sve Zice imaju ista ot-
porna svojstva (otpornost i povrSinu popre¢nog
presjeka), a svi prikazani trokuti su jednakos-
trani¢ni. Ako je otpor najkraceg ravnog komada

zice 1 Q, koliki je ukupan otpor kruga izmedu
to¢aka A i B?

A

B

Uputa. Nemojte odmah napasti problem ra-
¢unom. Neke od Zica mogu se ukloniti iz price
pravilnim argumentom.

1864. Dva tockasta izvora svjetlosti udaljena
su 1 m. Kamo, duZ pravca na kojem leZe izvori,
treba postaviti konvergentnu le¢u Zarisne dulji-
ne 18 cm da bi im se slike nasle u istoj tocki?
Kolika je udaljenost obiju slika od lece? Kak-
va je priroda tih slika (realna, virtualna)? Gdje
se moze naci le¢a: na spojnici izvora (izmedu
njih), van njihove spojnice ili oboje? Gdje se
nalazi slika? Skicirajte relativne poloZaje izvo-
ra, lece i slike.

1865. U otvorenoj posudi od jedne litre na-
lazi se pola litre vode. Vodu pri atmosferskome
tlaku zagrijavamo do vrenja. U trenutku dosti-
zanja vreliSta (100 °C) posudu hermeticki zat-
varamo te je nastavljamo zagrijavati. Koliki ¢e
biti tlak u posudi nakon §to vodi prenesemo jo§
200 kJ topline? Zrak i vodenu paru smatrajte
idealnim plinovima. Pretpostavite da tlak ne ut-
jece na latentnu toplinu isparavanja. Atmosfers-
ki tlak je 10° Pa. Gustoca vode je 1000 kg/m?.
Latentna toplina ispravanja vode je 2260 kJ /kg.
Molarna masa vode je 18 g/mol.

1866. Kamen mase 0.5 kg privezan je za ko-
nop duljine 50 cm i rotira u vertikalnoj ravni-
ni brzinom stalnoga iznosa. Napetost konopa u
najnizoj tocki kruzne putanje je 45 N. Ako ko-
nop pukne u trenutku kad je brzina kamena us-
mjerena vertikalno uvis, do koje ¢e se visine
(mjereno od tocke odvajanja od konopa) dignu-
ti kamen? Koristi g = 10 m/s”.

(Zadatak osmislio Duje Dragan.)

1867. Cestica mase m, sudara se s miruju-
¢om Cesticom mase my,, pri ¢emu dolazi do re-
akcije nakon koje podrucje medudjelovanja na-
pustaju Cestice masa me i my (mg+my < me+
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mg). Odredi minimalnu potrebnu energiju Ces-
tice ‘a’ da bi reakcija bila moguca (tj. energiju
praga reakcije). Potreban je relativisticki racun.

* Kk

Primjenom dobivenog rjeSenja izracunaj ener-
gijske pragove sljedecih reakcija:
n+"Li — "H+ "He
n+"Li — *H + ®He
n+'Li — 3H + “He
n+"Li — *H + “He
n+"Li — 5H + *He
u kojoj neutron nalijee na mirujucu atomsku
jezgru "Li. lzrazi te energije u megaelektron-
voltima (MeV). Nuklearne mase u jedinicama
MeV/c? su:

m(n) =939.565 i m('Li) = 6533.833

te:
m('H) = 938.272;  m("He) = 6545.509
m(*H) = 1875.613; m(°He) = 5605.534
m(*H) = 2808.921; m(°He) = 4667.679
m(*H) = 3750.086;  m(*He) = 3727.379
m(°H) = 4689.852;  m(*He) = 2808.391

(Zadatak osmislio Duje Dragan.)

C) Rjesenja iz matematike I

3987. Nadi sve prirodne brojeve x i y takve
da je
2x+y=4 (mod 17)
5x —5y=9 (mod 17).
Rjesenje. 1z prve konguencije imamo
y=4—2x (mod 17)
i uvrStavanjem u drugu
Sx—35y=5x—5(4—2x)
=15%x—20=9 (mod 17)
= 15x=29=12 (mod 17)
Kako je m(17,3) =1 vrijedi
5x=4 (mod 17)
S5x=4—-34 (mod 17)
5x = —30 (mod 17).

190

Zbog m(5,17) = 1, opet imamo
x=—6 (mod 17)
x=11 (mod 17).
Jo§ je sad
y = —18 (mod 17)
y =16 (mod 17).
Provjera:
2x+y=2-11416=38=4 (mod 17)
Sx—=35y=5-11-5-16=25=9 (mod 17).

Duje Dodig (4),
Gimnazija Lucijana Vranjanina, Zagreb

3988. DokaZi da za svaki prirodni broj

n > 2 vrijedi
Vnl > /n.

Prvo rjeSenje. Dana nejednakost je ekviva-
lentna s (n!)?> > n". Uoimo da za svaki k,
1 < k < n vrijedi k(n+1—k) > n (jer kvad-
ratna funkcija f (k) = —k> + (n+ 1)k —n ima
razli¢ite nultocke k = 1 i k = n, a graf joj je
okrenut otvorom prema dolje).

Stoga vrijede nejednakosti:

1-n=n,
2(n—1) > n,
3(n—2) >n,

n-l=n

(medu njima barem jedna strogo vrijedi za n >
2). MnoZenjem ovih nejednakosti slijedi (n!)?
> n", a time i dana nejednakost.

Duje Dodig (4), Zagreb

Drugo rjesenje. Metodom matematicke in-

dukcije dokazat ¢emo ekvivalentnu jednakost
(n!)2 >n", za n>2.

Kako je (3!)? =36 > 27 = 3’ nejednakost
vrijedi za n = 3.

Pretpostavimo da ona vrijedi za neko n =
k>3, 4. (k)? > K i dokazimo da vrijedi i
zan=k+1.

| Matematicko-fizicki list, LXXV 3 (2024. - 2025.)



Iz pretpostavke slijedi
(k+ 1)1 = (k+1)*-k?
>k+1)72 K =k+1)? -k
1\K
>w+n?#40+z>
k1l
Tk

Druga nejednakost slijedi iz Eulerove nejedna-
kosti

(k+ D > (k4 1)

1\*
k>23>e> (H'E) .
Dakle, nejednakost vrijedi za n =k + 1.

Franka Horvat (2),
X. gimnazija “Ivan Supek”, Zagreb

3989. DokaZi da za prirodne brojeve a, b,
¢ vrijedi
3 3 3
b ¢ 1,2 2, 2
> — b .
= 2(a +b"+¢)

=4
b+c

+
c+a

Prvo rjesenje. Koristit ¢emo cesto primjenji-
vanu nejednakost: za pozitivne x, y, z i realne
brojeve a, b, c¢ vrijedi

ﬁ ﬁ é - (a+b+c)?
x oy oz x4+y+z
Sada je:
a’ n b n I
b+c c+a a+b
8 . » . A
“alb4c)  blc+a)  cla+b)
(a2 Ny cz)z
~ ab + ac + bc + ab + ac + be
(takoder iskoristimo poznatu nejednakost
A +bE+E > ab + ac + bc)
(@ +b* +*)?
7 2(a? + b2 + ¢2)

1
= E(a2 + b7+ ).

Jednakost se postize ako i samo ako je a = b =
c.

Duje Dodig (4), Zagreb

Drugo rjesenje. KoriStenjem nejednakosti iz-
medu aritmeticke i geometrijske sredine za dva

pozitivna broja imamo

2 2
1/ a +a(b+c) > a
2\b+c 4 b+c 4

2

b

a +a( +c)
b+c 4

Analogno dobivamo
b? b(c+a)

c+a 4

e cla+b)

a+b + 4
Zbrajanjem ove tri nejednakosti imamo

2 b2 C2

2

>a

>

a

b+c+c+a+a+b

a(b+c) . blc+a)  cla+b)
4 4 4

>a+b+

2 b2 C2

a+b

+

a
b+c

c+a

>d+ b+ — %(ab-ﬁ—bc—i—ca)A
(D
Bududi da vrijedi nejednakost
(@a=b)>+(b=c)+(c—a)
koja je ekvivalentna
ab + bc + ca < a2+b2+c2,
iz (1) slijedi tvrdnja.

2
=0,

Ur.
3990. DokaZi da za a, b, ¢, x € Ry \ {1}
iz jednakosti
2 -log, x = log, x + log, x
slijedi ¢* = (ac)"%?.
Rjesenje. Koristedi jednakost
log, b - log, x = log,, x,
polaznu jednakost piSemo:
log, x

2 =1lo

log, x
log, b ga X+ log, c

a
= 2-log,c=(1+log,c)-log,b
=log, b - (log, a + log, c)
=log, b - log,(ac)
log, = 10ga(ac)1°g“ b
— = (ac)log“b.
Duje Dodig (4), Zagreb
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3991. Odredi i u kompleksnoj ravnini skici-
raj skup

z—2—a

S:{ze(C T+ =

Va € C, |a] # l}.

Nadi one korijene jednadzbe S =-16 koji su
u skupu S.

RjeSenje. Najprije ¢emo po de Moivreovoj
formuli rijesiti jednadzbu z = ¥/—16. Dobije-
mo rjesenja

T . T
21 =V2(cos = +isin= ,

8 8
2 = <cos—+151
73 = <cos—+151
4 = <cos—+151
75 = <cos—+151
e
= 3o

CcOS —— +1s1n

157 1
z8 :ﬁ(cos%ﬂ—ism%).

Sada iz uvjeta zadatka

z—2—a
1—2a—za|
z7—2—a
1—(z—2a| ="

uvedimo supstituciju u = z — 2. Imamo

<|t—au /?

|u — a
lu—al* < |1 — aul?
(u—a)- (i —a)

< (1 —au)(1 — au)
u> — aii — au + |af?
<1 —au —au+ |a*|ul?

2 2, 12 2
|ul” — |a|"|u|” < 1 —|q|

(1= la])|ul* < 1 - |a*. (D

Razlikujemo dva moguca slucaja.
1° la| <1

Tada iz (1) imamo |u|*> < 1,tj. S = {z €
C : |z — 2] < 1}, §to predstavlja nutrinu zat-
vorenog kruga polumjera 1 i srediStem u tocki
(2,0). UoCimo da je zadovoljen i uvjet

l—ua#0 = u;é%

1 1 1
1, a |=| =
a| fal  la ~
sve tocke unutar kruznice k elementi su skupa
S.

jer je |u| < > 1. Znadi,

Presjek kruznica (x —2)° +y> =11 x> +
y = 2 su tocke A(f—1 4) i B(%’*g)'
Kako je

V7

5
— ¢ =27°53'8" > g — 22°30/,

go=

=<

vidimo da su u ovom slucaju z; i zg iz skupa S.
U ovom slucaju izabrani kompleksni broj a ¢
S.

2° Ja| > 1

Tada je opet iz (1) |u> > 1, $to predstavlja
vanjStinu zatvorenog kruga polumjera 1 i sredis-
tem u tocki (2,0). onovno vrijedi uvjet

l—ua#0 = u;é%

jerje lul >1,a




U ovom slucaju su z, 23, 24, 25, 26, 27 €
S,aa € Sili a € S (ako je izabran unutar
kruznice k).

Duje Dodig (4), Zagreb

3992. Dokazi da u pravilnom mnogokutu
ApA1Ay ... Az, vrijedi jednakost

[A0Ani1] — [AoAn—1] = |AoA1].

RjeSenje. Kako je
|AOA1| =2Rsino

|AoAy+1] =2Rsin(n + 1) i

|[ApA,—1| = 2R sin(n — 1),
(20 — sredisnji kut, R — polumjer opisane kru-
Znice) dana jednakost ekvivalentna je s
(D
U pravilnom poligonu s 3n stranica je 3no =
7, pa je

sin(n + 1)o — sin(n — 1)or = sin o.

a T
COSnQ = Ccos = = =.
32

Primjenom adicijske formule za razliku sinusa
dobivamo

sin(n+ 1)a — sin(n — 1)«
= sinna - cos & + cosna - sin
— (sinna - cos o — cos not - sin o)

= 2cosno - sino
1 . .
=2.—.sin = sin«
2 7

tj. (1) vrijedi.
Duje Dodig (4), Zagreb
3993. Tocka K je poloviste stranice AD pra-

vokutnika ABCD. Odredi kut izmedu duZine BK
i dijagonale AC ako je |AD| : |AB| = /2.

Rjesenje. Stavimo li |AB| = a, |AD| =

av'2.

Iz sliénosti AABM i AOKM (KO||AB) ima-
mo:

KO| : |AB| = |KM| : |MB]|
1:2=|KM|: |MB|
IKM| = 2 mB
2
\KM| + |MB| = |BK|
IMB| = 2 |BK
KO| : |AB| = |OM| : |AM|
1:2=|0oM|: |AM|
|AM| =2 - |OM|
|AM] + [MO| = |40]
2
jAM| = lA0).

Prema Pitagorinu poucku je:

|BK| = {/a® + (M)Q = Ve

2 2

40| = % @+ (aV/2)? = §a.
Sada je

AM]| = T3a i 1BM| = ?a.

Na koncu iz kosinusovog poucka za trokut ABM
je:
|AM|? + |BM|? — &

cos P =

2|AM| - [BM|
1 2
§a2+§a2—a2 R
=2 3 0 = ¢=90°.
V3 6 ¢
2rgaza

Duje Dodig (4), Zagreb
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3994. Dan je trokut ABC. Na produZenju  naki kutovi uz vrh B i prema uvjetu zadatka je
stranica AB, CB i teZiSnice MB preko tocke  |BK| = 3|AB| i |BL| = 5|CB].
B dane su tocke K, L, N tako da je |BK| :

|AB| =3, |BL|: |CB| =5 i |BN|: |MB| = 4. M
Koliki je omjer povrsina trokuta ABC i KLM ? X
Lo o TP o A . B A
Prvo rjesenje. X = AB, y = AC . Neka je
X = ai’+ b,
G4 dr
y=ci+dj N
Tada je
. e 7k
Paspe = 5¥ x5 =5 lla b 0
c d 0
= l|aaf — bel,
2 L
C
v Kako je povrsina trokuta jednaka umnosku dvi-
M A W X ju stranica i kuta medu njima to je
X
1 ¥ Pprx = 15Pspc = 15P.
Analogno je
Ppry = 10P i Ppyg = 6P,
Kako je
PpiN + Penk > Ppik,
tocka N je izvan trokuta BLK. Dakle,
Pxin = Py + Ppnk — Perk = P, 4.
PABC : PKLN =1:1
L
PAKLN:%V?ZXIFW Ur
N AP = 3995. Duljina vece baze trapeza jednaka je
B 2|(2x 59) x (8= 29 a, bocne stranice sumu b i ¢ (b > c) i kutovi
1 7 7 i uz vecu bazu odnose se kao 2 : 1. Odredi manju
=5||2a=5¢ 2-5d 0 bazu.
a—2 b-2d 0 Prvo rjesenje. Oznacimo elemente trapeza kao
na slici.
= §|(2a —5¢)(b—2d)
— (a—2¢)(2b—3d)|
1
= —|ad — bc]|.
Jlad — bel
Dakle, PAABC : PAKLN =1:1.
Duje Dodig (4), Zagreb A E 4, ad B

Drugo rjeSenje. Neka je P povrsina AABC.
Kako je MB tezisnica AABC vrijedi Papy =

Pypc = %P. U trokutima BLK i ABC su jed-

Poucak o sinusima za AEBC daje:
b
sin2a  sina




b c

2 sin 0 cos &

sin o

b
= cosOt = —.
2c

Kosinusov poucak za taj isti trokut glasi:
(a—d)* = b* + * — 2bc - cos(180° — 3ar)

= b + ¢+ 2bc - cos 3at

=b> +¢* +2bc - (4(:053 o —3cos )

3
= b+ +2bc - <b——ﬁ)

2¢3 2c
4
=b—2—2172—|—c2
c
2 2
(e
c
2 2
a—d:b?—cb——c

(jersuia>dib>c).

¢ +ac —b?
" .

Dakle, d =

Helena Rukavina (4),
Gimnazija “Isidora Sekuli¢”, Novi Sad

Drugo rjesenje.

d=a—|AD| — |BC,|
=a—ccoso — bcos B
=a—ccos2f —bcosf
= afc(2cos2B — 1) — bcos .

D d C

AD,

c 9 B
Nadalje,

v=csino =bsinf

2c¢sinfcos B = bsinf

b=2cosf tj. cosf=—.
2c
Dobivamo
2

b b
d=a—c|2-|=—) —1)—=b-—
(o (3) ) rn

2 2 2

DA SR il

c c

Ur.

3996. U trokutu je zadana stranica a i nasu-
protni kut o. Koliki moraju biti druga dva kuta
da tijelo koje nastaje rotacijom trokuta oko po-
lazne stranice bude maksimalnog volumena.

Rjesenje. Ako je drugi kut x, treéi je 180° —
(a+x).

180° — (a-+x)

Volumen tijela je V = %h%m, gdje je h

visina trokuta na a.

h =bsina,
a:b=sina:sin(180° — (& +x)),
b asin(a + x)

N sin o
b asinxsin(o + x)

N sina

= a’n sinzxsinz(oc + x)

-~ 3sin o '

2

Treba odrediti kut x za koji ¢e sin” x sin®(a+x)

biti maksimalan. Imamo

sin” x sin’ (a+x)

1
= Z(COS o — cos (o + 2x))%.
Da bi ovaj izraz bio maksimalan mora cos(o+
2x) biti maksimalan, a to je za or+2x = 180°,
odakle je x = 90° — %. Trokut je jednakokra-
can.
Ur.

3997. U trokutu je zadana stranica a i nasu-
protni kut o. Koliki moraju biti druga dva kuta
da tijelo koje nastaje rotacijom trokuta oko po-
lazne stranice bude maksimalnog volumena.
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sin o sin 3
2siny

- — . - —
RjeSenje. Neka je AB =x1 AC =y. Sada
je

|AB|*. (1)

I

— — . o
CB=BN=x—y, te

— —
AP = AAB = AX (1)

— —
MP = uMN.

Nadalje, jos je:
P = Pam + Payc + Pamc
1 1 1
— Z|AB| - ZIBC| - ZIAC] -
2| | m+2| C| b+2| C|l-k

m-siny +n-sino + k - sin 8

= 7s |AB|.
siny )
. B Iz (1) i (2) slijedi
MN =MC+C :537-5-2(56—)?) |AB|7m-siny+n~sinoc+k-sinﬁ
L4 N sin o sin 8 ’
=2 7§y pa je iz (1)
— — —_— 1. — . . . D)
P =AM + P:§Y+HMN P:(n-51noc+k~smﬁ+m-smy)
) 4 2sin o sin B sin y '
=37 TH - §y> Duje Dodig (4), Zagreb
L4\ 3999. Rijesi nejednadzbu
_ 2,ux<— _ —u)y. 2) . Rijesi nejednad?
33 . S5x Sx
Iz jednakosti vektora i (1) i (2) imamo sustav: Sin B " cos ) >0
A=2u 1 1 sin)z—c cos % B
AL T A ke
3“ 3 Rjesenje. Uz pomo¢ adicijskih formula ima-
Znaci, traZeni omjeri su: mo:

|AP|:|PB|=1:1 i |MP|:|PN|=1:3. 5% X . x Sx
s1n7cos—+sm—cos—

Duje Dodig (4), Zagreb 2 = )% 2 > 1
2 sin 3 cos )

3998. Nadi povrsinu trokuta s kutovima o,

B, v ako su udaljenosti tocke M, unutar tro- [ 5x  x
kuta, do njegovih stranica redom jednake m, n, sin{ —- + 2
1
k. sin x
RjeSenje. si.n 3x 150
1 . sinx
P = §|AC| “|BC| - siny sin3x — sinx <
Koristec¢i sinusov poucak je: sinx
; : 2 cos 2x sin x
a
act =L ap jpe) = S g x>0
siny siny



Ova nejednadzba ekvivalentna je s:
cos2x >0 i sinx#0

. _§+2kn<2x<§+2kn, x#km

= —§+kn<x< %—I—kﬂ:, x # kr,
gdje je k bilo koji cijeli broj.
Duje Dodig (4), Zagreb

4000. Koliki je maksimalni broj topova koji
se mogu smjestiti na Sahovsku plocu 3n x 3n
tako da svaki od njih napada najvise jednog od
preostalih.

Rjesenje. Buduci da neki top napada drugo-
ga ako i samo ako drugi napada prvoga, vidi-
mo da se topovi smjeSteni na trazeni nacin mo-
gu podijeliti u parove. Svaki od tih parova se na-
lazi u nekoj liniji ili nekom redu.

Neka je tako rasporedeno 2x topova koji se
u parovima napadaju i y topova koji se ne napa-
daju niti s jednim drugim topom na plo¢i. Dva
topa koja se medusobno napadaju nalaze se na 3
linije ili reda, a top koji se ni s kime ne napada
je na 1 liniji i 1 redu (red je vodoravan, a lini-
ja uspravna). Tako je napadnuto 3x+2y linija i
redova. Kako je ukupan broj linija i redova 6n,
vrijedi 3x+2y < 6n. Broj smjestenih topova je
2x +y 1 vrijedi nejednakost

2x+y < =(3x+2y)

W W[

< = -6n=4n.

S druge strane, 4n topova moZemo rasporediti
na plo¢i 3n x 3n na traZeni nacin kako je prika-
zano na slici. Dakle, najviSe moZemo postaviti
4n topova koji zadovoljavaju traZene uvjete.

Duje Dodig (4), Zagreb

D) RjeSenja iz fizike I

OS - 538. Luka je istraZivao silu trenja u vo-
di pomocu drvene kugle mase 300 g. Kad bi ku-
glu gurnuo u vodu na dubinu pola metra i pus-
tio, ona bi iskocila iz vode do visine 20 cm. Ko-
lika je prosjecna sila trenja na kuglu dok se gi-
ba kroz vodu? Gustoc¢a drva od kojeg je na-
pravljena iznosi 600 kg/m3, a gustoca vode je
1000 kg/m3 . Akceleracija sile teZe je priblizno
10 m/s?.

Rjesenje.
m =300 g=0.3 kg
h1 =0.5m

h) =20 cm = 0.2 m
Prugla = 600 kg/m’
Pvoda = 1000 kg/m3

Flr =?

Egp = mghy
Eop, = 0.3 k 10E 0.2 m
gp = U.0 K8 ke

Egp = 0.6 J = Eyineticka

Ekineliéka = Irezultantna * hl
Eineticks 0.61J
Frezultantna = —k“;f:mkd = 05 m =12N
G=mg=03k ~1OE*3N
=mg =0.3 kg ke =
Fuzgon = PyodagV
3k
yo Mo 03K 60005

Pkugle 600 kg/m3
kg N 3
Fuzgon = 1000 =5 10 — -0.0005 m* =5 N
m kg

Frezultantna = Fuzgon — G — Fy

G— Frezultamna
=5N-3N-12N=08N.

Leon Hudoletnjak (8),
OS Mate Lovraka, Zagreb

Fy = Fuzgon -

0S - 539. Olimpijske su medalje kroz go-
dine mijenjale i oblik i sastav. Medunarodni je
olimpijski odbor naloZio da zlatne medalje mo-
raju sadriavati 6 g zlata. Cijena grama zlata
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najvece cistoce je oko 70 EUR, dok je srebro
puno jeftinije, gram je oko 0.9 eura. Zlatne me-
dalje imaju oko pola kg i vrijednost im je po sa-
dasnjim cijenama zlata i srebra oko 864.6 EUR.
Kolika im je gustoca?

Gustoca zlata iznosi 19 320 kg / m3, a srebra
10500 kg/m?.

Rjesenje.

m=0.5kg =500 g
Mylata = 6 g

Ostata = 19320 kg/m’
Psrebra = 10500 kg/m>

Pmedalje =?
Mgrebra = M — Mzjata

Msrebra = 494 g

_m
P=y
6¢g 3
Vo = ———>—— = 0.31
M 1932 g jemd e
494 ¢ s
Vsrebra = W = 47.048 cm
Vikupni = Vatata + Vrebra = 47.358 cm®
__S00g
Pmedalie = 47358 cm?
— 10558 & — 10558 <&
Cm3 m3

Nika Valesic¢ (8),
OS Mate Lovraka, Zagreb

0S - 540. Kad se na oprugu objesi cokolada
mase 100 g njena je duljina 18 cm, a ako se na
istu oprugu objesi jabuka mase 250 g duljina je
te opruge 21 cm. Koliko ¢e opruga biti dugac-
ka ako se pomocu nje vuce drveni kvadar mase
800 g ako faktor trenja iznosi 0.

Rjesenje.
m; =100 g =0.1 kg
[} =18 cm
my =250 g = 0.25 kg
lh =21 cm
m3 = 800 g = 0.8 kg
u=04

Iz =?
G=mg=0.1kg-lO%=lN
G, =25N
G3 =8N
I=1y+Al

Fy

11=I()+7

F

I, = I —=

2 o+k
1N

18cm:lo+T (1)

21 cmzlo+2'5TN. (2)

Ako oduzmemo od (2) (1) dobit ¢emo:
1.5N
k

k=05 N
cm

Al =2 cm

lp =1 —Al; =16 cm
Foe=uG3=04-8 N=32N
F3 32N
k0.5 N/cm
I3 =1+ Al3 =16 cm+ 6.4 cm = 22.4 cm.

3cm=

Alz = =6.4 cm

Erika Lasovic¢ (8),
OS Mate Lovraka, Zagreb

0S - 541. Drveni stol ima gornju plohu ko-
joj je duljina 1.5 m, Sirina 80 cm, a debljina
4 cm. Baze njegovih nogu su kvadrati kojima je
stranica 5 cm, a visoke su 80 cm. Stol je nap-
ravljen od hrastovog drva kojem je gustoca
700 kg/m3. Koliki je tlak pod nogama stola?
Rjesenje.
a=15m
b =80 cm=0.8 m
c=4cm=0.04m
ap=5cm=0.05m
h=80cm=0.8 m
n=4

p = 700 kg/m’



p=?
V =abc +4aja1h
=15m-0.8 m-0.04 m
+4.0.05m-0.05m-0.8 m
=0.048 m®> +0.008 m® = 0.056 m®
m=Vp=0.056m’-700 kg/m> = 39.2 kg

N
G=mg=392%kg 10 —

kg
G =392N=F
A=4-a; a
=4-0.05 m-0.05 m= 0.0l m”
F 392N
_ = 39200 Pa.
P= A~ 001 m2 a

Ema Stanesié¢ (8),
OS Mate Lovraka, Zagreb

1847. Prvi kilometar puta automobil vozi br-
zinom 90 km/h, drugi brzinom 70 km/h, a tre-
¢i brzinom 50 km/h. Kolika je prosjecna brzina
tijekom citavog puta?

Rjesenje. Vrijeme putovanja duz pojedinac-
nog dijela puta jednako je #; = si/vi (i =
1,2,3), stoga je prosje¢na brzina duz Citavoga
puta

v751+32+s37 S|+ 52+ 53
n+tnt+n % 57
Vi va 3

Sto daje

v A 66 km/h.

Franka Horvat (2),
X. gimnazija “lvan Supek”, Zagreb

1848. Planet kruZi oko zvijezde po kruznoj
putanji polumjera 10 svjetlosnih minuta. Povr-
Sinska temperatura zvijezde iznosi 6000 K, dok
Jje prosjecna temperatura na povrsini planeta
0°C. Odredi polumjer zvijezde. Zvijezda i pla-
net su savrsena crna tijela te je temperatura pla-
neta jednaka duz citave njegove povrsine. (Ta-
koder planet je “goli kamen” bez ikakvih atmo-
sferskih efekata koji bi utjecali na tok toplinske
energije.) Polumjer planeta je neusporedivo ma-
nji od njegove udaljenosti od zvijezde.

RjeSenje. Prema Stefan-Boltzmannovom za-
konu intenzitet toplinskoga zracenja savrSenog
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crnog tijela temperature 7 jednak je I = oT*,
pri ¢emu intenzitet odgovara snazi zrac¢enja po
jedinici povrSine tijela. Za tijelo koje zraci jed-
noliko ¢itavom povrSinom ukupnu snagu zrace-
nja dobivamo kao P = IA, uz A kao povrSinu
tijela. Stoga je ukupna snaga toplinskoga zrace-
nja koje odasilje zvijezda jednaka

P, = 4noR2TS,

uz R; kao polumjer, a 7, kao temperaturu zvi-
jezde. Uz r kao udaljenost planeta od zvijezde
i Rp kao polumjer planeta (te koriStenje Rp <
r), ukupna snaga P;—p koja upada na povrsi-
nu planeta (i koju planet kao savrSeno crno ti-
jelo potpuno upija) odredena je omjerom povr-
Sine Rf,n njegova presjeka kojim zahvaca zra-
¢enje i ukupne povrsine amr? po kojoj se ras-
podjeljuje snaga zracenja zvijezde

Rym  RyR;
42’ " 2
S druge strane, kako je i povr$ina planeta na ko-

nacnoj temperaturi 7p, on sam toplinski zraci
snagom

4
P;—p = 7 noT,.

Pp = 472:0'R§Tg .

Uvjet temperaturne stabilnosti planeta jednakost
je ulazne i izlazne snage zracenja (P,—p = Pp)
jer tada nema ukupnoga toka energije na planet
ili s njega, stoga se on niti grije niti hladi. Iz-
jednacavanjem prethodnih izraza nalazimo

T2

R, =2r%,

T;
Sto uvrStavanjem brojeva (uz Tp =273 K i r =
1.8-107 km) daje R, = 745290 km.

Ur.

1849. Valjak polumjera 10 cm zavrtili smo
pocetnom kutnom brzinom od 10 okretaja u se-
kundi te ga paZljivo postavili uz rub zida tako
da se okrecuci tare i o zid i o tlo. Koeficijent
trenja s tlom jednak je py = 4/3, a sa zidom
u = 3 / 4.

Hy

N




Nakon koliko vremena e se valjak zaustaviti
ako je:

a) Supalj, tako da je sva masa raspodijeljena
duZ vrlo tankoga plasta zadanog polumjera;

b) pun i homogen?

Oprez: iznos sile trenja s tlom nije pymg!

Rjesenje. Raspisujemo sve sile koje djeluju
na valjak u horizontalnom i vertikalnom smje-
ru. Neka su Ny i N, reakcije podloge na valjak
zbog tlai zida, a T i T, sile trenja s tlom i sa
zidom. Trenja su odredena pripadnim reakcija-
ma podloge kao

Ty =wuNy i Tr=uN;.
Kako centar mase valjka translacijski miruje,

ukupna sila koja djeluje na njega iS¢ezava. U ho-
rizontalnome smjeru stoga imamo

Ny =Ty = No =Ny,
a u vertikalnome
mg =Ny + T, = mg =Ny + LN,
§to uvrstavanjem izraza za N, daje
mg = (1 + W uz)Ny.
Odavde izravno nalazimo Nj, Sto povratkom u
ostale jednadzbe za sile trenja daje:

i
A E—
Tl
T, = Mk,
L+ pypp

Ukupan moment sile koji djeluje na valjak (ra-

cunajudi s osi oko koje se valjak okrece) jednak

je

_mt), e
L+ pypp

te on uzrokuje njegovo kutno usporenje o pre-

ma

M = (T1 + T2)R

M =la,
uz I kao moment inercije valjka, koji ovisi o
njegovoj raspodjeli mase. Kako je moment sile
konstantan, kutno usporenje bit ¢e takoder kons-
tantno i jednako
_ 1+ up) mgR
L+ 1
pa ¢e vremenska ovisnost kutne brzine (do za-
ustavljanja valjka) biti
o(t) = wy — at,
uz @y kao zadanu pocetnu vrijednost (wy =
27 -10 rad/s). Vrijeme potrebno za zaustavlja-

200

nje nalazimo iz uvjeta w(r) = 0, $to daje

@ _ 1ty Iop

o (14 ) mgR’
Moment inercije cilindri¢nog plasta I, = mR?,
a moment inercije punog homogenog valjka je
I, = mR2/2. Stoga je traZeno vrijeme do zaus-
tavljanja za Suplji valjak (uz g = 10 m/sz)
_ l+wmu Ray
= ———"7" - —
m(l+w) g

a za puni i homogeni

=0.54 s,

14
= 5“ =027 s.

Ur.

1850. Pretpostavimo pojednostavnjen model
izotermne Zemljine atmosfere, Cija je tempera-
tura svugdje jednaka 15°C. U takvome modelu
tlak p i gustoca p zraka na visini h iznad Zem-
ljine povrsine opisani su tzv. barometarskom for-
mulom:

p(h) = poe PP i p(h) = poe” M

pri emu su pg, pPo i g redom tlak, gustoca zra-
ka i gravitacijsko ubrzanje na Zemljinoj povrsi-
ni. U takvoj okolini balon je ispunjen Cistim he-
lijem ukupne mase 10 g pa je pusten da poleti
uvis. Opna balona je vrlo tanka i rastezljiva te
¢ini zanemariv dio mase balona, a svojom na-
petoséu zanemarivo doprinosi odrZavanju tlaka
unutar balona (tj. sluzi samo kao granica izme-
du nutrine balona i njegove okoline). Ako opna
balona puca kad balon dosegne volumen od 1
m?3, hoée li on prije puknuti ili se prestati uz-
dizati, i na kojoj visini ée se to dogoditi? Ko-
ristite sljedece vrijednosti: pgy = 10° Pa, Po =
1.2 kg/m3, g=10 m/s2 te molarnu masu he-
lija M = 4 g/mol. Tlak zraka mijenja se s visi-
nom dovoljno sporo da, ovisno o potrebama to-
ga Sto se u danom koraku racuna, moze ga se
smatrati konstantnim (ili ga aproksimirati kak-
vom drugom primjerenom ovisnos$éu) u nepos-
rednoj blizini balona.

Rjesenje. Balon ¢e se uzdizati sve dok uzgon
nadmasuje njegovu tezinu. Stoga moramo odre-
diti njegov pocetni volumen kako bismo mogli
dalje odrediti ovisnost uzgona o visini nad tlom.
To ¢emo uciniti na temelju njegovih termodina-
mickih parametara pri tlu (temperature 7 =
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288 K i tlaka py atmosfere s kojom je u termo-
dinamickoj ravnoteZi) koriste¢i jednadZbu ide-
alnog plina pV = nRT . Pri tome je molarna ko-
li¢ina helija dana kao n = m/M, gdje je m nje-
gova masa. Odavde za pocetni volumen balona
slijedi

__ RTm

Vo= —— = 60 dm’,
poM

odnosno 60 litara.

Iz pretpostavke izotermne atmosfere te iz stal-
ne kolic¢ine helija unutar balona, a pod uvjetom
termodinamicke ravnoteZe balona i okolne at-
mosfere, iz p(h)V(h) = nRT nalazimo ovisnost
njegova volumena o visini

V(h) = ﬂ _ ﬂepogh/['o _ Voepogh/POA
p(h)  po
Time smo odredili i iznos sile uzgona na balon,
koja ovisi o njegovome volumenu i gusto¢i okol-
noga zraka koja je dana barometarskom formu-
lom

Fu(h) = p(h)gV(h) = pogVo.
Unutar ovakvoga modela (i atmosfere i opne ba-
lone) sila uzgona ne mijenja se s visinom jer
je smanjenje tlaka zraka savrSeno kompenzirano
povecanjem volumena balona. Dakle balon se
nece prestati uzdizati jer uzgon sve vrijeme nas-
tavlja nadmasivati tezinu, Sto znaci da ¢e puk-
nuti kad dosegne najveéi volumen Vmax koji mo-

Ze izdrzati. IzjednaCavanjem te vrijednosti s vi-
. . Posh
sinskom ovisno$¢u volumena: Vpax = Vpe *0

nalazimo da ée balon puknuti na visini

Vmax

h:p—oln

= 23.445 km.
Pog Vo

Napomena. Valja primijetiti da smo tretira-
li visinsku ovisnost tlaka zraka na tri razlicita
nacina, od kojih dva ¢ine numericki opravdane
aproksimacije; opravdane trenutnim potrebama
racuna. Prva ovisnost svela se na tretitanje tla-
ka kao konstantnog u neposrednoj okolini ba-
lona, za potrebe odredivanja njegova volumena.
Drugi je bila eksponencijalna ovisnost iz baro-
metarske formule, za potrebe odredivanja vari-
jacije termodinamickih parametara s toliko ve-
likom promjenom visine da tu ovisnost vise ne
moZemo ignorirati. Treca ovisnost implicitno se
“skriva” unutar oblika izraza za silu uzgona ka-
kav smo koristili: Fy = pgh. lako smo u taj iz-
raz uvrStavali eksponencijalnu ovisnost gustoce

i volumena, sam oblik tog izraza slijedi iz pret-
postavke linearne ovisnosti hidrostatskoga tlaka
(atmosfere) s visinom kao da je

p(h) = po — pogh-

U to se moZete uvjeriti provjerom izvoda sile
uzgona kakav ste radili u 8koli. Pri tome je na-
vedena linearna ovisnost upravo ono §to bismo
dobili formalnom aproksimacijom eksponenci-
jalne ovisnosti pge P¢"/7 za dovoljno male
vrijednosti k. Prva, konstanta ovisnost p(h)
= po koju smo koristili o¢ito ostaje nakon do-
datne aproksimacije u kojoj zanemarujemo i li-
nearni ¢lan pogh, unutar dovoljno malog raspo-
na h da vrijedi ppgh < po (raspona koji od-
govara oc¢ekivanim dimenzijama balona).

Ur.

1851. Dana je trostrana staklena prizma kut-
nog otvora 0 = 45° i indeksa loma 1.5. Zra-
ka svjetlosti upada (iz zraka) na jednu poboc-
ku prizme pod kutom o s obzirom na njezinu
okomicu te izlazi kroz drugu pobocku pod kutom
o . Koliki mora biti upadni kut o da bi bio jed-
nak izlaznome? Za koje kutove otvora prizme je
to moguce?

Rjesenje. 1z Snellova zakona je

sin o nprizme - 3

sin B B Nzraka 2
Cetverokut OABD je tetivni pa je JADB =
180° — 0 = 135°. Iz AABD slijedi

Bi + B = 185° — 135° = 45°.
Opet je
sin 3 _ Maraka _ 2
sino nprizme 3
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Dobili smo

. 3 . L 3 .
s1noc=§s1nB1 i smalzzsmﬁz.

Iz uvjeta o = o slijedi
sina = sina’ = sin B = sin B,

Sto u kombinaciji s B + B, = 45° daje fB; =
B, = 22°30", odakle je

o~ 35°2.
Da bi ovakav scenarij bio mogu¢, iz

sinfB; =sinf = %sinoc

isina <1 slijedi

. 2

sinfip < 3,
odnosno f < 41°48'37"” . Zbog 6 = 1 + >
mora biti

0<0<83°37'14".

Duje Dodig (4),
Gimnazija Lucijana Vranjanina, Zagreb

1852. Relativisticki neutron pocetne kinetic-
ke energije 4 puta vece od energije mirovanja
nalijece na drugi, koji ispocetka miruje. Ako se
nakon elasticnog rasprSenja oba neutona raspr-
Suju simetri¢no (pod jednakim kutovima) s obzi-
rom na pocetni smjer gibanja upadnog neutro-
na, koliki kut zatvaraju njihovi konacni smjerovi
gibanja?

RjeSenje. Zakon ocuvanja koli¢ine gibanja da-
je

Po = Pp1 + pa.
Projekcijom na pravac gibanja upadne Cestice te

okomito na njega imamo dvije skalarne jednadz-
be:

Po = P1COS @ + p3COS @,
0 =pysin@ — ppsin@.
Iz druge jednadZzbe je p; = p2, Sto u kombina-
ciji s prvom daje
Po = 2pj cos @.

Py

Kako je sudar elasti¢an, mase Cestica nakon
sudara jednake su masama prizje sudara. Posred-
stvom relacije E? = pic+mict koja vrijedi za
ukupnu relativisticku energiju E; svake pojedi-
ne Cestice (i = 1,2), iz m; = my = m (gdje je
m masa neutrona) i p; = pp imamo E; = Ej
nakon rasprsenja.

Zakon ocuvanja energije nalaze
Ey = E| + Ey,
stoga je E; = E» = Ey/2, gdje je Ep ukupna
energija u sustavu, jednaka prije i poslije raspr-
Senja. Odredujemo je iz podataka prije rasprse-

nja
By = \Jre e+

Prvi ¢lan odgovara energiji upadnoga neutrona,
a drugi energiji ispocetka mirujudeg neutrona.
Kineticka energija Eyj, upadnoga neutrona jed-
naka je razlici njegove ukupne energije i ener-
gije mirovanja, a prema uvjetu zadatka jednaka

je
Eyin = \/p(z)c2 + m2ct — me? = dme’.

Odavde je pg = V24mc. UvrStavanjem izraza
za Ey u Ey = E; = Ep/2, za jednu od Cestica
nakon rasprSenja nalazimo

E 2
E% =p%c2 +m202 = <70> .

Nakon raspisa Ey:

p%CZ + m2c2

p(z)c2 + 2m62\ /p(z)c2 + m2c* + 2m>

4
dobivamo
) p% + 2my /p%c2 +m2c* — 2mPc?
P = 1 .

Koristenjem ranijeg pg = v/24mc nalazimo
p1 = V8me = po

NeE

Konacno
_pm _ V3
cos p = o2
odakle @ = 30°, Sto znaci da je kut izmedu

smjerova dviju rasprSenih Cestica
(1, p2) =2 = 60°.
Duje Dodig (4), Zagreb



1853. Izotop radija 226 Ra najzastupljeniji je
radioaktivni izotop radija na Zemlji, a vrijeme
poluZivota mu iznosi 1600 godina. lako je Zem-
lja stara 4.543 milijarde godina, radija joS uvi-
Jjek ima na njoj zato jer se obnavlja kroz radi-
oaktivne raspade drugih tvari. Razmotrite alter-
nativnu hipotezu: da je trenutna kolic¢ina 226 Ra
na Zemlji samo ostatak neke pocetne koli¢ine s
pocetka Zemljine povijesti te da se tijekom po-
vijesti samo raspadao, bez obnavljanja iz dru-
gih izvora. Uz pretpostavku da na citavoj Zemlji
danas postoji samo jedan kilogram 226 Ra, ko-
lika bi morala biti njegova pocetna masa u tre-
nutku formiranja Zemlje? Usporedite tu masu s
ukupnom masom Zemlje, koja iznosi 6- 10% kg.
Kolika bi morala biti pocetna masa 226 Ra da bi
danas na Zemlji ostao samo jedan jedini njegov
atom? Molarna masa **° Ra Je 226 g/mol. Za
potrebe zadatka pretpostavite da su zadani bro-
Jevi savrseno precizni.

Napomena. Da bi savrSeno precizno izracu-
nali brojc¢ane vrijednosti koje se traZe, vjerojat-
no ¢e vam biti potrebne neke dosjetke, tj. malo
“rucnog” dovodenja izraza u kalkulatorom iz-
racunljiv oblik.

Rjesenje. Zakon radioaktivnog raspada N(¢)
= N2~ /T, uz T kao vrijeme poluZivota, opi-
suje broj prezivjelih atomskih jezgara nakon vre-
mena ¢ ako ih je u pocetnome trenutku bilo Ny .
Kako je masa cistog uzorka (ovdje 226 Ra) pro-
porcionalna njegovome broju atoma, zakljucu-
jemo da se ista ovisnost odnosi i na masu radi-
oaktivne tvari

m(t) = m027t/T.
Zat = 4.543 - 10° god. kao starost Zemlje,
T = 1600 god. kao vrijeme poluZivota 226Ra
i m(f) = 1 kg kao trenutnu kolidinu >?°Ra,
rjeSenje za pocetnu traZzenu masu radija svodi se
na

my = m(t)ZI/T.

Izravnim uvritavanjem ¢/T ~ 2.84 - 10° ra-
¢unalo ili kalkulator vrlo vjerojatno nece uspjeti
izraCunati traZzenu vrijednost. To je zato Sto su
brojevi u racunalima reprezentirani kona¢nim
brojem bitova (nula i jedinica) pa imaju ograni-
¢en raspon vrijednosti s kojima je moguce racu-
nati. U danaS$njim racunalima najvisa vrijednost
tipi¢no je reda veli¢ine 10°% (Sto u program-
skome jeziku C++ odgovara granici brojevnoga

tipa double), dok je na$ traZeni rezultat prema-

Suje. Stoga nam treba malo ru¢nih manipulacija

kako bismo je izracunali. U tu svrhu problema-

ti¢an ¢lan 2"/7 izrazit éemo preko baze 10
2[/T _ 10([/T) log, 2

da bismo zatim eksponent nad bazom 10 rasta-
vili na cjelobroji dio 7 i necjelobrojni ostatak f
takav da je 0 < f < 1

100/ 102102 — 1o/t — 10/ 10"
Koristimo bazu 10 jer ¢emo 10" znati i3¢ita-
ti kao red velicine rezultata. Preostali Clan 10/
bit ¢e vrlo lako izracunati te ¢e se njegova vri-
jednost po konstrukciji naci na intervalu 1 <
100 <10 pa ¢emo u njemu prepoznati vodece
znamenke rezultata. Sada imamo

(t/T)logo2 ~ 854 737.04394,

tj. n=2854737 i f = 0.04394. Odavde
AT o 10004394 (854737 1 1. 10354737

Za ukupnu pretpostavljenu masu 2> Ra od m(t)
= 1 kg u dana$nje vrijeme, dobivamo da bi
njegova pocetna masa u doba formiranja Zem-
lje trebala biti
mo = 1.1-10%477 g,

tj. mo/(6-10°* kg) ~ 1.8-10%*712 masa Zem-
lje! Taj omjer je broj koji ima 854 713 zname-
naka prije decimalne tocke!

Kad bismo pretpostavili da danas na ¢itavoj
Zemlji postoji samo jedan atom 226 Ra, ukupna
bi masa prisutnoga izotopa odgovarala masi jed-
nog atoma koju odredujemo prema relaciji

m(t) _ N

M Na '’
odakle

M _
m(r) = Ny = 375310 2 ke,

gdje je N(r) = 1 trenutni broj atoma, No Avo-
gadrova konstanta, a M molarna masa 226Ra.
Korisitedi rjesenje ranijeg postupka sada dolazi-
mo do pocetne mase od:

mo = 3.753 - 10004394 | (854 73725 ke,
to jest:
my = 4.15 - 10534712 kg,
$to jo$ uvijek ¢ini nezamisliv omjer od
7-10%4%7 maga Zemlje.
Ur.
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