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1 UVOD

U matematici, kao i u mnogim drugim znanostima, pored osnovnih aritmetickih
operacija zbrajanja, oduzimanja, mnozenja i dijeljenja, Cesto se susre¢emo s
operacijama potenciranja i korjenovanja. Primjerice, izracunavanje povrsine
kvadrata s poznatom duljinom stranice zahtijeva kvadriranje te duljine. Medutim
postavlja se pitanje: kolika je duljina stranice kvadrata ako je poznata njegova
povrsina?

Ovakva vrsta pitanja uvodi nas u koncept kvadratnog korijena. No, kako uopce
izraCunati drugi korijen iz broja koji nije potpun kvadrat kao $to su Cetiri ili devet?

U ovom radu ¢emo prikazati metode koriStene za priblizno racunanje kvadratnog
korijena, Babilonsku i Newtonovu metodu. Razmotrit ¢emo i heuristicki pristup
problemu iz kojeg proizlazi nekoliko zanimljivih rezultata. Uz to, u radu su dane
implementacije pojedinih postupaka u programskim jezicima C i Python.

2 BABILONSKA METODA

Jedna od najranijih poznatih metoda za priblizno racunanje kvadratnog korijena

potjece iz vremena starog Babilona, zbog ¢ega je poznata kao Babilonska metoda

[4]. RijeC je o metodi koja za pocetnu vrijednost drugog korijena pozitivnog realnog

broja a uzima neku pozitivnu vrijednost x;, da bi se sljedeca, bolja aproksimacija
a

x1 izraCunavala kao aritmeticka sredina brojeva xp i —:
Zo

1 +a
zi=—=(zo+—].
! 2 0 Ty

Postupak nastavljamo induktivno pa formula opcenito glasi:
1 a
Tpt1 = 3 Tn + Z ) (1)

gdje n oznacava redni broj iteracije. Kako m tezi u beskonacnost, vrijednost z,, se
priblizava vrijednosti kvadratnog korijena broja a:

lim z, =,/a.

n—oo
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Slika 1: Prikaz priblizavanja aproksimacija Babilonske formule (1) kvadratnom
korijenu

2.1 NUMERICKI PRIMJER



Svojstva Babilonske metode pokazat ¢emo kroz sljedeéi primjer. Pretpostavimo da
trazimo vrijednost kvadratnog korijena broja dva, odnosno neka je a = 2.
Zapocinjemo s pocetnom vrijednos¢éu xg = 5. Koristeéi (1), dobivamo niz
aproksimacija prikazanih u sljedecoj tablici (uz prikaz greske aproksimacija).

Tablica 1: Vrijednosti aproksimacija Babilonske formule

n In |¢'En - \/§|

0 5 3.586 - 10°
1 2.7 1.286 - 10°
2 1.72037 3.062-107!
3(1.414215686275...|2.724 - 1072
4(1.414213562375...|2.574 - 10~*
5(1.414213562373...(2.342 - 108

Uocavamo da je svaka sljedeca aproksimacija preciznija od prethodne. Takoder,
promatrajudi vrijednosti greSaka, primjecujemo kvadratnu konvergenciju, jer se
svaka sljedeca greska smanjuje barem kvadratno u odnosu na prethodnu.

Prvo intuitivho objasnjenje ucinkovitosti metode dao je Isaac Newton (1643. -
1727.), pokazujuci da je to poseban slu¢aj Newtonove metode [3].

Program. Implementacija postupka pribliznog racunanja kvadratnog korijena
koristenjem Babilonske formule u programskom jeziku C moze se pronaci u
poglavlju Programi pod brojem 1.

3 NEWTONOVA METODA

Newtonova metoda ili metoda tangente predstavlja iterativni postupak koji se
koristi za priblizno rjeSavanje nelinearnih jednadzbi. Postupak zapocinjemo
pocetnom procjenom rjeSenja, a zatim se uzastopnim iteracijama postupno
poboljSava. Njezina popularnost proizlazi iz u¢inkovitosti rjeSavanja jednadzbi za
koje nemamo izravna rjeSenja, te brzine konvergencije [5].

3.1 IDEJA NEWTONOVE METODE I NJEN GEOMETRIJSKI
IZvoD

Ideja Newtonove metode leZi u upotrebi tangente kako bi aproksimirali nultocku
neke funkcije [5]. Neka je f diferencijabilna funkcija definirana na intervalu
unutar kojeg postoji jedinstvena nultocka. Uz pocetnu pretpostavku xy o rjesenju,
mozemo odrediti tangentu na graf funkcije f u toeki To(zo, f(xo)). Jednadzba te
tangente je g(x) = f(xo) + f'(z0)(z — o), a ideja je pronaci njenu nultocku z1,
uz uvjet da ona postoji. Uvjet da g ima nulto¢ku je f'(zg) # 0i f(zg) # 0, pri
¢emu drugi uvjet sugerira da smo vec¢ pronasli vrijednost funkcije koju trazimo. Ako
u jednadzbu za tangentu (linearnu aproksimaciju) uvrstimo cinjenicu da je

g(z) =0, izraz za z; glasi:

f (o)

1 =x) — ————.

f' (z0)

Ponavljajudi induktivno ovaj postupak za svaku sljedecu aproksimaciju nultocke
funkcije f dobivamo:

(zn)

Tpi1 =Tp — 0, =0,1,2,... (2)
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g1(%)

Xo

Slika 2: Graficki prikaz Newtonove metode

3.2 PRIMJENA NEWTONOVE METODE

Neka je zadan pozitivan realan broj a. Cilj je pronadi z, takav da vrijedi z = ++/a,
odnosno z2 = a. Definirajmo funkciju f(z) = x> — a. Primjecujemo da je problem
odredivanja kvadratnog korijena sveden na trazenje nultocaka te funkcije. Bududi
da je ova funkcija diferencijabilna i ima jedinstveno pozitivno i negativno rjesenje
(nultocke su izolirane), mozemo primijeniti Newtonovu metodu. Uvrstavanjem

flz) = 2 —a,te f'(z) =2 -2 u (2), izvodimo formulu ekvivalentnu Babilonskoj

(1):

o @)
n - n
f' ()
2 —a
=, —
"o 2.z,

222 2 —a

2.z, B 2.z,

4 HEURISTICKI PRISTUP

Primjenom Newtonove metode dosli smo do Babilonske formule i objasnjenja njene
ucinkovitosti. Medutim, za ovo objasnjenje potrebno je poznavanje infinitezimalnog
racuna, Sto Babiloncima nije bilo poznato [3]. Stoga ¢emo do formule i objasnjenja
doci na jednostavniji nacin.

2

Dan je izraz £° = a. Transformacijom jednadzbe, izvodimo izraze za x:



Tablica 2: Prikaz izvodenja izraza za x

w2:a

+z=a+z 22 +2x=a+2zx 2°+3x=a+3z
[-Sptlz(z+1)=a+zz(x+2)=a+2z z(z+3)=a+ 3z
at+x a+ 2z a—+ 3z

T T
z+1 T+ 2 z+3

Dakle, opcenito piSemo:
at+k-z
r=——keR,z+k#0.
r+k ' ’ # ()

Izveden opceniti izraz za x, (3), pripada klasi jednostavnih iteracija, jer je oblika
z = p(z).

Tako smo problem rjeSavanja pocetne jednadzbe sveli na problem trazenja fiksne
tocke! funkcije go(:c) Da bismo ju pronasli, definiramo jednostavnu iteracijsku
funkciju (4) za izraz (3):

Tn+1 :SO(JJn),n:O,l,Q,... (4)
. _a+k-z,
T Tk ()

Navedena iteracijska funkcija (5) moze se, a i ne mora, priblizavati vrijednosti
fiksne toCke x, kako n tezi k beskonacnosti, odnosno u ovom slucaju kvadratnom
korijenu broja a. U svrhu pronalazenja izraza koji konvergiraju koristimo sljedece
teoreme:

Teorem 1. (Teorem o fiksnoj tocki) Neka je ¢ € C! [a, b] za koju vrijedi:
1. ¢ (la,b]) C [a,b]
2.ineka 3\ € [0,1), takav da je |¢'(z)| < A,Vz € [a,b)].
Tada = ¢(z) ima to&no jedno rjedenje a na [a, b], te za proizvoljan z € [a,b] i
jednostavnu iteraciju =, 1 = ¢(zn),n > 0 vrijedi
lim z,, = a.
n—oo
Teorem 2. Neka je o rjeSenje jednostavne iteracije £ = cp(:r), @ neprekidno
diferencijabilna na nekoj okolini od a i [’ ()| < 1. Tada vrijede svi rezultati

Teorema 1, uz pretpostavku da je xy dovoljno blizu a.
Dokazi navedenih teorema mogu se pronadci u [1].

Kako je o () 0tk T ezinaje derivacii /(z) K —a Takod
ako je ¢p(xr) = ————, njezina je derivacija r) = ——— . Takoder,
e e stk e e (z + k)2
poznata nam je jednakost o :\/c_z, pa prema Teoremu 2 gledamo kada vrijedi
sljedece:
[-15pt]
¥’ ()] <1,
odnosno
E—a
—-1< Pape— < 1.

(Va + k)

RjeSavanjem nejednadzbe, dolazimo do uvjeta koeficijenta k > 0, $to znadi da, ako
iteracijska funkcija (5) zadovoljava taj uvjet, ona uspjesno konvergira u okolini\/E.
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Slika 3: Geometrijski prikaz priblizavanja iteracijske funkcije,p+1 = %e’””“ -3,
fiksnoj tocci

4.1 UTJECAJ KOEFICIJENTA k

Primjena opce iteracijske funkcije (5) za priblizno racunanje kvadratnog korijena
broja a = 2 pri razli¢itim vrijednostima k > 0, dovodi do zanimljivog rezultata
prikazanog na grafikonu 1.
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Grafikon 1: Prikaz greske aproksimacija formula razli¢itih vrijednosti k > 0

Uoc¢avamo da pri razlic¢itim vrijednostima koeficijenta k dobivamo formule s
razli¢itim brzinama konvergencije. Pritom se namece pitanje: koja vrijednost k daje
najbrzu konvergenciju?

S ciljem pronalaZzenja takvog k razmatramo slucaj, gdje je rezultat prve iteracije
ve¢ konacan, odnosno x1 =+/a, za bilo koju pocetnu vrijednost zg. Uvritavanjem
u (5) dobivamo:



at+k-z

s

Izrazimo k iz prethodne formule:
Va-zg+/a-k=xy-k+a
k(a —x0) =a—+v/a -z

a—+/a - xg

va — 2o

Val/a - a)

=Y W" Y

va — 2o
k=.a.

Dobivamo da je za k :\/a_ konvergencija najbrza. Stoga, izjednaéimo k s
aproksimacijom \/E, odnosno s z. Uvrstavanjem u (5) izvodimo , dinamicku"
formulu (6), ekvivalentnu Babilonskoj. Dinamicku, jer je svaka sljedeca, bolja
aproksimacija istovremeno nova vrijednost za k u iducoj iteraciji, ¢ime uvjetujemo
vrlo brzu konvergenciju formule

k=

a+x2

2.z,

(6)

Tn+l =
Program. Implementacija izracunavanja greSke procjene rjesenja pri razlicitim

vrijednostima k i grafi¢ki prikaz tih rezultata u programskom jeziku Python
prikazana je u poglavlju Programi pod br. 2.

4.2 FORMULE ZELJENOG REDA KONVERGENCIJE

Izjednacavanje k s x iznjedrilo je Babilonsku formulu, formulu vrlo brze
konvergencije. To nas dovodi do iduéeg pitanja: $to ako za k uvrstimo bolju
aproksimaciju od z, odnosno k izjednacimo s prethodno dobivenom formulom (6)

2
a—+x ?

k= 2-x

Uvrstavanjem u (5) dolazimo do nove, brze formule za priblizno racunanje drugog
korijena.
a—+ x%
-x
2.z, "
2
a+xy
2.z,

a—+

Tp1 =

Tn +

Tn (2-a+a+:c%)

2.2 +a+x2

2 +3-2,-a

7
3.2 +a )

Lnt+1 =

Postupak izjednacavanja k s novodobivenom formulom (isprva s x) i uvrStavanje u
(5) rezultira sljede¢im formulama:



Tablica 3: Prve Cetiri formule dobivene ponavljanjem opisanog postupka

red konvergencije popis formula
ac,% +a
2 LTpt1 =
2z,
3
3 z, + 3z,a
Tpyl = —————
" 322 +a

zi + 622a + a®
4 Tyl = ———5
dx; + 4z,a

3 +10z3a + bx,a>
5z% +10z2a + a?

5 Tn+l =

Zanimljivo je kako formule imaju za jedan vedi red konvergencije? od prethodne.
Kako bismo provjerili red konvergencije pojedine formule, koristimo Teorem 3.
Teorem 3. Neka je o rieSenje od £ = <p(a,‘) i neka je ¢p puta neprekidno
diferencijabilna za sve x u okolini o, za neki p > 2. Nadalje, pretpostavimo da je

(@) =--=¢" V(@) =0. ®)
Ako je pocetna vrijednost x dovoljno blizu ¢, iteracijska funkcija
Znt1 = @(2n),n > 0
imat ¢e red konvergencije p.
U literaturi je prikazan i dokaz ovog teorema [1].
Tako primjerice, formule (6) i (7) koristenjem Teorema 3, u kojem razmatramo do
kojeg p vrijedi niz jednakosti (8), imaju red konvergencije 2 i 3. Dolazak do toga

jasno je prikazan u tablici 4.

Tablica 4: Postupak pronalaZenja reda konvergencije formula (6) i (7)

22 +a =3+ 3za

plz) ——Z
() 2z 322 +a

Na temelju navedenog, postavljamo sljede¢u hipotezu:

Hipoteza 1. Ponavijanjem opisanog postupka n puta dobiva se formula reda
konvergencije n + 1.



Da bismo dokazali istinitost hipoteze, analizirajmo formule dobivene opisanim
postupkom, navedene u tablici 3. Uocavamo da su ¢lanovi brojnika svi neparni

Y : . 1, . . . . )
¢lanovi razvoja (xn, —|—\/E)m+ u binomni red, &to se moze zapisat u obliku:

(:En _'_\/a—)m+1 +($n_\/a)nl+1
) .

Slicno tome, nazivnik Cine svi parni ¢lanovi istog razvoja podijeljeni s/a, $to moze
biti zapisano kao:

%)

(mn _'_\/E)erl _ ($n _\/a)erl
2-\/a '
Iako su pravilnosti potvrdene samo za m < 4, gdje je m € N, pretpostavit ¢emo

da one vrijede opcenito, tj. za Vm € N. Konacno, postupak svodimo na sljededi
izraz:

(10)

Va - [ @n 4@ (2 @)
(20 ++/@)™ = (20 — /@)™

gdje izborom m konstruiramo formulu koju bismo dobili ponavljanjem postupka m
puta.

(11)

LTpt1 = ’

Pretpostavka o opcenitosti uocenih pravilnosti ne mora biti istinita. Stoga je
potrebno dokazati da izraz (11) zaista konstruira formule na opisan nacin.

Dokaz. Dokaz ¢emo provesti indukcijom.

Baza indukcije. Provjerimo da izraz (11) konstruira ispravnu formulu za m = 1.
Uvrstavanjem m = 1 u (11) i sredivanjem dobivamo:

Va - | (@ +va) + (@0 — va)’|
(20 + @) — (@ — va)
Va-(z +2 azpva+a+a}—2 z,y/a+a)
(z, +va —z, +va) (z, +Va +z, — Va)
Va - (2-224+2-a)
4-z,-\/a

z2 +a

2-xn

Tni1 =

formulu ekvivalentnoj (6), sto znadi da je tvrdnja istinita za m = 1. Pretpostavka
indukcije. Pretpostavimo da za neki s € N vrijedi:

Va - (@ +va)y ™+ (@ va)t]
(mn + \/E)erl o (mn - \/(,l_)s+1 :
Korak indukcije. Pokazimo koristeci pretpostavku da vrijedi sljedec¢a jednakost:
etkem,  Va[@n VD) (@ va)
x,, + k - (mn + \/a—)s+2 . (:En . \/E)S+2 :

LTpt1 =

(12)




Va - [(@n+ va) ™ + (@ - va)]
atha @V (@ @)
T, +k Ja- [(l’n VAt (2 — \/E)S+l:|

+ (xn + \/E)s+1 _ (xn _ \/a)erl

L 7%

Va - [Va- @+ va)y ™ = (- V@) 4 @+ VAt (o - va) ] e

e @+ V@) — (@0~ v@) ]+ va - (@ va)T (@ - V)T

Vi (@04 @) (00 +y8) + (@0 = V&) (a0 — @)
(on + V@) (@n T /) — (on—y@) - (2n — )

Va - (@ +va) " + (20— @)
(mn + \/E)5+2 o (wn . \/E)5+2
Dobili smo jednakost (12), pa smo po principu potpune indukcije dokazali tvrdnju

da izraz (11) konstruira formulu, za Vm € N, koju bismo dobili ponavljanjem
postupka m puta.

Izjednacimo izraz (11) s () i izracunajmo prvu derivaciju funkcije (.

Va- |@va)t @ - va)

(@ +ya)™ — (¢ —ya)"!
Cda(mt1)-(2+V@)" (@ va)"
@+ va) — @ - yay ]
Funkcija <p(w) je glatka3, a njena prva derivacija u brojniku sadrzi izraz

(z —4/a)™. Dakle, niz jednakosti u (8) ¢e zbog svojstva derivacije kompozicije i
kvocijenta funkcije vrijediti zaklju¢no s p = m + 1. Time je Hipoteza 1 dokazana.

p(z) =

¢'(z)

4.3 ANALIZA FORMULA

Na temelju prethodnog, moguce je konstruirati formule visokog reda konvergencije.
Ipak, zbog velikog broja osnovnih aritmetickih operacija (BOAO) po iteraciji, Sto je
prikazano na grafikonu 2, takve se formule ne koriste.

BOAO FORMULA

m Broj dijeljenja  m Broj zbrajanja  w Broj mnoZenja
40

35
30
25
20

15
5 -
RED KONVERGENCIJE

Grafikon 2: Prikaz broja osnovnih aritmetickih operacija formula, bez minimizacija



Kako bismo olaksali proces odredivanja BOAO pojedine formule, implementirat
¢emo ga u programski jezik C. Za to je potrebno izraz (11) pretvoriti u sumu
koristec¢i binomnu formulu, Sto ¢emo uciniti posebno za brojnik (9) i nazivnik (10):

(mn+\/a)m+1 +($n —\/E)WHI _

2

(wn+\/a)m+1 _ (wn _\/a)m+1 ~

2va

%
>

i=0

(

m+1

' . x;rln+172z X az
21

m+1 m-2i i
2i+1) T O

Uvrstavanjem dobivamo izvedenicu izraza (11) koja glasi:

LTpt1 =

=0

1 S
Z (m;; ) . xnm+1—2z .t

>

=0

m—+1
2i+1) "

n

m—2i i

a

(13)

Spomenuti program nalazi se u poglavlju Programi pod br. 3, a prilikom koristenja
uocavamo pravilnost prikazanu u tablici 5.

Tablica 5: Pravilnost u nizu ukupnog broja osnovnih aritmetickih operacija formula

m br. operacija promjena br. operacija promjena promjene

4
9
16
24
34
45
58

N O Ul bW N

+4
+5
+7
+8
+10
+11
+13

+1
+2
+1
+2
+1
+2

Uocavamo da niz vrijednosti promjena promjene oscilira, tako da za parne m iznosi
1, a neparne iznosi 2 (isklju¢eno m = 1). Pod pretpostavkom opcenitosti, dokazimo
da broj operacija za neki m € N u oznaci S(m) opisujemo formulom:

S(m)_4-m+3{

4

m

2

|-15)

(14)

Vrijedi da zbrajanje promjene broja operacija do m (ukljuéujuéi i m) iznosi S(m):

2

4+ 5+ T3 48 +...tem=4-m+3- {m—J —2.[%J.

4

(15)

Op¢i ¢lan niza promjene broja operacija e,, raCcunamo zbrajanjem prvog c¢lana
e; = 4, s nizom promjena promjene do m (ukljucujuéi i m). Zbog pravilnosti niza,

vrijedi formula:

em:el+d1+2’d27

gdje dy oznacava broj parnih, a da broj neparnih brojeva u intervalu [2, m)].

m—1
5 .

Uvrstavanjem izraza za e,, u (15) dobivamo jednakost:

Izrazimo dy,2 preko m:

‘-]

41+52+73+...+<4+{

m-—1
2

m—1

B

ol

m —

2

1

). emes 3

o

Dokaz. Dokazivanjem ove jednakosti indukcijom, dokazujemo ispravnost formule

(14).

Baza indukcije. Provjerimo da jednakost (16) vrijedi za m = 1.

N



Uvrdtavanjem m = 1 u (16) dobiva se 4 = 4, Sto znadi da vrijedi za m = 1.

Pretpostavka indukcije. Pretpostavimo da za neki s € N vrijedi:
s—1 s—1 s? s
2 2 s 4 2
Korak indukcije. Pokazimo da vrijedi i sljedeca jednakost:

41+52+...+<4+[;1+2.L;J)8+1:4,(5+1)+3_ {(SZI)ZJ . V;IJ'

Iz pretpostavke (17) slijedi:

w5l o2 [3)), = eers [ 52 (5] wdor 342 5)).,

Na osnovu definicija funkcija pod | -] i strop [-] za m € Z mogu se dokazati

jednakosti:
n+1l| rnj
2 | a2l
n4+1] n
= |— 1
[ 2 2]
n| |n {n"
7|zl

Primijenimo li ih na izraz (18) dobivamo:

e b R e N R
|

Dobivenom jednakosti, po principu potpune indukcije, formula (14) vrijedi za sve
m € N, uz pretpostavku o opcenitosti osciliranja vrijednosti niza promjena
promjene.

Program. Koristec¢i formulu (14), program 3 moze se zapisati u skracenom obliku,
dostupan u poglavlju Programi pod br. 4.

4.4 DODATAK

Dokazali smo ispravnost izraza (11) te pokazali jednu njegovu izvedenicu, (13),
nastalu prosirivanjem izraza u sumu. Za kraj ¢emo spomenuti jo$ jednu izvedenicu
koja proizlazi iz sljedeée jednakosti, pri éemu su n i k prirodni brojevi:

dk n! &
— (") =— 2" " n>k
PR e e TR

df (2 () ek
i \ k) k)T

Zamjenom odgovarajucih izraza u (13) dolazimo do spomenute izvedenice:



=
Tntl = d2i+1 B @
—— m 0 —
; a7 ) G

5 ZAKLJUCAK

Zaklju¢no, ovim radom smo istaknuli vaznost razli¢itih pristupa matematickim
problemima. Konkretno, istrazivanjem drugacijeg pristupa problemu racunanja
kvadratnog korijena dosli smo do nekoliko zanimljivih rezultata, kao Sto su:

(1) Dolazak do opce iteracijske funkcije za priblizno racunanje kvadratnog
korijena, te dokaz njene konvergencije.

(2) Izvodenje Babilonske formule.

(3) Konstruiranje formula zZeljenog reda konvergencije...

Ovim rezultatima takoder potvrdujemo uspjesnost pristupa i provedenog
istrazivanja. Daljnje istrazivanje moglo bi ukljucivati primjenu ovog pristupa na
racunanje bilo kojeg n-tog korijena, te opcéenito primjenu pri rjeSavanju jednadzbi
¢ija su rjeSenja usko povezana s operacijom korijena.

\clearpage

6 PROGRAMI

U ovoj tocki prikazani su programski kodovi koji implementiraju postupke koristene
u radu. Programi su napisani u programskim jezicima C (programi 1, 3 i 4) i Python
(program 2). Njihova je svrha pokazati mogucnost implementacije postupaka na
razumljiv i jednostavan nacin, a ne prikazati optimalan nacin njihove

#include <stdio.h>
#include <math.h>

int main() {

int i, n; // Broja¢ iteracija i ukupan broj iteracija

double a;

double x, x_mnew; // Trenutna i sljedeca procjena...

printf("Unos (a): "); // Unos broja &£iji aproksimirat

scanf("%1£f", &a);

double korijen = sqrt{a); // Referentna vrijednost korijema br. "a“'

printf("Unos (x_68): "); // Unos poéeotne procjene
scanf("¥1£", &x);
printf{"Unos broja iteracija: ");

scanf("%&d", &nj);

for {i = 1 <= mp-3+4) A
x new = 8.5 * (x + Ca J x)); // Babilonska formula
double error = fabs({x_new - korijen); // Racunanje greske
X = X_TNew; f/ Afuriranja procjena

printf("%¥d. iteracija: %.121f - %.3e\n", 1, x, error);
]

return &; // Kraj programa

Program 1: Primjena Babilonske formule (1)



import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

import math

# Onos potfetnih vrijednosti
brF = int(input('"Uncs broja formula: "))
a = float(input{"Unos (a}: "))
1 & = float(input{"Unecs (x_83): "))
# Unos vrijednosti (k), te racunanje aproksimacija
data = [{(ij, (z := (.8 if § == @ else (x * k + a) / (z+k))}), abs(math.
sqri{a) - ), k)
for 1 in range(brF)
for k in [float(input(f"Unos (k) za {i+1}. formulu: "))]
for j in range(6)]

# Razvrstavanje podataka
iteracija, x_stupac, e_stupac, k_stupac = np.array(data).T

k_skup = np.unigue(k_stupac)

# Crtanje grafa
plt.figure(figsize=(164, 7))
width = 6.15
position_crtice = mp.arange(®&, 6)
for i, k in enumerate (k_skup):
mask - k_stupac -—=— k
position_trake = iteracija[mask] + i * width

plt.bar(position_trake, e_stupac[mask], width, label=f'k = [k}")

# Postavljanje oznaka i prikaz grafa

plt.xlabel('Broj iteracije')

plt.ylabel('Greska procjene rjesenja'}
plt.xticks(position_crtice + width * (len(k_skup) - 1) /7 2, «
position_crtice)

plt.legend()

plt.show()

Program 2: Primjena opce iteracijske funkcije (5)



#include <stdio.h=
#include <math.h>
/f Funkcija za rac¢unanje binomnih koeficijenata
void BinomniKoeficijenti({int n, unsigned long long C[1) {
Ccig] = 1;
for (int k = B; 'k < n; k++)
Clk:+1] = C[k] * (o - K) J (k + 1);}
// Funkcija za konsturiranje i ispis formule te prebrojavanje operacija
void EPI(int binom, int exp_x, int exp_a, imnt is_last, int *addCount, +
int *mulCount) {
printf{"%¥d * x+%d * a*¥d", binom, exp x, exp a);
*mulCount += (binom != 1) + {(exp_x > 8 7 axp_x : @) + (exp_a > 0 ? +
exp_a - 1 : -13;
if (tis_last) {
printf(” + "); (TaddCount)++; }

int main() {
int addCount = 8, mulCount = &, divCount = @; // Broja¢i operacija
int m;
print£{"\nlUnos (m): "};
scanf("kd", &m);

unsigned long long C[m + 1];

BinomniKeceficijenti(m + 1, C);

print£("(");

// Konstruiranje €lanova brojnika kojih ima p+1

for (int 1 = 8, p = ceil{m / 2.8); 1 <= p; i++)
KPI({C[i*2], m+#1-2%1, i, i==p, &addCount, &mullount};

printf(") J ( "); divCount++;

/f Konstruiranje €élanova nazivnika kojih ima g+1

for (int & = &, q = floor{m / 2.8); i <= g7 1i++)
FPI(C[i*2+1], m-2*i, i, i-=q, &addCount, &mulCount);

print£{"I\n");

printf{"\nBroj operacija zbrajanja: %d\nBroj operacija mnozenja: &d\—
nBroj operacija dijeljenja: ¥%d\nUkupan broj aritmetickih operacija: %—

dyn", addCount, mulCount, divCount, addCount + mulCount + divCount);

return &;

Program 3: Odredivanje broja aritmetickih operacija formule za neki m



#include <stdic.h>

#include <math.h>

| int main() {
int 5, n, m;
printf("Unos broja formula: "};
scanf("%d", &n);
for (int i = I; 1 <= n; i++) {
printf("\nlUnos (m): ");
scanf("%¥4", &m);
$=4"m+ 37 floor(m *m / 4.8) - 2 7 floor(m / 2.83; // Formula—
ukupnog broja operacija odabrane formule
printf("\nBroj operacija zbrajamja: ¥d'nBroj operacija mnozanja: %d—
“nBroj operacija dijeljenja: l\nUkupan broj aritmetickih oparacija:—
wd\n", m, 5 -m - 1, '5);:
! 1

1 return &:

Program 4: Skraceni oblik programa 3
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Ifiksna tocka preslikavanja () je to¢ka x za koju vrijedi p(z) = z

2Red konvergencije oznacava brzinu kojom se niz priblizava odredenoj vrijednosti.
Ako niz konvergira redom p, to znadi da se greSka u svakom koraku smanjuje
proporcionalno s p-tom potencijom greSke u prethodnom koraku.

3f.unkcija je glatka ako ima sve derivacije bilo kojeg reda u svim to¢kama domene, [2]
3,
-
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