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Sazetak

G- stabilna konvergencija posebna je vrsta konvergencije sluéajnih
varijabli koja predstavlja prosirenje klasi¢ne konvergencije po distribuciji.
G- stabilna konvergencija se pokazala veoma korisnom u teoriji
vjerojatnosti, a primjenjuje se i u drugim podrucjima matematike. Cilj
ovog rada je predstaviti i opisati stabilnu konvergenciju slucajnih varijabli,
predstaviti neka svojstva ove vrste konvergencije te neke njene korisne
posljedice, dodatno ilustrirane primjerima i simulacijama.

Kljuéne rijeci: stabilna konvergencija, mijeSana konvergencija, slaba
konvergencija, Markovljeva jezgra, uvjetna distribucija, konvergencija po
distribuciji.

1 Uvod

Konvergencija nekog niza slucajnih varijabli klju¢an je pojam u podrudju teorije
vjerojatnosti i matematicke statistike. Postoje razli¢ite vrste konvergencije nekog
niza slucajnih varijabli, a osnovne i one najpoznatije su: konvergencija gotovo
sigurno, konvergencija po vjerojatnosti, konvergencija u prostoru L? i
konvergencija po distribuciji. Konvergencija po distribuciji, premda najslabija od
ova Cetiri tipa konvergencije, od velike je vaznosti bududi da pruza uvid u
asimptotsko ponasanje slucajnih varijabli te ima fundamentalnu ulogu u grani¢nim
teoremima s ciljem utvrdivanja ponasanja uzorackih statistika s porastom veli¢ine
uzorka.

Iako se obi¢no iskazuju u terminima konvergencije po distribuciji, mnogi granicni
teoremi uz iste pretpostavke vrijede i u terminima nesto jace vrste konvergencije
sluc¢ajnih varijabli, Sto otvara moguénost dobivanja dodatnih rezultata koji nisu
dostupni putem klasi¢ne konvergencije po distribuciji. Ta se konvergencija naziva
stabilnom konvergencijom sluc¢ajnih varijabli, odnosno opéenitije G-stabilnom
konvergencijom slucajnih varijabli.

Jedna od vaznijih posljedica G- stabilne konvergencije je takozvani generalizirani
Cram\'er-Slutskyjev teorem. Klasi¢na verzija Cram\'er-Slutskyjevog teorema kaze
da ako neki niz slucajnih varijabli (Xn)n konvergira po distribuciji ka slucajnoj
varijabli X te ako neki drugi niz slu¢ajnih varijabli (Yn)n konvergira prema
konstanti ¢, tada i niz (X, Yy ), konvergira po distribuciji i to prema slu¢ajnoj
varijabli ¢X. Vaznost ovog teorema lezi u tome $to pomocu njega ¢esto dolazimo
do vrlo korisnih asimptotskih rezultata. Kada bismo u iskazu teorema konstantu ¢
mogli zamijeniti slu¢ajnom varijablom, tada bismo na isti nacin i u mnogim drugim
situacija mogli do¢i do nekih zanimljivih rezultata. Iako ovaj teorem ne vrijedi
kada je limes konvergencije po vjerojatnosti opcenita slucajna varijabla, ovdje ¢e
nam kao odgovarajuce rje$enje posluziti upravo G- stabilna konvergencija te ¢éemo
uz pomo¢ te generalizirane verzije spomenutog teorema u mnogim situacijama
mocdi doc¢i do Zeljenih rezultata.



2 Definicija i osnovne karakterizacije stabilne
konvergencije

Stabilna konvergencija nekog niza slucajnih varijabli definira se pomocu koncepta
slabe konvergencije tzv. uvjetnih distribucija slucajnih varijabli uz danu o-algebru.
Za pocetak krenimo od pojma slabe konvergencije niza vjerojatnosnih mjera.
Definicija 2.1. Neka su y, 41, 42, - . . konaéne mjere na B(R). Kazemo da niz
(4 ), slabo konvergira prema p ako vrijedi:

lim/gd,un = /gdu, Vg € Cy(R?),

pri ¢emu Cb(]Rd) oznacava skup svih neprekidnih i ograni¢enih funkcija na R?. Tu
w

konvergenciju oznatavamo s i, — U.

Prisjetimo se i definicije konvergencije po distribuciji. Kazemo da niz (Xn)n
sluéajnih varijabli konvergira po distribuciji prema slu¢ajnoj varijabli X ako je

lim Fx, (z) = Fx(z), z € C(Fx), (1)

pri Cemu je F'x funkcija distribucije od X,,, F'x funkcija distribucije od X, a

C(FX) skup svih tocaka neprekidnosti od F'x. Tu konvergenciju oznatavamo s
d

X, — X.

Na relaciju (1) mozZemo gledati i kao na slabu konvergenciju niza funkcija

distribucije (FXn)n prema funkciji distribucije F'x Sto je zapravo ekvivalentno

slaboj konvergenciji niza odgovarajudih vjerojatnosnih mjera koje induciraju ove

slucajne varijable, tj. ekvivalentna je slaboj konvergenciji niza zakona razdiobe

(Px, )» prema zakonu razdiobe od X, Px. Dakle, konvergenciju po distribuciji
d

w
X, — X moZemo zapisati i pomoéu slabe konvergencije: Py, — Px. Kao $to je
spomenuto na pocetku ovog poglavlja, stabilnu konvergenciju ¢emo definirati
pomocu slabe konvergencije uvjetnih distribucija. One su po svojoj strukturi
Markovljeve jezgre.

Definicija 2.2. Preslikavanje K : Q x B(R?) — [0, 1] takvo da vrijedi:
(1) K(w,-) je vierojatnosna mjera na (Rd, B(R))Vw € Q;
(2) K(-, B) je F-izmjerivo preslikavanje, YB € B(R?);

zovemo Markovljevom jezgrom s (2, F) u (R?, B(R?))3.

Skup svih Markovljevih jezgri s (2, F) u (R?%, B(R%)) oznatavamo s

K' = KYF) = K (F,R?). Za o-podalgebru G C F s K}(G) = K!(G,RY) C K*
oznac¢avamo skup svih G-izmjerivih Markovljevih jezgri, to jest Markovljevih jezgri
s (Q,6) u (R, B(RY)).

Definicija 2.3. Neka je (2, F, P) vjerojatnosni prostor, G C Fo-podalgebra od
FiX:0—R? slucajni vektor. Uvjetna distribucija od X uz dano G, Pxg je

Markovljeva jezgra u K (G) za koju vrijedi:

Pyg(-,B) =P(X € B|G), P—gs.zasvakiBe€ BR?). (2)

Gornji izraz mozemo ekvivalentno zapisati i pomocu uvjetnog ocekivanja:
Pxig(-,B) =E (1{xcp|G), P —gs.zasvaki Be BR?). (3)

Za proizvoljan d-dimenzionalni slu¢ajni vektor X definirajmo Markovljevu jezgru
ox : Q x BRY) — [0,1] s dx(w) := dx(w), 0dnosno



1, X(w) e B
0, X(w) ¢ B’
Takvu Markovljevu jezgru nazivamo Diracovom jezgrom slu¢ajnog vektora X.

Prije same definicije G-stabilne konvergencije, spomenimo jo$ da je uvjetna
distribucija IP’X‘g karakterizirana tzv. Radon-Nikodymovim jednadzbama:

JX(w, B) = ‘SX(w) (B) = 1{X(w)€B} = { Be B(Rd)

/ Pxo(w, B)P(w) = P(X {(B)NG), VG € G,B e BRY. (4
G

Definicija 2.4. Neka je G C F o-podalgebra of F. Za niz (X,), d-
dimenzionalnih sluéajnih vektora kaZzemo da konvergira G-stabilno ka slu¢ajnom
vektoru X : Q — R? ako vrijedi:

w
PX"|g — PX‘g

kada n — o0, odnosno ako vrijedi:

i /[ £()h(a)Px; ol d2)aBw) = [ F@)h(e)Pro(w,de)ab(w)

za svaku apsolutno integrabilnu i F-izmjerivu funkciju f € c (2, P) te svaku
funkciju h € Cy(R?). Pigemo: X,, — X G-stabilno.

U sluéaju da grani¢na uvjetna distribucija ]P’X|g ne ovisi o w € (), tada kazemo da
niz (X, ), konvergira G-mije$ano prema slu¢ajnom vektoru X. Drugim rije¢ima,
to znati da je Px|g = Px, 3to je ekvivalentno s time da su o(X) i G nezavisne.

JF -stabilnu i F-mijeSanu konvergenciju krace zovemo stabilnom i mijeSanom
konvergencijom.

Za slu&ajan vektor X : © — R? i Borel-izmjerivu funkciju h : RY — R, takvu da je
h(X) € £ (Q,P), vrijedi:

BH(X)0) = | h@)dPxg(a). 5)
Naime, za h = 1, B € B(R?) vrijedi

B(15(0/0) 2 Pxo(,B) = [ dPrgla) = [ 1n(e)dPrgl,a).

Sada se ova relacija pomocéu Lebesgueove indukcije! lako prodiri na sve izmjerive
funkcije takve da je h(X) € L' (Q,P).
Jednakost (5) sada daje:

//f z)Px|g(w, dz)dP(w /f /h z)Px|g(w, dz)dP(w) =

E[h(X)|G)(w)
/ F(@)ER(X)|G)(w)dP(w) =
=E(fE[h )|g]),

prema tome G-stabilnu konvergenciju moZemo ekvivalentno zapisati na sljededi
nacin:

111?1E(fE[h(Xn)|g]) = E(fEX)|G), VfeL'(QP), heC(RE,

P(NF)
(F)
zovemo uvjetnom vjerojatnosnom mjerom uz dano F'. Nadalje, IF’F oznacava
uvjetnu vjerojatnosnu mjeru obzirom na zakon razdiobe Px slu¢ajnog vektora

Za F € F, takav da je P(F) > 0, definiramo Pp := P(-|F) = . Tu mjeru



X :Q — R? uz dano F, P%(B) = Pr(X~1(B)), za B € B(R?).

Idudi teorem sadrzi osnovne karakterizacije G- stabilne konvergencije koje u
mnogim slucajevima olakSavaju dokaze vezane uz ovu vrstu konvergencije. Sve
tvrdnje ovog teorema zapravo su posljedica nesto opcenitijeg teorema koji se
odnosi na karakterizacije slabe konvergencije Markovljevih jezgri.

Teorem 2.5. Neka su X,,, X d-dimenzionalni sluajni vektori, n € N, £ C G
familija zatvorena na konacne presjeke takva da je Q € £ i a(€) = G.

Tada su sljedece tvrdnje ekvivalentne:

(i) X, — X G-stabilno;
(i) lim, Efh(X,) = Efh(X) za svaki f € L' (Q,G,P) i h € Cy(RY);

(iif) Qx, 1> Qx za svaku vjerojatnosnu mjeru Q na F takvu da je Q < P i
dQ/dP je G-izmjeriva;

(v) IP’?” 4 P% za svaki F € £ takav da je P(F) > 0;

(v) lim, [ g(w, X, (w)) dP(w) = [ g(w, X(w)) dP(w) za svaku izmjerivu i
ograni¢enu funkciju g : (2 x R%, G ® B(R?)) — (R, B(R)) takvu da je
g(w,-) € Cy(R?) za svaki w € Q;

(vi) (X5,Y) — (X,Y)G-stabilno za svaki G-izmjeriv slucajni vektor Y s
vrijednostima u R™;

B B
(v (Xn,1p) = (X,1Fp) za svaki F € €.

Sli¢ne ekvivalencije vrijede i za G- mije$anu konvergenciju, a one su upravo
posljedica ekvivalencija iz prethodnog teorema. Dokaz ovog teorema i ostalih
tvrdnji spomenutih u ¢lanku mogu se nadi u [14].

2.1 Svojstva G-stabilne konvergencije

Najprije ¢emo analizirati odnos G-stabilne konvergencije i nekih osnovnih tipova
konvergencije slucajnih varijabli.

Nije tesko pokazati da vrijedi sljedeéa implikacija:

d
X, — X G-stabilno = X,, — X.

Dokaz. Ako pretpostavimo da X,, — X G-stabilno, tada po definiciji G-stabilne
konvergencije vrijedi:

m E(f B[A(X,)|9)) = E(fER(X)|G]), VS € L (Q,P), h € Cy(RY).

Bududi da gornja jednakost mora vrijediti za svaku funkciju f € £} (Q,P),
specijalno mora vrijediti i za f = 1g, iz ¢ega slijedi:

lim E(E[h(X)|6]) = E(EA(X)|G]), Vh € Cy(RY),
pa zbog svojstva uvjetnog o&ekivanja E(E[h(X,)|G]) = Eh(X,) slijedi
limEA(X,) = Eh(X), Vh € Cy(R?).

Prethodnu relaciju sada mozemo ekvivalentno zapisati pomocu integrala po
odgovarajué¢im zakonima razdiobe Py i Px:

lim/hdIP’X" = /h dPx, Vh e Cy(R?).

d
iz ¢ega vidimo da vrijedi X,, — X. |

Na analogni nadin se pokaze i da G-mije$ana konvergencija povladi konvergenciju



po distribuciji.

U sluaju trivijalne o-podalgebre G = {0, Q}, vrijedi Px, g = Px,, Vn € N i
Pxig = Px pa G-stabilna konvergencija postaje ekvivalentna konvergenciji po
distribuciji.

Takoder, ekvivalenciju G-stabilne konvergencije i konvergencije po distribuciji
dobivamo i u sluéaju da su slucajni vektori X,,, X, n € N nezavisni od G, to jest
ako su o-algebre o(X,,) i 0(X) nezavisne od G za svaki n € N. Ova tvrdnja
trivijalno slijedi iz ekvivalencije

Py =Px <= o(X)ig sunezavisne.

Dokaz. Familije 0(X) i G su nezavisne ako vrijedi:
P(X1(B)NG) =P(X}(B))P(G), VBecBR?,Gcg.

S druge strane, iz Radon - Nikodymovih jednadzbi (4) za IP’X‘g imamo:
/ Px|g(w, B)dP(w) = P(X'(B)NG), VG € §,B e B[RY).
G

Ako pretpostavimo da je Pxg = Px, tada je

/ Px|g(w, B)dP(w / / 15(z)Pxg(w, dz)dP(w / / 15(z)dPx (z)dP(w) =
_ /G Px(B)dP = Px(B)P(G) = (B))P(G).

Tvrdnja sada slijedi kombiniranjem prethodne tri relacije i g.s. jedinstvenosti
uvjetne distribucije Pxg. [ ]

G- stabilna konvergencija opéenito ne povladi konvergenciju po vjerojatnosti niti
vrijedi obrnuti slu¢aj. Medutim, u slu¢aju da je X G-izmjeriv slu¢ajni vektor ove
dvije konvergencije postaju ekvivalentne, odnosno vrijedi:

P
X, — X G-stabilno — X, — X. (7)

Dokaz.
(1) [[=]] Pretpostavimo: X, — X G-stabilno.
Definirajmo funkciju g : @ x R - R s g(w, ) := d(z, X(w)) A 1. Funkcija
gije G ® B(R)-izmjeriva i g(w,-) € Cy(R?), Yw € Q. Teorem 2.5. (i) = (V)
sada povladi:

- / glw, X, () dP(w) = / 9w, X(@) dP).  (8)

Koriste¢i prethodnu jednakost, pokazimo da niz (X,,), konvergira po
vjerojatnosti ka X. Imamo:



lim E(d(X,,, X) A1) = lim / (d(X, (@), X(w) A 1)dP(w) =

— lim / 9(w, X, (w))dP(w) =

® / glw, X(w)) dP(w) =

~ [, X(@) A 1dp(w) -
=0.
Prethodna relacija je ekvivalentna s

Ve>0 limP(d(X,,X)>¢€) =0,

P
Dakle, X,, — X.
P
(2) [[<=]] Pretpostavimo sada da vrijedi X;,, — X, to jest Ve > 0 je

limP(d(X,,X) >¢€) =0.

Neka je ) proizvoljna vjerojatnosna mjera na F takva da je Q < P i dQ/dP
je G-izmjeriva. Bududéi da je moguce uzeti monoton podniz niza
({d(X,,, X) > €}),, moze se pokazati da zbog Q < PP vrijedi i

liénQ(d(Xn,X) >€) =0,

Q
odnosno X,, — X. Konvergencija po vjerojatnosti povlaci slabu
konvergenciju pripadnih vjerojatnosnih mjera pa konacno dobivamo:
w

Qx, — Qx . Kako je mjera () bila proizvoljna, iz Teorema 2.5 (iii)=>(i) slijedi
da X,, — X G-stabilno.

Ako u ekvivalenciji (7) G-stabilnu konvergenciju zamijenimo konvergencijom po
distribuciji, ekvivalencija ¢e vrijediti samo u slucaju X = c g.s.

Bududi da trivijalna o-algebra G reducira G-stabilnu konvergenciju do
konvergencije po distribuciji, a J(X) C G ju ¢&ini ekvivalentnom konvergenciji po
vjerojatnosti, na G- stabilnu konvergenciju mozemo gledati kao na tip
konvergencije "izmedu" konvergencije po distribuciji i konvergencije po
vjerojatnosti. Dijagram odnosa osnovnih tipova konvergencije sada mozemo
upotpuniti kao sto je prikazano na slici dolje.
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Slika 1: Dijagram odnosa osnovnih tipova konvergencije.

3 Posljedice i primjena G-stabilne konvergencije

Kao Sto je spomenuto u uvodnom dijelu, stabilna konvergencija ¢e nam omoguditi
nesto opcenitiju verziju Cramér-Slutskyjevog teorema. Za poCetak promotrimo
klasi¢nu verziju ovog teorema:

Teorem 3.1. (Cramér-Slutsky [12]) Neka su (X,,)n i (Y,)n nizovi realnih
slu¢ajnih varijabli i X realna sluc¢ajna varijabla. Pretpostavimo da su sve one
definirane na istom vjerojatnosnom prostoru (2, F,P) te neka je ¢ € R. Tada
vrijedi:

d P d
X, =X, Y, -c = X,Y, —cX.

Ovaj teorem predstavlja vrlo koristan alat za dobivanje razlicitih asimptotskih
rezultata. To mozemo lako vidjeti na primjeru klasi¢nog centralnog grani¢nog
teorema:

Neka je(X,), niz nezavisnih, jednako distribuiranih slu¢ajnih varijabli s
ocekivanjem p € R te s kona¢nom varijancom o? e (0, +00). Tada vrijedi:
X,

T_“ﬁ % N(0,1). 9)

Niz procjenitelja (&i)n od o2, definiran s c}i = %22:1 (X — Yn)z, n € N je
g.s

jako konzistentan niz procjenitelja, to jest vrijedi &721 — o2,
Stoga, iz (9) i Cramér-Slutksyjevog teorema slijedi

Xn 2k w4 N, ).

On

Sada je jedina nepoznanica parametar oéekivanja u, stoga nam prethodna relacija
daje da je niz procjenitelja za p, (Xn)n asimptotski normalan s oekivanjem p i



~2
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varijancom —*. Ovakav nam je rezultat veoma koristan buduci da iz njega sada

mozemo donositi zaklju¢ke o asimptotskom ponasanju niza aritmetickih sredina
slu¢ajnih uzoraka ili, primjerice, konstruirati intervale pouzdanosti za parametar .

Ovdje smo mogli upotrijebiti klasi¢can Cramér-Slutskyjev teorem bududi da je limes
konvergencije gotovo sigurno konstanta 02, a buduc¢i da konvergencija gotovo
sigurno povlaci konvergenciju po vjerojatnosti, zadovoljene su sve pretpostavke
teorema. Medutim, u mnogim situacijama to nece biti slucaj.

Iako Cramér-Slutskyjev teorem ne vrijedi ako grani¢nu konstantu zamijenimo
slu¢ajnom varijablom, upravo ¢e se stabilna konvergencija pokazati kao
odgovarajuce rjeSenje u mnogim takvim situacijama. Konkretno, sljedeéi teorem
nam omogucuje tzv. generaliziranu verziju Cramér-Slutskyjevog teorema.
Teorem 3.2. Neka su X, X d-dimenzionalni slu¢ajni vektori, X,, — X G-
stabilno te neka su'Y,,,Y m-dimenzionalni sluéajni vektori pri éemu je d,m € N.
Tada vrijedi:

(i
(i)

P
Neka je d = m. Ako || X, — Y,|| — 0, tada Y,, — X G-stabilno.

P
Ako Y, — Y iY je G-izmjeriva, tada (X,,Y,) — (X,Y) G-stabilno.

(i) Ako je g: R? — R™ Borel-izmjeriva i Px-g.s. neprekidna funkcija, tada
9(X,,) — g(X) G-stabiino.

Pretpostavimo da su (X,,), i (¥,). nizovi realnih slu¢ajnih varijabli takvi da
P

X, — XG-stabilno te Y;, — Y, gdje je Y G-izmjeriva slucajna varijabla. Prema
tvrdnji (i) slijedi da (X, Y,) — (X, Y)G-stabilno, a zatim iz tvrdnje (iii) slijedi
XY, — XY G-stabilno.

Dakle, vrijedi generalizirana verzija Cramér-Slutskyjevog teorema:

Teorem 3.3. Neka su (Xy,), i (Yy)n nizovi realnih slu¢ajnih varijabli, X i Y’
realne sluéajne varijable te neka je Y G-izmjeriva. Pretpostavimo da su sve one
definirane na istom vjerojatnosnom prostoru (Q, F, IP’). Tada vrijedi:

P
X, - X G-stabilno i Y, —-Y — X,Y, — XY G-stabilno.

Ovaj ¢emo rezultati primijeniti na idu¢a dva primjera te time demonstrirati njegovu
znacajnost.

Primjer 3.4. (Galton - Watsonov proces grananja) Neka je (Y;");, familija
nezavisnih jednako distribuiranih slucajnih varijabli definiranih na vjerojatnosnom
prostoru (2, F,P) s vrijednostima u Z_, pri ¢emu je i,m > 1. Niz (Z,)n>0
definiran s Zy := 1 te

7 _:{Yl"Jr---qLYZ’il, akoje Z,-1 >0

0, inage

,neN

zovemo jednostavnim ili Galton-Watsonovim procesom grananja. Z,
interpretiramo kao broj jedinki u n-toj generaciji, a Y;" kao broj potomaka u n-toj
generaciji nastao od ¢-tog potomka iz prethodne generacije.

Slucajne varijable Y."*, Y11 i Z1 su jednako distribuirane za svakin € N,

Yo"~ Y11 ~ Z1.S p éemo oznaditi oéekivani broj potomaka jedne jedinke, to jest
uw= ]E(Yz”) = [E(Z1). U ovom primjeru je u parametar od interesa, a cilj je
definirati neki niz procjenitelja za p te analizirati njegovo asimptotsko ponasanje.

Lako se pokaze da je ocekivani broj potomaka u n-toj generaciji

E(Z,) = u"
Dokazi ove i drugih opcenitijih tvrdnji na koje se pozivamo u ovom primjeru mogu
se pronadi u [18].

Dodatno ¢emo pretpostaviti da je i > 1 te da vrijedi lim,, Z, = +o00 g.s.
Definirajmo sada slu¢ajni proces X = (X,,), s



Ovako definiran slucajni proces je nenegativan martingal, a za takve slucajne
procese vrijedi da konvergiraju gotovo sigurno prema nekoj slucajnoj varijabli X
konacnog ocekivanja. Dakle, imamo

].ian :XOO g. S. (10)

Sada iz Teoplitzove leme [16] primijenjene na (10), uz malo dodatnog
raspisivanja, slijedi

B
117111175 Zi1=Xsw g5 (11)
=1

Oznacdimo s

ﬂ(H) - Z?Zl Zl
" Z?:l Zi1

procjenitelj od p. Taj procjenitelj se naziva Harrisov procjenitelj od p. Moze se
pokazati da je ([L;H)
P

A9, vidi [11].
Za ovaj niz procjenitelja se uz pomo¢ stabilne konvergencije pokazuje da vrijedi

sljedec¢e ([10]):

)n konzistentan niz procjenitelja od u, to jest da vrijedi

-
2

_1
— B (A ) 5 06X’ N Foo-stabilno, (12)
(k—1)>
pri cemu je Foo = 0 (U;::(’) ]-"n), a F, je o-algebra generirana jednostavnim
procesom grananja do n-te generacije, to jest JF,, = O'(XO, Xi,... ,Xn), n €N,

N ~ N(0,1) i N je nezavisna od Fy.

Buducdi da stabilna konvergencija povlaci konvergenciju po distribuciji, vrijedi i
sljededi rezultat

K - 3
W(H(H) —p) = 0X” N. (13)
l’l’_ 2

Medutim, kako niz u gornjoj relaciji sadrzi nepoznati parametar p u slozenom
obliku te je grani¢na distribucija nepoznata, ne moZzemo puno reci o asimptotskim
svojstvima niza procjenitelja (ﬂle))n Ako pogledamo relacije (11) i (13), prirodno
se namece ideja o koristenju Cramér-Slutskyjevog teorema, ali kako je limes u
(11) slucajna varijabla, ne moZemo iskoristiti klasican Cramér-Slutskyjev teorem.
Ipak, u ovom slucaju mozemo primijeniti generaliziranu verziju tog teorema na
relacije (11) i (12) te na taj nacin doci do Zeljenog rezultata:

<Z Zj1> ([LilH) —pu) - oN F,,-mijesano
=1

te posljedi¢no

" : ]
(Z z“) (@) = p) = oN(0,1).
j=1

)n je asimptotski normalan niz procjenitelja s oekivanjem p i
g

—.
(Z?zl ZH) 2

Ilustrirajmo ovaj rezultat simulacijama.

Definirajmo familiju nezavisnih jednako distribuiranih slucajnih varijabli (Y;n)z,n na
sljededi nacin:

Dakle, (ji\)

standardnom devijacijom



Y=V 42 i>1,n>1,

pri cemu je (Vl")l,n niz nezavisnih jednako distribuiranih slucajnih varijabli s
Poissonovom razdiobom V" ~ Pois(1.5), i,n > 1.
Definirajmo sada jednostavni proces grananja (Z,)n>0 pomocu familije (Y;"). Iz

svojstava matematickog ocekivanja i varijance lagano slijedi
p=EY") =EV"+2)=EV")+2=15+2=35
te
o? = Var(Y;") = Var(V;" + 2) = Var(V,") = 1.5.

Nadalje, buduci da Y;" predstavlja broj potomaka jedne jedinke, Y;" po svojoj
definiciji poprima vrijednosti u skupu {2, 3, ...} za svaki ¢,n € N pa ée u svakoj
generaciji broj jedinki biti nuzno vedi od broja jedinki prethodne generacije. Dakle,
populacija beskonacno raste te su zadovoljene sve pretpostavke s pocetka ovog
primjera.

Generirat cemo n = 100, 500 i 1000 uzoraka koji predstavljaju proces grananja
(Zy)n do generacije N = 15 (populacija jako brzo raste pa je ve¢ u petnaestoj
generaciji ukupan broj jedinki u populaciji reda veli¢ine 107 odnosno 108), te
¢emo za svaki uzorak izraCunati Harrisov procjenitelj /155[) parametra y.

Ocekujemo da ¢e s porastom broja generiranih trajektorija procesa grananja
uzorak pripadnih Harrisovih procjenitelja postajati sve "normalniji".

Za n = 100 generiranih trajektorija procesa grananja dobivamo uzorak od 100
(H)
N,n

tim uzorkom daje p-vrijednost od 0.1198, stoga ne odbacujemo nultu hipotezu o
normalnosti uzorka niti na jednoj standardnoj razini znacajnosti.

Histogram realizacija uzorka procjenitelja prikazan je na Slici 2 zajedno s
funkcijom gusto¢e normalne razdiobe s procijenjenim parametrima ocekivanja i
standardne devijacije te s procijenjenom funkcijom gustoce.

Harrisovih procjenitelja (i . )n, 7 = 1,...,100. Lillieforsov test proveden nad
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Slika 2: Distribucija Harrisovih procjenitelja za n = 100.

Iz slike je jasno da histogram dobro prati graf funkcije gusto¢e normalne razdiobe,
(H)

a osim toga aritmeticka sredina uzorka (fty

)n iznosi 3.500007 Sto je gotovo



jednako egzaktnoj vrijednosti parametra p koja je jednaka 3.5. Nadalje, ako za
svaku od 100 generiranih trajektorija procesa grananja odredimo vrijednost od

o/ /Zj.vzl Zj_1 te potom uzmemo aritmeticku sredinu tih vrijednosti, ona iznosi
0.000184, sto je priblizno jednako uzorackoj standardnoj devijaciji niza (ﬂ%?t)n
koja iznosi 0.000178. Dakle, za 100 generiranih trajektorija procesa grananja do
15-te generacije, distribucija realizacija Harrisovih procjenitelja je priblizno
jednaka N (3.5, 0.0001842). Ocekujemo da ¢e za n = 500 distribucija uzorka
Harrisovih procjenitelja biti jos bliza normalnoj razdiobi.

Za n = 500 p-vrijednost Lillieforsovog testa je nesto veca od p-vrijednosti u

prethodnom slucaju, i iznosi 0.1876. Dakle, ponovo ne odbacujemo pretpostavku
normalnosti.

Histogram prikazan na Slici 3 jo$ bolje prati graf funkcije gusto¢e normalne
razdiobe s procijenjenim parametrima, a oni su ponovo jako blizu oc¢ekivanim

vrijednostima: aritmeti¢ka sredina uzorka (/Q%Ii)n iznosi 3.500008, a standardna
devijacija je jednaka 0.000175.

30

25 |

)

20 / \
I=
[}
S 15
(<o}
o

S
TN N

3.4994 3.4996 3.4998 3.5000 3.5002 3.5004 3.5006 3.5008
mu_est
| Curves Normal(Mu=3.5 Sigma=0.0002) Kernel(c=0.79) |

Slika 3: Distribucija Harrisovih procjenitelja za n = 500.

Promotrimo jo$ slucaj kada je n = 1000. Ponovo, ne odbacujemo pretpostavku
normalnosti (p-vrijednost Lillieforsovog testa iznosi 0.215). Izgled histograma,
prikazan na Slici 4, upucuje na jo$ ve¢u normalnost u podacima nego ranije.

Dakle, mozemo zakljuciti da s porastom duljine uzorka procesa grananja,
distribucija pripadnih realizacija Harrisovih procjenitelja postaje sve bliza

normalnoj distribuciji s parametrima p i U/,/Zj.v:l Zj_l.
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Slika 4: Distribucija Harrisovih procjenitelja za n = 1000.

Jos jedna vazna posljedica stabilne konvergencije je verzija centralnog grani¢nog
teorema za martingale. Ta je generalizacija nadahnuta Lindebergovom verzijom
centralnog grani¢nog teorema koja ne zahtijeva jednaku distribuiranost sluc¢ajnih
varijabli, ve¢ samo nezavisnost te da vrijedi tzv. Lindebergov uvijet.

Uvjetna verzija Lindebergovog uvjeta ima klju¢nu ulogu u stabilnom martingalnom
centralnom grani¢nom teoremu.Taj ¢emo teorem iskazati za slucajni proces
X = (Xn)n definiran s

Xn:=Y, Y, 1, ncN,

pri ¢emu je (Y3 )n>0 martingal adaptiran obzirom na filtraciju F. Takav slucajni
proces X zovemo nizom martingalnih razlika. Za njega vrijedi:

E(Xn+1’fn) =0g.s.

za svakin > 1 te je i sam adaptiran obzirom na filtraciju F.

Teorem 3.5. (Stabilni martingalni centralni grani¢ni teorem [10]) Neka je

X = (Xy)r niz martingalnih razlika adaptiran obzirom na filtraciju F = (F,),>0 te
neka je (an)n niz pozitivnih realnih brojeva takav da a, — +oc.

Ako su zadovoljeni uvjeti:

(i) 1 n X2 F 72.
pry k1 Xip = 2%
(i) %E (max;<p<n | Xk|) = 0 kada n — +00;
ili ako je (Xk);c kvadratno integrabilan slucajni proces te vrijede uvjeti: [label=
(\roman¥*)]
() 1 s B (X2|F ) — 2%
E k=1 k k—1 7

. P
(iv) é v E (X2 x5} | Feo1) = 0, Ve >0 (uvjetni Lindebergov

uvjet),;
tada vrijedi:
1

an

Y X}, — ZN  F.-stabilno,
k=1

pri emu je Z neka nenegativna realna slucajna varijabla te N ~ N(0,1)
nezavisna od Foo.



Ovaj teorem ima brojne zanimljive posljedice, a jedna od njih dana je u sljede¢em
primjeru.

Primjer 3.6. Neka je X = (Xn)n niz martingalnih razlika adaptiran obzirom na
prirodnu filtraciju F* = {F? : n > 0} od X, gdje je FY = {0,9Q},

F) =o(Xy,...,X,). Oznatimo Fo = 0 (UZO:O .7:,?). Pretpostavimo da je X
stacionaran slucajni proces, to jest da za svaki k > 1 i svakin > 1 vrijedi:

(Xl" . 'an) g (Xn+1,' . 'aXn+k),

te da je X1 € £'(Q,P).
Pod ovim pretpostavkama, iz tzv. Birkhoffove verzije Ergodskog teorema [19]
slijedi

13 g.s.
~ Y X — E(X}?|Ix), (14)
k=1

pri ¢emu je Zx invarijantna o-algebra obzirom na slu¢ajni proces X, to jest Zx je
o-algebra inducirana invarijantnim skupovima obzirom na operator pomaka

N
S:RY 5 RY, S((20)n) = (Zng1)n-
Ako stavimo a,, = \/7_1,, n € N, tada iz (14) odmah slijedi da je zadovoljen uvjet

1
(i) iz Teorema 3.5, uz Z = E(X?|Zx)>. Pokazimo da vrijedi i uvjet (ii). Naime, jer

je X,, ~ X1, n € N, za svaki € > 0 po teoremu o dominiranoj konvergenciji
vrijedi:

n—oo

1 = 2 2
~ Y EXRxseymy) = E(XLxse m) — 0,
k=1
iz ¢ega dalje slijedi
1 S | 1
- < = 2 < = 2
(e (e ) =2 (e t) = 02 (s Xitonsem )

1
+_E (max X21{|Xk|<€\/7_l}> =

n 1<k<n

<é’n

n n—00

1 2
< = E(Xxizem) T € —0,
g}
jer je € > 0 proizvoljan.
Dakle, prema Teoremu 3.5 vrijedi:

1 & s
7 Y X, = E(X}|Zx)* N Fio-stabilno. (15)
k=1

Jerje Ix C Foo, E(X2|Zx) je Ix- izmjeriva pa i Fo - izmjeriva slu€ajna

varijabla. Stoga mozemo primijeniti generalizirani Cram\'er - Slutskyjev teorem na
(14) i (15) iz ¢ega dobivamo

n T2 0n
(Z X,f) X, — N F,-stabilno,
k=1 k=1

(5]

Pogledajmo ovaj rezultat na konkrethom primjeru.

odnosno

o=

n d
> X, — N(0,1). (16)
k=1



Neka je X = (Xn)n niz nezavisnih jednako distribuiranih slucajnih varijabli,
X, ~ N(0,0%),n > 1. Za niz X vrijedi:

E(Xn1|Fy) = E(Xpialo(X1, .o, Xn)) = E(Xp1) =0 gss.

za svakin > 0, pri ¢emu predzadnja jednakost slijedi zbog nezavisnosti niza
(Xn)n-

Dakle, X je niz martingalnih razlika koji je uz to i stacionaran Gaussovski slu¢ajni
proces buduci da zbog nezavisnosti i normalnosti, za n > 0 vrijedi:

(Xky- ooy Xiyn) ~N(p, 2), VE>1,
n = (0,...,0), Y = (Eij)ij: EZ‘J’ = COV(Xi,Xj) =0z 7éjte Yii = 0'2.

Neka je o = 2. Generirat ¢emo n = 100, 500 i 1000 slu¢ajnih uzorka iz N(0, 2)
razdiobe duljine 100 te za svaki od njih odrediti vrijednost statistike

1
S = (ZZ:1 X,f) 2 > % 1 Xk. Prema relaciji (16), taj bi uzorak s porastom n-a
trebao sve bolje pratiti N(0,1) razdiobu.
U prvom sluéaju dobivamo uzorak (s, ), duljine 100. P-vrijednost Kolmogorov -
Smirnovljevog testa iznosi 0.8439, stoga zaklju¢ujemo da ne mozemo odbaciti
pretpostavku normalnosti promatranog uzorka. Na Slici 5 primje¢ujemo da oblik
histograma dobro prati graf funkcije gustoée standardne normalne razdiobe, dok
se tocke na QQ-grafu relativno dobro grupiraju oko pravca, iako postoje
odstupanja na rubovima. Premda primjecujemo prisutnost normalnosti u
podacima, ta normalnost nije izrazito blizu idealne standardne normalne razdiobe.
Nadalje, koeficijenti asimetrije i spljoStenosti su blizu nule, sto dodatno sugerira da
je ponasanje uzorka u velikoj mjeri normalno.

Distribution of S Q-QPlotfor s
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Analysis Variable : S S

Mean std Dev | Skewness | Kurtosis N

-0.0262696 | 0.9795651 | -0.0950039 | 0.4148756 | 100

Slika 5: Histogram, QQ-graf, deskriptivne statisticke mjere za n = 100.

Poveéajmo sada broj generiranih uzoraka na 500 na nacin da prvih 100 uzoraka
ostane isto kao ranije te se generira novih 400 uzoraka. Isti princip se primjenjuje
u slucajevima s jos veéim brojem uzoraka.

Pogledajmo sada je li distribucija uzorka s1, ..., S500 nesto bliza nomalnoj



distribuciji u odnosu na uzorak duljine 100.

U ovom slucaju je p-vrijednost Kolmogorov-Smirnovljevog testa 0.7156 pa ponovo
ne odbacujemo pretpostavku normalnosti. Koeficijenti asimetrije i spljostenosti su
bliZi nuli nego u proslom slucaju, Sto sugerira nesto ve¢u normalnost. To nam
potvrduje i izgled histograma i QQ-grafa prikazanih na Slici 6. Pove¢anjem broja
generiranih uzoraka dobili smo distribuciju nesto blizu nomalnoj.

Distribution of S Q-QPlotfor s
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Analysis Variable : S S

Mean std Dev | Skewness Kurtosis N

0.0249777 | 0.9779948 | -0.0619383 | -0.0286164 | 500

Slika 6: Histogram, QQ-graf, deskriptivne statisticke mjere za n = 500.

1z posljednjeg primjera vidimo da smo s pove¢anjem broja generiranih uzoraka
dodatno poboljsali normalnost uzorka (s, ). P-vrijednost Kolmogorov-
Smirnovljevog testa ostaje visoka i iznosi 0.9235, a koeficijenti asimetrije i
spljostenosti su jo$ blizi koeficijentima standardne normalne razdiobe, dok izgled
histograma i QQ-grafa ukazuje na jos ve¢u normalnost u podacima nego prije.
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Slika 7: Histogram, QQ-graf, deskriptivne statisticke mjere za n = 1000.

Dakle, primjec¢ujemo da se rezultati poboljSavaju porastom broja generiranih
uzoraka. Drugim rije¢ima, u slucajevima s vise podataka, distribucija djeluje bliza
standardnoj normalnoj distribuciji u usporedbi s prethodnim situacijama, Sto je u
skladu s ocekivanjima temeljenima na relaciji (16).

U zadnjem primjeru ¢emo promatrati centralni grani¢ni teorem. Preciznije, pokazat
¢emo da klasican CGT vrijedi i u sluCaju stabilne odnosno mijesane konvergencije.
Nadalje, vidjet ¢emo da uz pomoc¢ stabilne konvergencije moZzemo pokazati da
postoji lim, P(X, <Y) kada je Y prava slucajna varijabla, to iz konvergencije
po distribuciji nije moguce dobiti, te ¢emo pokazati cemu je taj limes jednak.

Primjer 3.6. (Klasi¢ni stabilni centralni grani¢ni teorem)

a) Neka je (Z,), niz nezavisnih realnih slu¢ajnih varijabli na (Q2, 7, P), (b,), niz
u R, (an)n niz pozitivnih realnih brojeva takav da a, — -+o0 te X neka slucajna
varijabla.

Definirajmo niz (X5,), slu€ajnih varijabli s X, := % (E?:l Z; — bn) , neN.
Pretpostavimo da vrijedi:
X, - X.
PokaZimo da tada vrijedi i
X, — X mijesano.
Nekaje G=0(Zn: n>1)iE=Up10(Z1,...,2Zk). € je algebra za koju
vrijedi o(€) = G. Takoder, X,, € G za svakin € N.

Neka je F' € & proizvoljan takav da je P(F') > 0. Tada postoji k € N takav da je
Feo(Z,...,Z).

Definirajmo niz slu&ajnih varijabli (Y,), s



1 n
Y, ;:—<Z Zj—bn) , n> k.
n \ Sk
Vrijedi:
1 k n—00
| Xn — Y, = —ZZJ- ——0 naf. (17)
a
n 01
d d
1z X, — Xil|X, Y, — 0slijedi Y, = X.
Nadalje, 0(Z1,...,2Zk) i 0(Zn : n > k+ 1) su nezavisne o-algebre, stoga je

P} = Py,.

d w w
1z Y, — X slijedi Py, — Px, a iz prethodne relacije IP’?" — Py.
Jer je F' € & bio proizvoljan, iz Teorema 2.5. (iii)=(i) slijedi Y, — X G-mijeSano.
Iz toga i (17), prema Teoremu 3.2. (i), slijedi X,, — X G-mijesano. Konacno, jer
su X, G-izmjerive za svaki n € N, vrijedi Px,ig = Px, 7. Prema tome, vrijedi:

X, — X mijesano.

b) Neka je sada (Zn)n niz nezavisnih jednako distribuiranih realnih sluc¢ajnih
varijabli s ofekivanjem p i varijancom o? e (0, +oo). Definirajmo niz slucajnih
varijabli (X,,), s

1 n
Xn = — (Zj—,u),nEN.
=3
Prema klasicnom CGT-u, vrijedi:

d
X, — N,

za N ~ N(0, 02). Ako s F'yy oznacimo funkciju distribucije sluc¢ajne varijable N,
tada gornju relaciju mozemo zapisati na sljedeci nacin:

limP(X, <z) = Fn(x), Vz € R.

Dakle, za bilo koji realan broj z € R, niz (P(X,, < z)),, konvergira prema broju
FN(.’L') S druge strane, ako realan broj z zamijenimo slu¢ajnom varijablom
Y : Q@ — R, nije odmah jasno konvergira li niz (P(X,, <Y)), iako da, prema
¢emu. Odgovor na ovo pitanje dat ¢e nam stabilna konvergencija.
d

Uocimo, iz X,, — N prema dijelu a) slijedi

X, — N mijesano.
Neka je Y proizvoljna realna sluc¢ajna varijabla. Tada nam Teorem 2.5. daje

(Xn,Y) — (N,Y) G-stabilno,
iz ¢ega slijedi
d

(X,,Y) = (N,Y). (18)
Definirajmo skup D = {(z,y) € R? : = < y}. Skup D je Borelov skup &iji je rub
0D skup mjere 0, pa prema teoremu Portmanteau [16] o karakterizacijama slabe
konvergencije vjerojatnosnih mjera slijedi

lim Py, v) (D) =Py (D).

Dakle, vrijedi



hmIP’(X <Y)= hmIP’(X v)(D) =Py (D) = /]P’N( y )Py (dy) =
// 1p(z, 9)Py (dz)Py (dy) = / - / Py (dz)Py (dy) = / " Py ((—o0 )Py (3),

pri ¢emu treéa jednakost slijedi iz Fubinijevog teorema. Sada, uz funkciju
distribucije F'y(g,,2) normalne N(0, 02) razdiobe, gornji izraz kona¢no moZemo
zapisati kao

+00

limP(X,, <Y) = / Fno,02) (y)dPy (y) = /Q Fn0,02)(Y)dP = E (Fagy) (Y)) -

(o]

U slu¢aju da je Y = c g.s. za neku konstantu ¢ € R, tada je
E (Fn(o,02)(c)) = Fn(o,2) (c), pa iz (19) slijedi

lim ]P)(-Xn < C) = FN(O,UZ) (C)7

Sto dobivamo i direktno iz klasi¢nog CGT-a.

Primijetimo da ako u prethodnoj jednakosti konstantu ¢ zamijenimo slu¢ajnom
varijablom Y te primijenimo matemati¢ko oc¢ekivanje na sluc¢ajnu varijablu
FN(O,J2)(Y) u limesu, dobivamo upravo dokazanu relaciju (19). Pomocu nje lako

mozemo odrediti egzaktnu vrijednost od lim, P(X,, <Y') kada je poznata
razdioba sludajne varijable Y.

Zy—p

Primjerice, za niz Xn = n, n € N koji ima asimptotski normalnu N (0, 1)

razdiobu te slu€ajnu varijablu Y ~ N(0, 1) nezavisnu od niza (X'n)n, intuitivno je
jasno da bi vrijednost od IP(X <Y) s porastom n-a trebala biti sve bliza & 5 jer

se za velike n niz (Xn)n ponasa po distribuciji sve sli¢nije slucajnoj varljabll Y. uz
prethodno dokazani rezultat sada se to lako i pokaze.

Naime, vrijedi Fyo1)(Y) = Fy(Y) = U ~ U(0,1) pa iz (19) odmah slijedi

1i£n1@()%n <Y)=E (Fyon(Y)) =E@U) = %
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lLebesgueova indukcija je postupak koji ¢esto olak$ava dokazivanje tvrdnji koje se odnose na
Lebesgueove integrale - tvrdnju prvo dokaZzemo za sve izmjerive karakteristi¢ne funkcije, zatim taj
rezultat iskoristimo kako bi istu tvrdnju dokazali za sve nenegativne jednostavne izmjerive funkcije.
Prethodno dobiveni rezultat potom iskoristimo za dokaz tvrdnje za sve nenegativne izmjerive funkcije,
Sto konacno iskoristimo kako bismo dobili tvrdnju za opcenite izmjerive funkcije.
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