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Sazetak

U ovom radu definira se i objasnjava pojam nozisSne krivulje
krivulje drugog reda obzirom na neku fiksnu tocku ravnine
koja moze, ali ne mora pripadati krivulji drugog reda. Detaljno
se argumentira izvod implicitne jednadzbe nozisSne krivulje za
pojedinu krivulju drugog reda obzirom na odabranu fiksnu
tocku ravnine i ukratko se obrazlazu osobitosti dobivene
nozisne krivulje.

1 Uvod

Krivulje drugog reda su algebarske krivulje u ravnini R? odredene
op¢om jednadzbom

a11x2—i—2a12my+a22y2+a1x+azy+ao =0, (1)

gdje su aq1, a2, @99, 0a1,as, a9 € R koeficijenti takvi da je

afl + a%2 + a§2 # 0, ¢ime se oznacava da je lijeva strana jednadzbe
(1) polinom drugog stupnja u varijablama z, y. Jednadzba (1) je
jednadzba skupa svih realnih nultoaka polinoma F": R? > R,

F(z,y) = an 2° + 2a12 2y + az y* + a1z + az y + ao(2)
drugog stupnja od dvije varijable i y.

Krivulje drugog reda su parabola, kruznica, elipsa i hiperbola (vidi
[1]) koje se zajednickim imenom nazivaju ¢unjosjecnicama ili
konikama jer se mogu dobiti presjekom kruzne dvostruke stozaste
plohe i ravnine, vidi [4].

2 Definicija nozisne krivulje

Neka C oznacava bilo koju krivulju drugog reda u ravnini i neka je
T= (:I:l, yl) proizvoljna fiksna tocka ravnine koja moze, ali ne mora
pripadati krivulji C. Nozi$na krivulja, u oznaci /C, krivulje C definira na
sljededi nacin.
Skup svih noZista okomica spustenih iz fiksne tocke T = (z1,y;)
ravnine na tangente proizvoljno odabrane krivulje C naziva se
noZzisnom krivuljom krivulje C.
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1z ¢injenice da u svakoj tocki na krivulji C drugog reda postoji
jednoznacna tangentu proizlazi da je za svaku krivulju drugog reda
definirana nozisna krivulja obzirom na bilo koju toc¢ku ravnine.
Opcenito, iz navedene definicije proizlazi da je noziSna krivulja
definirana za svaku proizvoljnu neprekidnu algebarsku ili
transcendentnu krivulju I'" u ravnini R? i u n-dimenzionalnom realnom
prostoru R" (n € N, n > 2) za koju vrijedi da u svakoj to¢ki na
krivulji I' postoji jednoznacna tangenta, Sto je direktno povezano s
pojmom diferencijabilnosti (ili derivabilnosti) funkcije i pojmom
funkcije klase C'! na njezinoj domeni, $to se necée detaljnije
obrazlagati u ovom radu, za viSe detalja vidi [5, 6].

1z definicije noZisne krivulje /C krivulje C proizlazi da se pojedina
tocka na nozisnoj krivulji IC krivulje C konstruira na sljeded¢i nacin.
1. Odaberimo proizvoljnu krivulju C i proizvoljnu fiksnu to¢ku
T = (x1,y1) u ravnini obzirom na koju Zelimo odrediti noZi$nu
krivulju KC krivulje C, pri ¢emu toc¢ka T' moze, ali ne mora
pripadati odabranoj krivulji C.

2. Nacrtajmo tangentu t u bilo kojoj to¢ki D (diralistu) na krivulji C.

3. Na tangenti £ nacrtajmo onu normalu n koja prolazi fisknom
tockom T' = (z1,y1).

4. Presjek normale n i tangente t je toCka koja je ujedno noziste
okomice spustene iz fiksne to¢ke T' = (x1,y;) na tangentu t
krivulje C.

Na slici 1 prikazana je konstrukcija tocke (Q na nozisnoj krivulji /C
krivulje C obzirom na fiksnu to¢ku 7' = (xl,yl) ravnine koja ne
pripada krivulji C. Dakle, svaka toc¢ka na nozisnoj krivulji KC krivulje C
je presjek tangente t u tocki odabranoj na krivulji C i normale n
spustene iz fiksne toCke ravnine na tangentu ¢, stoga se namece
potreba za odredivanje odgovarajucih jednadzbi tangente i normale.

(0,0) &

Slika 1: Konstrukcija to¢ke @) na nozisnoj krivulji C krivulje C.

Neka je krivulja C drugog reda odredena implicitnom jednadZzbom
F(z,y) =0

koja je ujedno jednadzba skupa svih realnih nulto¢aka polinoma

F : R? — R drugog stupnja od dvije varijable, vidi (1) i (2). U
suglasnosti sa standardnim oznakama F, = ‘3—5 i Fy = ‘?9—1; za
parcijalne derivacije funkcije F' po prvoj i drugoj varijabli uvodimo

oznake



F{ :Fw(gan)a FT] :Fy(g’n) (3)

za parcijalne derivacije funkcije F' u proizvoljnoj to¢ki D = ({, 77) na
krivulji C drugog reda. Tada je

Fe(z =&+ F(y—n) =0 (4)

implicitna jednadzba tangente u proizvoljnoj tocki (diralistu)
D = (&,m) na krivulji C drugog reda i analogno je

Fp(z =& —Fe(y—mn) =0

implicitna jednadzba normale u proizvoljnoj to¢ki D = (&, 7) na
krivulji C drugog reda. Oznacimo li sa T' = (1, y1) proizvoljnu fiksnu
toCku ravnine, tada je

Foz—z1)-F:(y—y)=0 (5)

implicitna jednadzba normale spustene iz tocke T' = (z1,y1) na
tangentu (4) krivulje C drugog reda. Implicitna jednadZba noZisne
krivulje IC krivulje C drugog reda obzirom na proizvoljnu fiksnu to¢ku
T = (x1,y1) ravnine dobiva se eliminacijom £ i ) iz sustava dviju
linearnih jednadzbi (4) i (5) i kvadratne jednadzbe F'(£,n) = 0 s dvije
nepoznanice & i 7). Pritom treba imati na umu da se linearne
jednadzbe (4) i (5) s dvije nepoznanice x i y zapravo razmatraju kao
jednadzbe s dvije nepoznanice & i n koje su takoder linearne jer su
parcijalne derivacije F¢ i F), funkcije F'u tocki D = (&,n) na krivulji
drugog reda linearne. Sustav dviju linearnih jednadzbi (4) i (5) s dvije
nepoznanice & i 77 ima jedinstveno riedenje (£,7), gdje su £ i 1) realne
funkcije od dvije realne varijable x i y. Nadalje, iz svojstva da je
riedenje (&, n) razmatranog sustava dviju linearnih jednadzbi nultocka
polinoma drugog stupnja od dvije varijable proizlazi da vrijedi

F(&,m) = 0, ¢Gime se dobiva implicitna jednadzba u varijablama z i y
koja je implicitna jednadzba nozisne krivulje krivulje drugog reda.
Navedeni postupak raspisat ¢emo detaljnije u nastavku prilikom
odredivanja implicitne jednadzbe nozisne krivulje za odabranu krivulju
drugog reda obzirom na odabranu fiksnu tocku ravnine.

1z definicije noZi$ne krivulje proizlazi da nozi$na krivulja K krivulje C
drugog reda kao i njezina implicitna jednadzba ovisi o odabiru krivulje
C, ali i proizvoljnoj fiksnoj to¢ki ravnine (koja moze, ali ne mora
pripadati krivulji C) obzirom na koju se trazi odgovarajuéa nozisna
krivulja krivulje C, vidi [2]. Drugim rije¢ima, u ovisnosti o razli¢itom
odabiru fiksne to¢ke ravnine za neku fiksnu krivulju C dobiva se
razli¢ita nozisna krivulja, Sto ¢emo detaljnije argumentirati u poglavlju
3, gdje se objasnjava izvod implicitne jednadzbe noziSne krivulje
parabole najprije obzirom na njezino tjeme, a zatim obzirom na
njezino Zariste (fokus) i naposljetku obzirom na tocku na tjemenoj
tangenti parabole, tj. tangenti parabole u njezinom tjemenu.

3 Nozi$na krivulja parabole y? +2pz =0
obzirom na zadanu fiksnu tocku

Parabola je krivulja u ravnini koja se definira kao skup svih toc¢aka
ravnine koje su jednako udaljene od zadane fiksne tocke (Zarista ili
fokusa) i zadanog fiksnog pravca (ravnalice ili direktrise) koji ne
prolazi zariStem. Pravac koji prolazi zaristem, a okomit je na
ravnalicu, naziva se os parabole. Os parabole sijeCe parabolu u
tjemenu. Parabola je simetri¢na obzirom na svoju os. Udaljenost od
Zarista do ravnalice naziva se Zarisni parametar parabole. U nastavku



razmatramo parabolu P u pravokutnom koordinatnom sustavu
ravnine odredenu implicitnom jednadzbom

v +2pz =0 (6)

(gdje je p € R\{0} zarisni parametar parabole P) koja je ujedno
jednadzba skupa svih realnih nultodaka polinoma F' : R? - R,

F(z,y) =y’ +2pz (7)

drugog stupnja od dvije varijable i y. Zariste parabole P je tocka
F= (—%,0), a ravnalica parabole P je pravac © = % koji prolazi
tockom (%,0) i paralelan je s ordinatom (y-osi). Os parabole P je
apscisa (z-0s), a tjeme parabole P je ishodiste O = (0,0)
pravokutnog koordinatnog sustava ravnine. Parabola P je tjemenom
okrenuta udesno i simetri¢na je obzirom na svoju os (x-0s), vidi sliku
2.

Slika 2: Zaridte (—%,0) i ravnalica z = % parabole y* + 2pz = 0

JednadZba (6) parabole P proizlazi iz jednadzbe (1) ako je

a1 = ayp = 0,a99 = 1,a; = 2p,ay = ag = 0. U suglasnosti s
uvedenim oznakama (3) proizlazi da su parcijalne derivacije funkcije
F u proizvoljnoj to¢ki D = (£,n) na paraboli P dane sa

Fe =2p, F,=2n, (8)

gdje je p € R\{0}, stoga primjenom (8) i (4) dobivamo da je
implicitna jednadzba tangente u to¢ki D = (£, 1) na paraboli P dana
sa 2p(z — &) + 2n(y — n) = 0 koju nadalje zapisujemo u obliku
px+ny— (772 +p§) =0, odnosno

pr+ny+pl=0. (9)

Pritom smo primijenili identitet 772 = —2p £ koji direktno slijedi iz
&injenice da je to¢ka D = (&,m) na paraboli P nulto¢ka polinoma (7).

U sljedeca tri odjeljka izvest ¢emo jednadzbu noziSne krivulje
parabole P odredenu implicitnom jednadzbom (6) najprije obzirom na
njezino tjeme O = (0,0), a potom obzirom na njezino Zariste (fokus)
F = (—%,0) i naposljetku obzirom na tocku na tjemenoj tangenti
parabole P.



3.1 Nozisna krivulja parabole obzirom na
njezino tjeme

Odredimo jednadZbu noZisne krivulje parabole P odredene
implicitnom jednadzbom (6) obzirom na njezino tjieme O = (0, 0).

Uzimajuéi u obzir da je (9) jednadzba tangente u tocki D = (&,7)
odabranoj na paraboli P, odredimo jednadZbu normale spustene iz
tjemena parabole P na tangetu (9) parabole P. Primjenom (8) i (5),
pri ¢emu se tjeme O = (0, 0) parabole P razmatra kao fiksna to¢ka
ravnine iz koje se spustaju normale na tangente parabole P,
dobivamo da je 2nx — 2py = 0, odnosno

ne—py=2~0 (10)

implicitna jednadzba normale n spustene iz tjemena parabole P na
tangetu (9) parabole P. Odredimo sada rjesSenje ({, n) sustava

p£+yn=—pw} (a1

rn=npy

dviju linearnih jednadzbi (9) i (10) u kojima se £ i 1 (koordinate toc¢ke
D = (&,n) na paraboli P) tretiraju kao nepoznanice, a , y i
p € R\{0} kao koeficijenti. Primjenom metode supstitucije uz

pretpostavku da je x # 0 iz druge jednadZbe sustava (11) proizlazi
Py

1 = =, Sto uvrStavanjem u prvu jednadZbu sustava (11) povlaci da
2 2
jef=— z ;ry . Time je rjeSenje sustava (11) oblika
2 2
- +y" py
(é.a 77) = (_ y ) (12)
z T

gdje je  # 0 i p # 0. Iz svojstva da je svaka tocka na paraboli P
odredenoj implicitnom jednadzbom (6) ujedno nultoc¢ka polinoma (7) i
pretpostavke da je (&,7) tocka na paraboli P proizlazi da je

2,2 I2 2
F(¢,m) = 0, &ime se dobiva da je p;j —2p :y = 0, odnosno
2 2 P o
:v(a: +y)—§y =0 (13)

implicitna jednadzba nozisne krivulje parabole P obzirom na njezino
tjeme, gdje je p # 0.



,1'(,1'2 + 1/2) = 2,1/2 =0
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Slika 3: Nozi$na krivulja parabole 32 4 8z = 0 obzirom na njezino
tjieme

Usporedivanjem jednadzbe (13) sa y2 = 2;; eksplicitnom
jednadzbom cisoide (vidi [7]) Cija je implicitna jednadzba

T (:1:2 + y2) — 2a y2 = 0 i ¢ija je vertikalna asimptota pravac

x = 2a, zaklju€ujemo da je noziSna krivulja parabole P obzirom na
njezino tjeme zapravo cisoida ¢ija je vertikalna asimptota pravac

P o : p .
T = 3. S druge strane, iz Cinjenice da je pravac £ = 5 ravnalica

parabole P proizlazi da je vertikalna asimptota cisoide ravnalica
parabole P.

Na slici 3 prikazana je parabola y? + 8z = 0 (vidi (6) zap = 4) i
njezina noziéna krivulja obzirom na tjeme O = (0, 0) te parabole. Iz
(13) za p = 4 proizlazi da je noZisna krivulja odredena jednadzbom
T (m2 + y2) — 2y% = 0 i da je njezina vertikalna asimptota pravac

x = 2, tj. ravnalica parabole. Promatrajuci sliku 3 lako se moze uociti
da cisoida, tj. noziSna krivulja parabole obzirom na njezino tjeme ima
Siljak u tjemenu parabole, vidi [3].

VeV

3.2 Nozisna krivulja parabole obzirom na
njezino Zariste

Analogno kao u prethodnom odjeljku uz pretpostavku da je parabola
‘P odredena jednadzbom (6) odredimo jednadzbu nozi$ne krivulje

parabole P obzirom na njezino Zariste F' = (—%, 0). Primjenom (8) i
(5), gdje je zariste F = (—%, 0) parabole P fiksna toc¢ka ravnine iz
koje se spustaju normale na tangente parabole P, dobivamo da je
implicitna jednadzba normale spustene iz zarista ' = (—%, 0)
parabole P na tangentu (9) parabole P dana sa

2n (a: + %) — 2py = 0, odnosno

n(2z +p) — 2py = 0. (14)

Promatrajmo sustav



p{+yn=—p=x }
(15)

(22 +p)n=2py

dviju linearnih jednadzbi (9) i (14) s dvije nepoznanice & i 7.
Primijetimo da iz definicije parabole direktno proizlazi da parabola ne
sijece niti dira njezinu ravnalicu, Sto ima za posljedicu da u sustavu

(15) izraz 2z + p ne moZe biti jednak nuli, odnosno da je z # —%.
Naime, ako sustav (15) razmatramo tako da x i y tretiramo kao
nepoznanice, a £ i 1) kao koordinate to¢ke D = (&,m) na paraboli P,
onda se rjesenje (z,y) sustava (15) geometrijski interpretira kao
presjek tangente (9) i normale (14), Cije koordinate z i y ovise o
izboru tocke D = (&,7) na paraboli P, vidi sliku 1. Pretpostavimo li
suprotno da je 2z + p = 0, odnosno © = —%, tada iz druge
jednadzbe sustava (15) slijedi da je y = 0, Sto je u suglasnosti s
pocetnom pretpostavkom da svaka normala (14) prolazi Zzaristem
F = (—%,O) parabole P. Nadalje, pretpostavimo da je zariste

F = (—%,O) parabole P rjeSenje sustava (15). Tada iz prve
jednadZbe sustava (15) dobivamo da je £ = %, gdje je & prva
koordinata to¢ke D = (£,m) na paraboli P, 3to povladi da je ureden
par (§,m) = (%,n) nulto¢ka polinoma (7), stoga mora vrijediti da je
n? + p*> = 0. Bududi da je zari$ni parametar p parabole P bilo koji
realan broj razli¢it od nule, zaklju¢ujemo da jednadzba n? + p? = 0
nema realnih rje$enja, $to se geometrijski interpretira da toc¢ka (%,n)

na ravnalici parabole P nije ujedno i to¢ka na paraboli P. Drugim
rije¢ima, ravnalica parabole P i parabola P nemaju zajednicke tocke.

Odredimo sada rjesenje (f, 77) sustava (15) dviju linearnih jednadzbi s
dvije nepoznanice & i 7. Koristeéi prethodno obrazloZeno da je

2py
2z+p '

2z + p # 0 iz druge jednadzbe sustava (15) proizlazi da je n =
Sto uvrstavanjem u prvu jednadzbu sustava (15) povlaci da je

2
p€=—p <:I: - 21%;;) , odakle dijeljenjem sa p € R\{0} proizlazi

2z+p

_ 2y° 2py
(&m) = <_ (“ 2w+p)’ 2w+p)

koji je ujedno nulto¢ka polinoma (7), stoga je

2
E=— (a: + 2 ) RjeSenje sustava (15) je ureden par

4 2,2 2 2
Ay (H y >:0
(2z + p)? 2¢ +p
2p° y* — pa(2z +p)° — dpay® — 20’y =0

-pz ((Zac +p)° + 4y2) =0.

Dijeljenjem dobivene jednadzbe sa —p € R\{0} proizlazi
T ((21’ +p)’ + 4y2) = 0, odakle slijedi da je

z=0 (16)

ili (2z +p)2 + 4y? = 0, $to je u kontradikciji sa (2 —1—10)2 +4y2 £ 0
zbog 2z + p # 0. Time je (16) implicitna jednadzba nozisne krivulje
parabole P obzirom na njezino Zariste. Drugim rije¢ima, noZiSna
krivulja parabole P obzirom na njezino zariste je y-os, odnosno
tjemena tangenta te parabole, vidi sliku 4, gdje je prikazana parabola
y2 + 8x = 0 i njezina noziSna krivulja (y-os) obzirom na Zariste

F = (—2,0) te parabole.
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Slika 4: Nozi$na krivulja parabole y? 4+ 8z = 0 obzirom na njezino
zariste F' = (—2,0)

3.3 Nozisna krivulja parabole obzirom na tocku
na tjemenoj tangenti parabole

Analogno kao u prethodna dva odjeljka uz pretpostavku da je
parabola P odredena jednadzbom (6) odredimo jednadzbu noZiSne
krivulje parabole P obzirom na proizvoljnu fiksnu tocku S = (O, b),

b € R na tjemenoj tangenti parabole P. Primjenom (8) i (5), pri ¢emu
se to¢ka S = (0, b) na tjemenoj tangenti parabole P razmatra kao
fiksna toc¢ka ravnine iz koje se spustaju normale na tangente parabole
P, dobivamo da je implicitna jednadzba normale spustene iz tocke

S = (0,b), b € R na tangentu (9) parabole P dana sa

2nz — 2p (y — b) = 0, odnosno

nx—py+pb=0. (17)

Metodom supstitucije odredimo rjesenje (f, 77) sustava

p£+yn=—mm} (18)

zn=p(y—>b)
dviju linearnih jednadzbi (9) i (17) s dvije nepoznanice { im.
Pretpostavimo li da je  # 0, tada iz druge jednadzbe sustava (18)
p(y—b)

€T 7

Sto uvrstavanjem u prvu jednadzbu
p(y*—by)

dobivamo da jen =

sustava (18) povlalidaje p§ = —px — , odnosno

2,2
pé=—p %by, odakle dijeljenjem sa p € R\{0} proizlazi da je

2 2
—b e
&= —W, stoga je rjeSenje sustava (18) ureden par

2’ +y* —by p(y—b)
X ’ I

(&m=< >,r#0

koji je nulto¢ka polinoma (7), jer je (§,m) € P, &ime se dobiva
PPy-b)°  2p(e’+y’-by)
z? o T

implicitna jednadzba = 0 iz koje mnozenjem s



% (gdje je p # 0) proizlazi da je
p(y —b)* — 2z (z® +y*) + 2bay = 0, odnosno

2 2 b 2
ac(a: —i—y)—E(y—b) —bzy=20 (19)
implicitna jednadzba nozisne krivulje parabole P obzirom na to¢ku
S = (0,b), b € R na tjemenoj tangenti parabole P, gdje je p # 0.
Krivulja odredena jednadzbom (19) za b # 0 naziva se ofiurida, vidi

[71.

Napomenimo, ako je b = 0, onda je to¢ka S = (0, b) na tjemenoj
tangenti parabole P tjeme parabole P i iz jednadzbe (19) slijedi
jednadzba (13), Sto se geometrijski interpretira da se cisoida moze
razmatrati kao specijalan slucaj ofiuride. Medutim, treba naglasiti da
su cisoida i ofiurida razlicite krivulje. Konkretno, cisoida ima Siljak,
dok ofiurida ima dvostruku (¢vornu) tocku u kojoj presjeca samu
sebe. Pokazuje se da je to¢ka S = (0,b), gdje je b € R\{0}
dvostruka to¢ka ofiuride odredene jednadzbom (19) i da u to¢ki S
postoje dvije tangente takve da je k1 = 0 koeficijent smjera jedne
tangente t1 i ky = 27}’ koeficijent smjera druge tangente t5, za vise
detalja vidi [3]. Primjenom poznate formule y — yo = k (a: — :1:0) za
izratunavanje jednadzbe pravca koji prolazi to¢kom (xg,yp) i kojemu
je poznat koeficijent smjera k dobiva se da je u dvostrukoj tocki

S = (0,b), b € R\{0} ofiuride odredene jednadzbom (19) tangenta

t; odredena jednadZbom y = b i da je tangenta t2 odredena
jednadzbom y = % x + b, gdje je p Zaridni parametar parabole P
razli¢it od nule. Ofiurida odredena jednadzbom (19) kao i cisoida
odredena jednadzbom (13) ima vertikalnu asimptotu z = % koja je
ujedno ravnalica parabole P. Realno rjeSenje sustava dviju jednadzbi
(19) i (6) s dvije nepoznanice z i y je tocka (—g,p) koja se
geometrijski interpretira kao tocka dodira ofiuride odredene
jednadZbom (19) i parabole P odredene jednadZbom (6).

Na slici 5 prikazana je parabola y? 4+ 8z = 0 i njezina nozi$na krivulja
(ofiurida) obzirom na to¢ku S = (0, 6) na tjemenoj tangenti te
parabole. Implicitna jednadzba te noziSne krivulje je

z (2 +y°) —2(y— 6)° — 6y = 0. Totka S = (0,6) je dvostruka
tocka nozisne krivulje, stoga u tocki S = (0, 6) postoje dvije tangente
od kojih je jedna odredena jednadzbom y = 6, a druga jednadzbom

y = 3z + 6. Vertikalna asimptota noziSne krivulje je pravac ¢ = 2,
odnosno ravnalica parabole y2 + 8z = 0. To¢ka (—2,4) je tocka
dodira parabole i njezine nozisne krivulje.
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Slika 5: Nozi$na krivulja parabole y? + 8z = 0 obzirom na tocku
S = (0,6) na tjemenoj tangenti te parabole

4 Nozisna krivulja kruznice obzirom na
njezinu fiksnu tocku

Kruznica je zatvorena krivulja u ravnini koja se definira kao skup svih
tocaka ravnine jednako udaljenih od zadane fiksne tocke koja se
naziva srediste kruznice. Udaljenost od sredista kruznice do bilo koje
toCke kruznice naziva se polumjer kruznice i oznacava se sa r, gdje je
r > (. Dakle, kruznica je odredena sredistem i polumjerom. Kruznica
sa sredistem u to&ki (zg, Yo) polumjera r > 0 odredena je
jednadzbom (z — z0)? + (y — yo)? = r?, stoga je

o +yt=r (20)

jednadzba kruznice K sa sredistem u ishodistu polumjera r > 0.
Odredimo implicitnu jednadzbu nozisne krivulje kruznice K obzirom
na proizvoljnu fiksnu to¢ku odabranoj na kruznici IC ¢ija je implicitna
jednadzba z2 + y2 — 72 = 0 jednadzba skupa svih realnih nulto¢aka
polinoma F : R? — R,

F(z,y) =2* +y* —r’ (21)

drugog stupnja od dvije varijable = i y. Koristeci uvedene oznake (3)
u ovom sludaju su parcijalne derivacije funkcije F' u proizvoljnoj tocki
D = (&,7m) na kruznici K dane sa

Ff = 25, Fﬁ = 277. (22)
Primjenom (22) i (4) dobivamo da je implicitna jednadzba tangente u
to¢ki D = (&, n) na kruznici K danasa 2 (z — &) +2n(y—n) =0,
odnosno £z +ny — (52 + 772) = 0 koju primjenom svojstva da je
tocka D = (&,n) na kruznici JC nultocka polinoma (21) zapisujemo u
obliku

§x—|—ny—r2:O. (23)



Oznacimo li sa (x1,y;) proizvoljnu fiksnu toku na kruznici K, tada
primjenom (22) i (5) dobivamo da je 2n(z — x1) — 26 (y —y1) =0,
odnosno

nx—21)—&£@y—y)=0 (24)

implicitna jednadzba normale spustene iz to¢ke (1, y;) kruznice K
na tangentu (23) kruznice /C. Odredimo rjesenje (£, n) sustava

z€+yn=r’ }
—y-—y)é+(xz—=2)n=0

dviju linearnih jednadzbi (23) i (24) s dvije nepoznanice & i 7 (gdje su
x1 i Y1 koordinate fiksne to¢ke (z1,¥y;) na kruznici /C, tj. nultoke
polinoma (21)) primjenom Cramerovog pravila prema kojemu sustav

(25) ima jedinstveno rjesenje (§,7) = (%, %) ako je determinanta
D razli¢ita od nule. Determinante D, D1 i D> dane su sljedeé¢im
izrazima

(25)

Z Yy

D:‘—(y—yl) (z — 2

)‘Zw(ib—wl)ﬂ(y—yl),

T 1"2

—(y—v) O

r Y

Dy =
0 (@)

=r?(z—z1), Dzz‘

Pretpostavimo da je z (z — x1) + y (y — y1) # 0, Cime se
podrazumijeva da je (z,y) # (0,0) ili (z,y) # (0,y;) ili

(z,y) # (21,0) ili (z,y) # (z1,y1). Tada je jedinstveno rjesenje
sustava (25) ureden par

r? (z — z1) ? (y —y1) )

z(z—z)+yly—u) z(@—z)+yy—wu)

€=

koji je nultocka polinoma (21), stoga se dobiva implicitna jednadzba
r((@—2)+y-w)°)

(z(z—21)+y(y—v))*
r > 0) i mnozenjem s nazivnikom razlomka na lijevoj strani
jednadzbe dobiva se jednadzba

P (@=21) +w-0)) - (@@ —2) —yly— ) =0

— 72 = 0. Kra¢enjem jednadzbe sa 2 (gdje je

koju zapisujemo u obliku

P (@ +y) —2@atny) +ai+oi | = [0 +y) - (@ma+uy)]
——

Mnozenjem na lijevoj strani jednadzbe sa 1"2, kvadriranjem na desnoj
strani jednadzbe i dodatnim sredivanjem jednadzbe dobiva se

(:c2 i —y y— 7'2)2 + 7?2 (:102 + 9% — 2r2) =(@s6)

implicitna jednadzba nozisne krivulje kruznice JC obzirom na njezinu
proizvoljnu fiksnu tocku (:1:1, yl) € K. Krivulja odredena jednadzbom
(26) naziva se kardioida, vidi [3, 7]. Kardioida odredena jednadzbom
(26) ima Siljak u to¢ki (z1,y;) na kruznici K i dira kruznicu K u tocki
(—z1,—y1). Tocke (z1,y1) i (—x1, —y1) su realna rjeSenja sustava
dviju jednadzbi (26) i (20) s dvije nepoznanice x i y i

=1 (y— ).



centralnosimetri¢ne su s obzirom na srediste simetrije u sredistu
kruznice K.

(2 +9* = 20— VBy—9) +9(a>+ 4~ 18) =0

5 6 7 8 9 10 11 12

Slika 6: Noziéna krivulja kruZnice z2 + y2 = 9 obzirom na njezinu

to¢ku S = (2,+/5)

Na slici 6 prikazana je kruZnica sa srediStem u ishodistu polumjera 3
odredena jednadzbom z2 + y2 = 9 i njezina nozisna krivulja
(kardioida) obzirom na tocku (2, \/3) na toj kruznici. Implicitna
jednadzba nozisne krivulje je

(a:2 +y? — 2z — /by — 9)2 +9 (ac2 +y? - 18) = 0. Tozka (2,+/5)
na kruznici je Siljak nozisne krivulje kruznice koji je
centralnosimetri¢an to¢ki (—2, —+/5) s obzirom na sredite simetrije
u srediétu kruznice. Pritom je (—2, —+/5) tocka dodira kruznice i
njezine nozisne krivulje.

5 Nozisna krivulja elipse obzirom na
njezino srediste

Elipsa je zatvorena krivulja u ravnini koja se definira kao skup svih
toCaka ravnine za koje je zbroj udaljenosti od dvije fiksne tocke
(zarista) konstantan. Elipsa je centralno simetri¢na sa sredistem
simetrije u polovistu duzine s rubovima u Zaristima i dvostruko osno
simetri¢na s osima simetrije: (1) pravac koji prolazi kroz Zarista i (2)
simetrala duzine s rubovima u Zaristima. Osi simetrije nazivaje se
glavne osi, a njihovo sjeciste je poloviste duzine s rubovima u
Zaristima koje se naziva srediste elipse. Elipsa sa srediStem u tocki
(zo,yo) odredena je jednadzbom

(x—=z0)® (y—w)?
22 + 72 =1, (27)

gdje sua > 01ib > 0 poluosi takve da jedna od njih lezi na jednoj
glavnoj osi, a druga na drugoj glavnoj osi, pri ¢emu je jedan rub od
obiju poluosi u sredistu elipse. Ako pretpostavimo da je

(zg,y0) = (0,0), onda iz (27) proizlazi da je jednadzba elipse £ sa




srediStem u ishodiStu pravokutnog koordinatnog sustava ravnine
odredena jednadzbom

CL’2 y2
St =L (28)

U ovom slucaju su koordinatne osi ravnine ujedno glavne osi.
Odredimo implicitnu jednadZbu noZi$ne krivulje elipse £ obzirom na
njezino srediste, gdje je elipsa £ odredena jednadzbom (28).
Analogno razmatranjima provedenim u prethodnim poglavljima,

2
implicitna jednadzba Z—z + z—Z — 1 =0 elipse £ je jednadzba skupa
svih realnih nultodaka polinoma F : R? — R,

F(z,y) = + = -1 (29)

drugog stupnja od dvije varijable i y. Uzimajudi u obzir da su
parcijalne derivacije funkcije F' u proizvoljnoj to¢ki D = (ﬁ, 77)
odabranoj na elipsi £ oblika
2¢ 2n
Fe=— Fy=-5, (30)
primjenom (30) i (4) dobivamo da je implicitna jednadzba tangente u
v - - 2¢ 2 .
tocki D = (§,7) na elipsi £ dana sa = (z — §) + b—g(y —n) = 0 koju
nakon sredivanja uz primjenu svojstva da je to¢ka D = (£, 1) na
elipsi £ nultocka polinoma (29) zapisujemo u obliku

£ n
¥x+b—2y—1:0 (31)
i primjenom (30) i (5) dobivamo da je
n £
b_2 T — a—2 Yy = 0 (32)

implicitna jednadZba normale spustene iz sredista elipse £ na
tangentu (31) elipse £.

Koriste¢i Cramerovo pravilo dobiva se da sustav
T Yy
&t 5n=1
a? b2
(33)

——£+ 77—0

dviju linearnih jednadzbi (31) i (32) s dvije nepoznanice £ i npima
jedinstveno rjesenje (§,7n) = (D1 > ) ako je D # 0, gdje je

D' D
Y Yy T
Z = 9 9 - z
D a2 b2 . x° + Yy Dy — 1 B2 - 2 D, — a2
- Y z | 2 2 ) 1= x | b2 ’ 2 = Y
2 L a 0 =L _Z
a2 B2 B2 a2

Iz ¢injenice da nijedna tangenta elipse ne prolazi ishodistem, sto
direktno slijedi iz jednadzbe (31) (gdje se za (z,y) = (0,0) dolazi u

kontradikciju —1 = 0), proizlazi da je —= +y = 0, $to povladi da

sustav (33) ima jedinstveno rjesenje

a’x b2y
(&n) = 2 27 2 2
i+ y: xc+y




koje je nultocka polinoma (29), ¢ime se dobiva implicitna jednadzba

a? 224+b? y? . ] L 2 . . .
gEnT 2)3 — 1 = 0 iz koje mnozenjem s —(z* + )" proizlazi da je
ety

(@ +4%)" — (@® 2> + 5 y?) = 0 (34)

implicitna jednadZba noZisne krivulje K¢ elipse £ obzirom na srediste
elipse £. Realna rjeSenja sustava dviju jednadzbi (34) i (28) s dvije
nepoznanice z i y su tocke (—a,0), (a,0), (0,—b), (0,b) koje su
tocke dodira elipse £ i noZidne krivulje ¢ elipse £. Navedene tocke
dodira su ujedno sjecista elipse £ i koordinatnih osi. Iz svojstva
centralne simetri¢nosti elipse sa srediStem simetrije u sredistu elipse
proizlazi da su to¢ke (—a,0) i (a,0) kao i tocke (0, —b), (0, b)
centralnosimetri¢ne s obzirom na srediste simetrije u sredistu elipse.
Na slici 7 prikazana je elipsa %
obzirom na srediste te elipse i njihove toCke dodira, gdje je noZiSna
krivulja odredena implicitnom jednadzbom

(22 +42)° — (252% + 4¢%) = 0.

2
+ yT = 1, njezina nozisna krivulja

(2 +97)" = (

N
ot

x4 4;/2) =0

6 7 8
=4
. v.v . . . 22 y2 . ..
Slika 7: Nozisna krivulja elipse w T T = 1 obzirom na njezino
srediste

6 Nozisna krivulja hiperbole obzirom na
njezino srediste

Hiperbola je krivulja u ravnini koja se definira kao skup svih tocaka
ravnine za koje je apsolutna vrijednost razlike udaljenosti od dvije
fiksne tocke (zarista) konstantna. Hiperbola se sastoji od dviju grana i
ima dvije asimptote; centralno je simetricna sa sredistem simetrije u
polovistu duZine s rubovima u zaristima i dvostruko osno simetricna s
osima simetrije: (1) realna os, tj. pravac koji prolazi kroz zarista i (2)
imaginarna os, tj. simetrala duzine s rubovima u zaristima. Poloviste
duzine s rubovima u Zaristima naziva se srediste hiperbole. Hiperbola
sa sredistem u to&ki (zg, yy) odredena je jednadzbom
(@)’ (y—w)’
a2 b2

= 1, stoga je jednadzba hiperbole H sa sredistem u



ishodistu pravokutnog koordinatnog sustava ravnine odredena
jednadzbom

112 2

— =1. (35)

2|

Odredimo implicitnu jednadzbu noZisne krivulje hiperbole H obzirom
na njezino srediste, gdje je hiperbola H odredena jednadZzbom (35).
Na sli¢an nacin kao u prethodnom poglavlju, implicitna jednadzba

2
% — L _ 1 =0 hiperbole H je jednadzba skupa svih realnih

a b2
nultotaka polinoma F : R* — R,

2 2
L Yy
Fla,y)=—— 351 (36)
drugog stupnja od dvije varijable i y. Uzimajudi u obzir da su
2 2
Fe = : Fy = il (37)

a?’ b?
parcijalne derivacije funkcije F' u proizvoljnoj to¢ki D = (&, )
odabranoj na hiperboli H, primjenom (37) i (4) dobivamo da je

T 5y—-1=0 (38)

implicitna jednadzba tangente u to¢ki D = (£,7) na hiperboli # i
primjenom (37) i (5) dobivamo da je

n 13
—_— —_— :0
Z Tt 5y (39)

implicitna jednadzba normale spustene iz sredista hiperbole H na
tangentu (38) hiperbole . Nadalje, koriste¢i Cramerovo pravilo
dobivamo da sustav

x Yy
a_2€_ b_277 !

(40)
Yy T
a_2€+b_2n_0

dviju linearnih jednadzbi (38) i (39) s dvije nepoznanice £ i 7 ima

jedinstveno rjesenje (§,7n) = (%, %), jer je

5 - z? + y? 1 —5 T
_|a b _ v _ L _
D= vz |T ap #0, D;= 0 = | T Dy =
a? b2 b2

Pritom D # 0 direktno slijedi iz jednadzbe (38), gdje se za

(z,y) = (0,0) dolazi u kontradikciju —1 = 0, $to se geometrijski
interpretira da nijedna tangenta hiperbole ne prolazi ishodistem.
RjeSenje sustava (40) je ureden par

en = (55

22 42 a2t y?

koji je nultocka polinoma (36), ¢ime se dobiva da je
2
(a:2 -+ y2) — (a2 z? — b yz) =0 (41)

implicitna jednadzba nozisne krivulje hiperbole H obzirom na njezino
srediste. Krivulja odredena jednadzbom (41) naziva se lemniskata,




vidi [3, 7]. Lemniskata odredena jednadzbom (41) ima dvostruku
to€ku u sredistu hiperbole i dira hiperbolu # u to¢kama (—a, 0) i

(a, 0) koje su realna rjesenja sustava dviju jednadzbi (41) i (35) s
dvije nepoznanice x i y. Iz svojstva centralne simetri¢nosti hiperbole
sa sredistem simetrije u sredistu hiperbole proizlazi da su tocke
(—a,0) i (a,0) centralnosimetri¢ne s obzirom na srediste simetrije u
sredistu hiperbole.

6
5
22 P H 4
25 16 3
2
1
-10 -9 -8 -7 -6 D4 g Do 12084 67890

=1

_2 ) 2\ 2 9 .

(1" + ,l/')’ — (25.1" —+ 16,1/‘)) 0
-3
—4
=5
-6
-7
v.v . . . :1}2 y2 . . .
Slika 8: Nozisna krivulja hiperbole 5~ 16 = 1 obzirom na njezino
srediste
x? Z/2 vy
Na slici 8 prikazana je hiperbola AT 1, njezina nozisna

krivulja obzirom na srediste te hiperbole i njihove to¢ke dodira
(—5,0) i (5,0). Implicitna jednadzba te noZidne krivulje je

(22 +y?)° — (2522 — 1632) = 0.
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