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1 Uvod

Ideja o kvantom racunalu pojavila se prije Cetrdesetak godina kada je
u osamdesetim godinama proslog stoljeca fizicar Richard Feynman
odrzao seriju predavanja te objavio dva klju¢na ¢lanka o
mogucnostima izgradnje racunala temeljenog na kvantnoj mehanici.
Sljededi velik korak je objava ¢lanka Davida Deutscha 1985. godine o
Luniverzalnom kvantom racunalu®, nakon ¢ega je u devedesetim
godinama objavljen niz ¢lanaka o algoritmima kreiranima za rad na
kvantnim racunalima (Shorov algoritam, Groverov algoritam
pretrazivanja, Loydov algoritam ...). [5, 11]

Godine 2001. IBM i Stanford University provode prvu primjenu
Shorovog algoritma na 7-gbitnom kvantom racunalu. Godine

2010. biljezimo pojavu prvog komercijalnog kvantnog racunala, D-
Wave One. Devet godina kasnije Google proglasava postizanje
~Kvantne nadmodi®. Rijec je o terminu kojeg je skovao John Preskill
2012. godine i koji opisuje trenutak u kojemu kvantni sustavi mogu
obavljati zadatke koji nadmasuju mogucnost klasi¢nih racunala.
Posljednjih deset godina biljezimo ubrzan razvoj kvantnih racunala,
kako softvera, tako i hardvera. Primjerice, posljednje konstruirano
kvantno racunalo radi s vise od 1000 gbita. [10]

Razvoj kvantnih racunala, prirodno, otvara nova podrudja istraZzivanja,
kako u razvoju hardvera (dakle, samih kvantnih racunala), softvera
(algoritama konstruiranih za rad na kvantnim racunalima), tako i u
matematickoj (logickoj) formalizaciji rada kvantnih racunala.
PoCetkom te formalizacije smatra se von Neumannova aksiomatizacija
kojom su kvantni sustavi opisani pomoc¢u kompleksnog separabilnog
Hilbertovog prostora. [8]

Unato¢ ubrzanom razvoju i bogatom prostoru istrazivanja, kvantno
racunarstvo je jos uvijek relativno slabo poznato u Siroj javnosti, pa
¢ak i Siroj akademskoj zajednici. Dok se, recimo, Booleova algebra i
binarni brojevi kao temelj rada klasi¢nih racunala smatraju opéom
kulturom, malo tko bi znao iznijeti osnovnu ideju rada kvantnih
racunala ili pak matematickih koncepata kojima se ono sluzi.
Smatramo da je stoga korisno na jednom mjestu dati pregled osnova
rada i racunanja s kvantnim racunalima, Sto je osnovni cilj ovog
¢lanka.
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2 Sto je gbit?

Opis kvantne logike iz perspektive primjene krece od definicije
osnovne informacijske jedinice, kvantnog bita, odnosno gbita. Za
usporedbu, osnovna informacijska jedinica u primjeni klasi¢ne logike,
bit, moze pohraniti dvije broj¢ane vrijednosti, 1 i 0. U kvantnom
slucaju, osnovna informacijska jedinica gbit moze se izmjeriti u dva
stanja, koja se u standardnoj Diracovoj notaciji obiljezavaju s |0) i
|1). Fizi¢ku realizaciju kvantnog bita moguce je ostvariti spinom
elektrona (spin gore i spin dolje), stanjem polarizacije fotona ili
spinom jezgre atoma.

Osnovna razlika izmedu bita i gbita je u tome Sto gbit moZe biti u
superpoziciji stanja prije mjerenja, dok bit moze biti u samo jednom
od dva stanja, 0 ili 1. Pored toga, gbite mozemo mjeriti na vise
nacina, no nakon prvog mjerenja i kolapsa valne funkcije, svako
sljede¢e mjerenje dati ¢e isti (bazni) rezultat. To znaci da gbit ne
ostaje u stanju superpozicije nakon provedenog mjerenja te se
informacija iz stanja superpozicije moze dobiti samo jednom.

Kvantni bit, gbit, u svakom kvantno-mehani¢ckom sustavu mozemo
reprezentirati dvodimenzionalnim kompleksnim vektorom, uz uvjet da
pripadni vektorski prostor ima |0) i |1) za kanonske vektore baze, pri

1
0

stanje |1) superpozicija baznih stanja |1) i |0) ako je netrivijalna
linearna kompozicija vektora baze, odnosno ako vrijedi:

W) =a-10)+8-1), o,B8#0, o BecC.

. 0 .
¢emu zapisujemo |0) = [ ] 1) = {1] Kazemo da je kvantno

Definicija 1. Skup kvantnih bitova, gbita, je skup vektora v € C?

a
norme 1. Svaki gbit se moZe zapisati u obliku |1)) = {5} € C? pri

o
cemu je |a* +|B|° = 1, i obrnuto, svaki element [5} € C? koji

zadovoljava |a|* + |B|° = 1 je gbit. Vrijednosti o, 8 € C nazivamo
amplitudama qgbita.

Pokazuje se da navedeni skup opisan u Definiciji 1 ¢ini vektorski
prostor, a skup {|0),|1)} &ni bazu tog vektorskog prostora. [1] Ta se
baza naziva standardnom (ortonormiranom) bazom, no kao Sto
znamo (beskonacni) vektorski prostori imaju po volji mnogo
(ortonormiranih) baza, pa stoga i vektorski prostor C? norme 1 ima
po volji mnogo baza koje zadovoljavaju Definiciju 1.1 U sljedecoj
definiciji navodimo jo$ dvije Cesto koriStene baze.



Definicija 2. Neka je {|0),|1)} baza prostora gbita. Hadamardovom
bazom nazivamo skup {|+) ,|—)} pri éemu je

1 1
S0+ ), )=

,|—1)} predstavija bazu prostora qbita, pri emu

+) =

(10) —[1)).

S

Takoder, skup {|i
je

~

, 1 : : .
|@>=E(|0>+%'I1>), |—i) = —=(10) —3-|1)).
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Notacija koju koristimo za zapisivanje gbita naziva se Diracovom

notacijom, a Cesto je u primjeni i naziv bra-ket notacija. U njoj kao
oznaku za gbite (vektore) koristimo gréko slovo ¥, pa se zapis gbita
W), ¢ita ,ket-psi®. U paru s ket-notacijom u koristimo bra-notaciju:

za vektor ket-psi [1)) = - |0) + (- |1) = [g} definiramo bra-psi

<¢| = [a B] . Vidimo kako je bra-psi vektor redak Ciji su elementi

konjugirane amplitude vektora ket-psi. Posebno, za ket vektore baze
vrijedi (0| =[1 0],(1]=[0 1].

Takva notacija omogucava nam interpretaciju bra-ket zapisa (1)1 |12)
kao skalarnog produkta vektora (1| - |1)2) gdje je - oznaka za
matri¢no mnozenje vektora retka i vektora stupca. Dakle, za

1) = {Zﬂ i |1hy) = {22} vrijedi:

2

(1lee) = [a By ] {Zz} = ay0 + BB

Specijalno imamo (0/0) =1-14+0-0=1i(1]1)=0-0+1-1=1
$to nam potvrduje normiranost vektora |0) i |1). Takoder, lako je
provjeriti da vrijedi (0|1) = (1/0) = 0, to potvrduje ortogonalnost
baze. (intatteu predlazemo da na sli¢an nacin provjeri ortonormiranost

baza {|+),|—)}i{li),|-%)}.

Diracova kotacija omogucava nam i interpretaciju zapisa ket-bra,
|11) (12|. Kao Sto zapis bra-ket opisuje skalarni (unutarnji) produkt,
tako ket-bra zapis opisuje tenzorski (vanjski) produkt vektora. Tako

za vektore |1)1) = {al} i [1h2) = {OQ vrijedi:
1 B2
_|a| - 3 :04152 04132.
o tal = || [ 5] [M 5152]

Dakle, ket-bra zapis opisuje linearni operator prikazan gornjom
matricom. Bra-ket i ket-bra zapisi medusobno se nadopunjuju u
racunu s gbitima. [4]

2.1 Mjerenje gbita



Mjerenje u kvantnoj mehanici je fizicki proces u kojem kvantni sustav
dolazi u interakciju s klasi¢énim mjernim aparatom, Sto dovodi do
kolapsa valne funkcije. U sluc¢aju kubita, koji je osnovna jedinica
kvantne informacije i moze biti u stanju:

) = al0) + B]1), edjesua,BeCilal + |8 =1.

Mjerenje moze biti provedeno u razli¢itim bazama, ali najé¢esée se
provodi u bazi {|0), |1)}. Opisuje se pomoéu skupa hermitskih

operatora {Oi}, koji djeluju na vektore stanja i imaju svojstva:?

® Svojstvene vrijednosti operatora O; predstavljaju moguée ishode
mjerenja.

® Svojstveni vektori operatora O;, |Oi> formiraju ortonormiranu bazu
Hilbertovog prostora.

Ako je kvantno stanje WJ) izrazeno u bazi svojstvenih vektora

operatora {Oi}, tada je vjerojatnost da ¢e mjerenje dati rezultat o;
(koji odgovara svojstvenom vektoru |0;)) odredena pomocu kvadrata
apsolutne vrijednosti projekcije:3

P(o;) = |<0i|¢>|2

Nakon mjerenja, prema postulatima kvantne mehanike, sustav
kolabira u odgovarajuée svojstveno stanje |0;).

Mjerenje uzrokuje kolaps kvantnog stanja. To znaci da ako je gbit bio
u superpoziciji prije mjerenja, nakon mjerenja ostaje samo u jednom
od stanja baze u kojoj se provodi mjerenje. Na primjer, ako je gbit
prije mjerenja bio u stanju |¢) = £|0) + - |1) mjerenje ¢e
proizvesti |0) s vjerojatnos¢u P(0) = 0.25 ili |1) s vjerojatnoscu
P(1) = 0.75, a nakon mjerenja gbit vise nece biti u superpoziciji. Ako
odmah nakon mjerenja ponovno mjerimo (isti gbit) u istoj bazi, dobit
¢emo isti rezultat kao i u prvom mjerenju sa 100 % vjerojatnosti.
Dakle, mjerenje je nepovratno i eliminira superpoziciju, ostavljajudi
sustav u odredenom svojstvenom stanju operatora kojim je
provedeno mjerenje. [6]

Kao Sto smo spomenuli, mjerenja se najcesce izvode u bazi
{|O> , ]1)} Postupak mjerenja zapisujemo na sljedeéi nacin. Mjerenje
gbita |¢) = a - |0) + B - |1) je sljedeéa operacija:

| mjeE;je { ishod je 0 s vjerojatnoscu |a|®, |¢) kolabira na |1).

ishod je 1 s vjerojatnoscu ]ﬁ|2, |4) kolabira na |0) .

Dakle, mjerenje stanja |¢)) daje vrijednost 0 ili 1 s vjerojatnoscu
ovisnom o amplitudama gbita. Potom stanje gbita kolabira na bazno
stanje koje ovisi o rezultatu mjerenja. Na Slici 1 dan je simbolicki
prikaz za operaciju mjerenja koji koristimo u shematskom prikazu
kvantnih logickih sklopova.
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Slika 1: Simbolicki prikaz u logickom sklopu za operaciju mjerenja
gbita

Iako je gbit definiran kao vektor s kompleksnim amplitudama, tj. kao
Sto smo vidjeli ranije, struktura koja pohranjuje dva stupnja slobode,
konacan ishod je prilicno mrsava informacija u formi jednog bita. No
prava snaga kvantnog racunala dolazi iz rada s viSe gbita.

Za razumijevanje rada s gbitima vazan nam je joS jedan interesantan
fenomen, tzv. globalna faza qbita. Ako je |1) neki vektor stanja gbita,

a za vektor stanja |¢') vrijedi

[¥) = € [4),

gdje je ¢ € R, tada realni broj ¢ nazivamo globalnom fazom.* Qbiti
[4) i |y} predstavljaju isto fizi¢ko stanje jer globalna faza ne utjece
na rezultat mjerenja. Uistinu, ako stanje |¢> transformiramo u stanje
|4'), vierojatnost mjerenja ostaje ista:

P(oi) = [(oil¢)[* = [(oile™ 9)|” = |€* {oilw)[* = ] - [{oil®))|” = [{os])[".

Ukratko, globalna faza u matematickoj reprezentaciji kvantnog stanja
predstavlja stupanj slobode koji nema fizicki znacaj jer ne utjece na
ishode mjerenja.

2.2 Rad s gbitima

Operacije na gbitima provodimo pomocu unitarnih operatora koje
zapisujemo pomoc¢u unitarnih matrica.> Prisjetimo se, za matricu

a b
U= [ d] , gdje su a, b, c,d € C, kazemo da je unitarna ako za
c

a b
njoj konjugirano transponiranu matricu U* = [_ d_} vrijedi
c

1 0
U-U*:U*-U:{ }
0 1
Moze se pokazati kako je matrica U unitarna ako za njezine vektore

a c
stupce {b] i {d] vrijedi da su vektori norme 1 (

|(1|2 + |C‘2 = ]b|2 + |d|2 = 1), te da su medusobno okomiti (
ab+ cd = 0).

Vidjet ¢emo da su unitarni operatori klju¢ni za konstrukciju logickih
sklopova na gbitima. Kako bi objasnili njihov rad, uvodimo sljedece



pravilo.

b na gbit
c d a9

) = a|0) + B|1). dobivamo qbit U|v) provodenjem standardnog
mnoZenja matrice U i vektora |1)):

U-Y)=(axa+pBb)-|0)+ (ac+pd)-|1).

Definicija 3. Primjenom unitarne matrice U = [

Qbit predstavlja kvantni sustav koji moze biti u superpoziciji dva
fizicka stanja koja oznatavamo s |0) i |1). Dva gbita predstavljaju dva
takva sustava koja su ekvivalentna sustavu s Cetiri fizicka stanja, koja
¢emo oznatiti s |00), |01), |10). i |11). (za detalje ekvivalencije vidi

[1D.

Definicija 4. Stanje W} sustava s dva gbita je element vektorskog
prostora C* s normom 1. Zapisujemo ga u obliku:

[9) = o |00) + agy [01) + g [10) + gy [11),

pri éemu vrijedi |ago|? + |ag|” + |agol® + aus|? = 1 te

1 0 0 0

0 1 0 0
00) = , 101) = , 110) = , 111) =
o0) = | o [Llon =] [ =] =],

0 0 0 1

Unitarni operator na sustavu s dva gbita prikazujemo unitarnom
kompleksnom matricom U s Eetiri retka i ¢etiri stupca za koju vrijedi
U-U*=U*-U = I4. Na analogan nacin definiramo sustave s vi$e
od dva gbita. Tako sustav s n gbita prikazujemo kao linearnu
kombinaciju 2" baznih vektora u prostoru C?" s normom 1. Sada
mozemo definirati tenzorski produkt dva gbita.

Definicija 5. Neka su a|0) + B|1) i o' |0) 4+ B’ |1) dva gbita.
Stanje sustava kojeg tvore ta dva gbita opisujemo pomocu
tenzorskog produkta @ te vrijedi:

(@]0) + 8[1)) ® ('[0) + 8" [1)) = aa’ [00) + af"|01) + Ba’ [10) + BB’ |11).

Tenzorski produkt dva gbita u stvarnosti predstavlja konkatenaciju
dva fiziCka sustava. Stoga ne ¢udi da se i u zapisu Cesto izostavlja
oznaka ® te se tenzorski produkt |z) ® |y) piSe u skracenom obliku
|z)|y), |z, y) ili |zy). Na isti se na&in bazna stanja |00), |01), |10) i
|11) mogu promatrati kao tenzorski produkti [0) ® [0), [0) ® |1),
1) ®[0)i[1) ® |1).

Promotrimo Sto se dogada ukoliko tenzorski pomnoZimo gbite
Hadamardove baze (vidi Definiciju 2). Tada imamo:

+-)=Hel-) =50)+]1)® 5(10) - (1)

1 (1)
= L(l00) — |01) + [10) — [11))



Tako smo dobili prikaz (jednog) tenzorskog produkta vektora
Hadamardove baze pomocu vektora kanonske baze, sto ¢e nam
koristiti kasnije u analizi djelovanja kvantnih algoritama.

Za tenzorski produkt operatora (koje prikazujemo matri¢no) koristimo
standardnu definiciju Kroneckerovog produkta. Za matrice A = [a;;] i

B = [b;;], gdje su A, B € M, na sljedeci nacin definiramo produkt
A ® B (naravno, nad poljem C):

a1-B -+ ap,-B
A® B= _
ay-B - a,, B

Ilustracije radi, recimo da trebamo odrediti tenzorski produkt matrica

a=ly S Je=1y i)

1 2 -1 =2
A®B:[1-B —1.3}: 3 4 -3 —4
0-B 2-B 00 2 4

0 0 6 8

3 Vizualni prikaz gbita

Prostor gbita Cesto se prikazuje vizualno. Za pocetak, na Slici 2 nalazi
se vizualni prikaz potprostora gbita s realnim amplitudama.
I
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Slika 2: Prikaz potprostora gbita s realnim amplitudama

Kao Sto se vidi u Definicijama 1 i 2, standardna i Hadamardova baza
imaju realne amplitude pa se mogu ovako prikazati. S druge strane
baza {|¢), | — )} nema realne amplitude, $to onemoguéuje njezin
prikaz na ovaj nacin. Istaknimo na toj kruznici mogu prikazati svi gbiti
|1) s realnim amplitudama.



Kako je na taj nacin prikaz prostora gbita nepotpun, standardni nacin
vizualnog prikaza prostora gbita je Blochova sfera, nazvana prema
Svicarskom fiziaru i nobelovcu Felixu Blochu. Ve¢ samo ime govori
kako se radi o dvodimenzionalnoj reprezentaciji u prostoru. No kako
su gbiti definirani kao dvodimenzionalni vektori nad poljem
kompleksnih brojeva, na prvi pogled radi se o strukturi s Cetiri stupnja
slobode.

Jedan stupanj slobode gubi se kroz invarijantnost gbita na globalnu
fazu. Naime, jedine mjerljive vrijednosti gbita |¢) = a - |0) + 5 - |1)
gdje su « i B kompleksni brojevi razli¢iti od nule su |oz|2 [ |B|2 Stoga
mnozenje kvantnog stanja proizvoljnim faktorom oblika e'?

(globalnom fazom) ne proizvodi mjerljive posljedice, bududi da
vrijedi:

‘ew?a‘ ew’a) (eigaa) :e—iapa_ eiapa:&.a: |Oé’2
Ukoliko kompleksne brojeve « i B zapiSemo u polarnom obliku,
a=r,-ePt, B=rg-e, gbit 1) = a-|0) + B-|1) mozemo
pomn02|t| globalnom fazom e ~ Pt (pri ¢emu gbit zbog invarijantnosti

na mnozenje globalnom fazom, ostaje isti u odnosu na fizicko
mjerenje), nakon ¢ega on prelazi u oblik:

) =1 - [0) + 7 - elPsm %) 1), (2)

Sada je jasno kako u zapisu gbita danog u jednadzbi (2) imamo tri
stupnja slobode, realne vrijednosti 7o, T8 i ¢ = ¢ — Pa.

Drugi stupanj slobode gubi se ispunjavanjem uvjeta normalizacije iz
Definicije 1, |o|® + |8]> = 1.

ZapiSemo li kompleksni broj 75 - e(¢ﬂ7¢“)i u Kartezijevim

koordinatama, jednadzba (2) prelazi u ) =74 - |0) + (z + yi) - 1),
pa zbog uvjeta normalizacije iz Definicije 1 vrijedi:

1= ro + [z +yif* =72+ (z+yi)- (z+yi)
=714 + (z +yi) - (z — yi)
=7 + 22+ 92,
Sto je jednadzba sfere u realnom trodimenzionalnom prostoru s
Kartezijevim koordinatama (z, y, 7« ). Ta sfera naziva se Blochovom

sferom.® Uvodenjem sfernih koordinata u zapis gbita, jednadzba (2)
prelazi u zapis:

) = cosg - 10) + e sing -11), 6€0,7, ¢ € [0,2aR)
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Slika 3: Blochova sfera

Istaknute tocke na Blochovoj sferi su sjeverni i juzni pol, odnosno
presjecista sfere s osi 2z, koja reprezentiraju vektore |0). i [1).
PresjeciSta sfere s osi & reprezentiraju vektore Hadamardove baze
|+) i |—) te presjecista sfere s osi y koja reprezentiraju vektore baze

) i | — ). Te istaknute to¢ke nam sugeriraju jedno korisno svojstvo
Blochove sfere.

Propozicija 6. Suprotne tocke na Blochovoj sferi reprezentiraju
ortogonalne gbite.

Dokaz: Neka je s 1) = cos g - |0) + e# sin% -|1) dan gbit. Qbit |€)
reprezentiran njemu suprotnom tockom na Blochovoj sferi tada ima
sljededi zapis.

&) = cos

s
— COS

i
>

-0) + e(®+™)i sin %9 - |1)
-0) + e sin’TTf19 - |1)

||
S

Sada je (zbog (0]0) = (1]1) =1 (0|1) = (1]0) = 0):

0 m™—0 .60 . w86
<§|¢>—COS§COS 2 —51n551n 2

Po trigonometrijskom identitetu za kosinus zbroja, slijedi

&) = cos% = 0. Kako je skalarni produkt jednak nuli, slijedi da su
gbiti |1) i |€) okomiti. Na slican se nacin pokazuje kako je (£|¢) =1
te (1|¢) = 1, Sto pokazuje da svaki par suprotnih totaka na
Blochovoj sferi ¢ini ortonormiranu bazu za prostor gbita. U nastavku

teksta vidjeti cemo kako se djelovanje logickih sklopova na gbite
interpretira na Blochovoj sferi.



4 Kvantni logicki sklopovi

Prva grupa logickih sklopova koju ¢emo obraditi su logicki sklopovi
koji se odnose na transformacije jednog gbita.

Paulijeva logicka vrata

Paulijeva logicka vrata predstavljaju skup od cetiri unitarna operatora:

St CO Bl ) i PR R P

Jednostavno se vidi da skup Paulijevih vrata {X, Y, Z, I} ¢&ini bazu

vektorskog prostora linearnih operatora s C2 u C2. Paulijeva logitka
vrata su izuzetno prakti¢na za ra¢unanje promjene spina pojedinog
elektrona, a upravo su spinovi elektrona najcescée koristeni za
formiranje gbita u danasnjim kvantnim racunalima. [7]

Logi¢ka vrata X u literaturi se naziva i bit flip (eng. promjena bita)
vratima. Ona na gbit (zapisan u standardnoj bazi) djeluju tako da mu
zamijene amplitude, odnosno vrijedi X («|0) + £|1)) = B|0) + «|1).
Na Blochovoj sferi, dana transformacija oznacava rotaciju za m oko osi
x. Logicka vrata X mogu se interpretirati i kao generalizaciju logi¢kih
vrata NE (NOT) u klasi¢noj logici, ukoliko se preslikavanje vektora
baze |0) — |1) i |1) — |0) interpretira negacijom. Bit flip vrata
zamijene vjerojatnosti da gbit poprimi vrijednost |0) ili |1).

Logi¢ka vrata X u Diracovoj notaciji zapisujemo:
X = |1)(0] + |0)(1]|. Lako je provjeriti da taj zapis odgovara
matri¢nom zapisu logickih vrata X.

o+ o= {7 o+ [0 =17 5]+ [0 5] =]

Logi¢ka vrata Z u literaturi se nazivaju i phase-flip (eng. promjena
faze) vratima. Ona na gbit (zapisan u standardnoj bazi) djeluju tako
da amplitudi uz vektor |1) (u zapisu u bazi {|0),|1)}) promijene
predznak. Logi¢ka vrata Z predstavljaju promjenu faze gbita,
odnosno rotaciju za 7 oko osi z na Blochovoj sferi. [2] Zapis vrata Z
u Diracovoj notaciji glasi Z = |0)(0| — |1)(1].

Logi¢ka vrata Y djelovanjem na standardne vektore baze dobivamo
Y|0) = ¢|1) te Y|1) = —|0). Na Blochovoj sferi, dana transformacija
oznacava rotaciju za m oko osi y, pri ¢emu se provodi i promjena bita i
promjena faze na gbitu. [??] Zapis vrata Y u Diracovoj notaciji glasi:

Y = —i|0)(1] + 4 [1)(0].



Logi¢ka vrata I predstavljaju operator identiteta, i na ovom mjestu
ih navodimo radi potpunosti Paulijeve baze za vektorski prostor
logi¢kih vrata koja djeluju na jednom gbitu. Paulijeva logic¢ka vrata X,
Y i Z simboli¢ki su prikazana na Slici 4.

Slika 4: Simbolicki prikazi Paulijevih logic¢kih vrata i Hadamardovih
logickih vrata

Hadamardova logicka vrata

Hadamardova logicka vrata zapisujemo pomocu unitarnog operatora

1 1 1 1
== ] = 000+ mol+ ol - ma)

Kada se spin-up ili spin-down elektron posalje kroz Hadamardova
logicka vrata, njegov novi ,polozaj* mozemo opisati kao novci¢ koji
smo postavili na njegov rub te ima 50 % Sanse da padne na glavu
(spin-up) ili pismo (spin-down). Zbog toga se Hadamardova vrata
Cesto koriste na pocetku izvodenja kvantnog algoritma, jer se na taj
nacin prethodno postavljeni, ili inicijalizirani, gbiti iz definitivhog
stanja prebacuju u stanje superpozicije, Sto omogucava koristenje
njihove pune snage. [4] Dakle, osnovna primjena Hadamardovih
logicki vrata je promjena baze iz baze {|0), |1)} u bazu {|+),|—)}.

[7]

1)

Slika 5: Prikaz djelovanja Hadamardovih logic¢kih vrata na Blochovoj
sferi



Simbolicki prikaz Hadamardovih logickih vrata prikazan je na Slici 4
(posljednji simbol u nizu). Na Blochovoj sferi Hadamardova vrata se
¢esto opisuju kao kompoziciju rotacije oko osi y za % i rotacije oko

osi  za . No takav opis zapravo predstavlja dekompoziciju operacije
na Eulerove rotacije, koja se umjesto toga moze prikazati kao jedna
rotacija. Radi se o rotaciji za kut 7 oko simetrale ravnine xz, kao sto
je prikazano na Slici 5.

Logicka vrata faznog pomaka

Sva prethodno opisana logicka vrata pripadaju klasi logickih vrata
koja se nazivaju Cliffordovim vratima. Za tu klasu je karakteristi¢no
da koordinatne osi prostora preslikavaju opet u koordinatne osi. No,
kako bi bili u mogucnosti opisati univerzalne transformacije, potrebno
je koristiti i logi¢ka vrata koja ne pripadaju klasi Cliffordovih vrata. [2]
Jedna takva klasa kvantnih logickih vrata su logicka vrata faznog
pomaka:

1 0

— el?
) o] 100+

|

Prikazana logi¢ka vrata na Blochovoj sferi opisuju rotaciju za kut ¢
oko osi z. Medu logi¢kim vratima faznog pomaka istice se upotreba
tzv. vrata T i vrata S. Vrata T su logi¢ka vrata faznog pomaka za
¢ = %, dok su vrata S logi¢ka vrata faznog pomaka za ¢ = %

Pokazuje se da za ta vrata vrijedi T* = S2 = Z, gdje su Z Paulijeva
logi¢ka vrata Z.

Logi¢ka vrata v NOT

Brojnost logic¢kih vrata koja djeluju na jedan gbit je velika, i ovaj tekst
je prekratak da bismo istaknuli sva. Sirinu prostora konstrukcije novih
logic¢kih vrata zorno opisuju logi¢ka vrata +/ NOT'. Radi se o logi¢kim
vratima koja opisuju djelovanje (invertibilnog) operatora ¢ijom
uzastopnom kompozicijom dobivamo logi¢cki NOT operator, odnosno
Paulijeva vrata X. Radi jednostavnosti zapisa za logic¢ka vrata

v/ NOT koristiti ¢emo oznaku vrata V', kao $to je uobicajeno u
literaturi (vidi [2]).

Istaknimo na pocetku kako je u klasi¢noj Booleovoj algebri navedena
konstrukcija nemoguca. Ni za koju funkciju f: {0,1} — {0,1} ne
vrijedi f(f(z)) =1 — x za svaki z € {0, 1}.

S druge strane u kvantnoj logici mozemo konstruirati operator V' za
koji vrijedi VoV = X:

1{1“ 1—1'] 144
1—i 1434 2

. (10)(0] + 11)(1]) + =5 (0){1] +[1){0])

Uistinu vrijedi:
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1[1+i 1—2} 1[1+i 1—@'}
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VoV=— . . . .
1—7 142 1—7 142

1

4 4

A+d)2+(1—9)> 201 +i)(1—4) ]_1{0 4}:){
2(1+4)(1—4) (1+4)°+(1—i) 4 0 '

Logi¢ka vrata +/NOT na Blochovoj sferi gbit rotiraju za % oko osi x,
Sto je upravo pola rotacije koju na Blochovoj sferi provode Paulijeva
vrata X. Moze se pokazati kako se vrata v/ NOT mogu zapisati
pomoc¢u vrata H i S, tj. da vrijedi / NOT = Ho So H.”

4.1 Logicka vrata za dva gbita

Logicki sklopovi koji djeluju na dva gbita reprezentiraju se
kompleksnom unitarnom matricom reda 4. Najznacajniji medu takvim
sklopovima su tzv. controlled ) sklopovi. Radi se o sklopovima kod
kojih (arbitrarni) unitarni operator () djeluje na drugi gbit ako i samo
ako je prvi gbit |1), inace na drugi gbit djeluje jedini¢ni operator I. U
Diracovoj notaciji takve je operatore (u oznaci CQ, kao control-Q)
moguce zapisati na sljedeci nacin:

Co = (I0){0)) & I+ (|1)(1]) ® Q.
Prelaskom u matri¢ni zapis dobivamo dijagonalnu blok matricu koja za

0
prvi blok ima jedini¢nu matricu I = [O 1} , @ za drugi blok matricu

operatora ) = [ql qz]:
q3 44
10 0 0
I 0 01 00
s -
0 Q 0 0 @1 @
0 0 g

Logicka vrata CNOT (kontrolirani NOT)

Prema prethodno opisanom, operator CNOT matri¢no zapisujemo na
sljededi nacin:

10 00
I 0 01 00
Croon — _ = 10)(0] @ I +|1)(1| ® X.
e P I I B U EY SR
0 01O

Drugi, eksplicitni nacin za zapis vrata CNOT u Diracovoj notaciji u
kojem ne koristimo druge unitarne operatore poput Paulijevih vrata X
ili identiteta I, glasi:

Cnor = [00)(00] + |01)(01] + |10)(11| 4 |11)(10]
Lako se vidi kako CNOT djeluje na vektorima kanonske baze:

CNOT’UO> = ‘00>, CNOT‘()l) = ’01), CN0T|10> = ‘11), CNOT’11> = ’10>.
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Slika 6: Simbolicki prikazi logickih vrata CNOT

Nije tesko provijeriti da se logicka vrata CNOT na vektorima
standardne baze ponasaju kao klasi¢na reverzibilna logicka vrata XOR
(logiCka vrata iskljucivo ili). Reverzibilnost u klasi¢noj digitalnoj
paradigmi ostvarujemo ¢uvanjem informacije o vrijednosti prvog bita,
kao Sto je prikazano na Slici 7. Pri tome se rezultat logickih vrata
XOR, X @Y, moze interpretirati i kao binarno zbrajanje modulo 2.

X

XY

Y

Slika 7: Klasi¢na reverzibilna logicka vrata XOR

Djelovanje CNOT logic¢kih vrata nije simetri¢no, tj. nije svejedno
koristimo li prvi ili drugi gbit kao kontrolni gbit. StoviSe, pogresno je
generalizirati i da je prvi gbit kontrolni gbit u svim upotrebama
kontrolnih logickih vrata. Primjerice, moze se pokazati da se kod
primjene logickih vrata CNOT na vektore Hadamardove baze |—|—> i
]—>, drugi gbit ponasa kao kontrolni gbit. [2] Upravo taj rezultat vodi

do logickih vrata CNOT s drugim gbitom kao kontrolnim gbitom, kao
kompozicije Hadamardovih vrata na oba gbita prije i nakon klasi¢nih
logickih vrata CNOT, kao Sto je prikazano na Slici 8.

N

Slika 8: Simbolicki prikazi logic¢kih vrata CNOT s drugim kontrolnim
gbitom




U upotrebi je velik broj kontroliranih () vrata ¢ija brojnost nadilazi
okvire ovog clanka. Citatelje zaineresirane za taj segment kvantnih
logickih sklopova upuéujemo na [2].

Logicka vrata SWAP

Jos jedna logic¢ka vrata koja djeluju na dva gbita, a Cija je upotreba
Cesta su logic¢ka vrata SWAP, Ciji se simbolicki prikaz nalazi na Slici 9.
Kao sSto je prikazano na slici, vrata SWAP se mogu prikazati i kao
djelovanje triju uzastopnih vrata CNOT s razli¢itim kontrolnim gbitima.

>< Py Jan
% N

Slika 9: Simbolicki prikazi logi¢kih vrata SWAP

JanY
1/

U matri¢noj, odnosno Diracovoj, notaciji vrata SWAP zapisujemo na
sljedeci nacin:

SWAP = = 100)(00| + |01)(10] + |10) (01| + [11)(11]|.

oSO O O =
o = O O
oS O = O
= o o O

Vrata SWAP su posebno korisna u fizickoj izvedbi kvantnog racunala,
jer omo\-gu\-¢a\-va\-ju dovodenje Zeljenih gbita u fizicku blizinu i
potreban polozaj kao ulaze u pojedina logicka vrata, bez presijecanja
nositelja gbita.

4.2 Logicka vrata za tri i vise gbita

Jedan od prvih logickih sklopova formiranih da djeluje na tri gbita je
tzv. CCNOT, odnosno Controlled controlled NOT sklop.

Logicka vrata CCNOT

Logi¢ka vrata CCNOT nazivaju se jos i Toffolijevim logickim vratima.
Radi se o logi¢kim vratima koja djeluju na tri gbita, od ¢ega su prva
dva gbita kontrolni gbiti. Logi¢ka vrata CCNOT negiraju posljednji gbit
ako su oba kontrolna gbita u stanju |1). Matricu koja opisuje
djelovanje logickih vrata CCNOT zapisat ¢emo pomocu dijagonalne
blok matrice, u kojoj su Iy i X matri¢ni zapisi odgovarajucih
Paulijevih logickih vrata:

L 0 0 0
I

CONOT — 2 00

0 I 0

0 0 0 X



= (]00Y(00| + |01)(01| + |10)(10|) ® I, + [11)(11]| ® X.

Simbolicki prikaz logic¢kih vrata CCNOT dan je na Slici 10. Naziv
Toffolijeva logicka vrata duguju radu talijanskog profesora racunalnih
znanosti Tommasa Toffolija, koji je dokazao njihovu univerzalnost. To
znadi da se svi logicki sklopovi klasi¢ne logike mogu realizirati pomocu
kvantnih logickih vrata, StoviSe, koristenjem jedino logickih vrata
CCNOT.8 Logi¢ka vrata AND (A) klasi¢ne logike realiziraju se pomocéu

T €T
CCNOT |y | = y ,
0 LA}

dok se logicka vrata NOT (—) klasi¢ne logike realiziraju pomocu

1 1
CCNOT |1|=|1
z -z
——— L 4

—D—

Slika 10: Simbolicki prikazi Toffolijevih (CCNOT) i Fredkinovih
(CSWAP) logickih vrata

Logicka vrata CSWAP

Jos jedna interesantna logicka vrata koja se primjenjuju na sustavu
od tri gbita su logicka vrata CSWAP (kontrolirani SWAP). Ta se logicka
vrata Cesto nazivaju i Fredkinovim logickim vratima, prema njihovu
tvorcu Edwardu Fredkinu. Simbolic¢ki prikaz CSWAP logickih vrata dan
je na Slici 10.

Kao i logicka vrata CCNOT, logicka vrata CSWAP su univerzalna,
bududi pomocu njih mozemo generirati klasi¢ne logicke veznike AND i
NOT:

T T T T
CSWAP |0 | = zNz |, CSWAP |1 | = | =
z N\ Z 0 x

Matri¢no logicka vrata CSWAP mozemo zapisati u obliku dijagonalne
blok matrice oblika:



I, 0 0
CSWAP= |0 I, 0 )
0 0 SWAP

gdje je Is matri¢ni zapis Paulijevog operatora identiteta, a SWAP
matri¢ni zapis logickih vrata SWAP.

Ovime se ne iscrpljuje pregled kvantnih logic¢kih vrata, Stovise
navedeno treba promatrati kao kratki uvod u tu bogatu temu. Pored
brojnih nespomenutih kvantnih logic¢kih vrata, treba istaknuti kako je
dobro izucavana tema i razliiti nacini faktorizacije, odnosno zapisa
kvantnih logickih vrata pomocu kompozicije nekog skupa logickih
vrata. Citatelje zainteresirane za tu temu upucujemo primjerice na
[1, 2].

5 Kvantni logicki algoritmi

Kvantna logic¢ka vrata, kao i logi¢ka vrata u klasi¢noj logici, koristimo
za izgradnju kvantnih logickih algoritama.® Kako smo pokazali da
postoje univerzalna kvantna logicka vrata (Toffolijeva i Fredkinova
kvantna logicka vrata) pomocu kojih je moguce formati klasi¢ne
logicke veznike AND i NOT, teoretski, svaki se klasi¢ni logicki
algoritam koji je moguce implementirati pomocu klasi¢nih logickih
vrata, moze implementirati i pomocu kvantnih logickih vrata. Usprkos
tome, takva implementacija nije cilj niti osnovna prednost kvantne
logike, u prvom redu zbog hardverskih pretpostavki koje zahtjeva
izgradnja i upotreba kvantnih racunala.

Umjesto toga, cilj kvantne logike je konstrukcija algoritama koji su
znacajno efikasniji od algoritama koje provodimo pomocu klasi¢ne
logike. Istaknimo odmah kako su takvi algoritmi (joS uvijek) vrlo
specificni i vezani uz to¢no odreden tip problema. No i takvi pokazuju
velik potencijal za daljnji razvoj, te ne cude velika ulaganja vodecih
racunalnih kompanija u razvoj kvantnih ra¢unala. [9]

5.1 Deutschov algoritam

U ovom ¢emo c¢lanku objasniti jedan od prvih formuliranih kvantnih
algoritama, Deutschov algoritam. Iako je problem koji algoritam
rjeSava jednostavan, vec se i kod njega vidi komparativna prednost
koju kvantni algoritam moze ostvariti u usporedbi s algoritmima
klasi¢ne logike.

Deutschov problem pripada skupu tzv. problema upita. Radi se o
problemima u kojima nam je cilj postaviti Sto manje upita

(eng. query) kako bismo odredili odgovor na postavljeno pitanje. U tu
skupinu problema spadaju i neki drugi slozeniji kvantni algoritmi
poput Deutsch-Jozsina ili Simonova algoritama (vidi [4, 9]).

U Deutschovu problemu dana nam je funkcija f: {0,1} — 0, 1, dakle
funkcija koja vrijednosti jednog bita preslikava u drugi bit. Upitima
ovdje smatramo racunanja pojedinih vrijednosti funkcije f. Stoga
nam je cilj odgovoriti na postavljeno pitanje sa sto manjim brojem
izvrsenih upita, odnosno Sto manjim brojem racunanja vrijednosti



funkcije f.

Pitanje na koje traZzimo odgovor glasi: je li funkcija f balansirana ili
konstantna? Funkcija je konstantna ako su obje njezine vrijednosti
jednake, odnosno ako sve elemente domene preslikava u broj 0 ili ih
sve preslikava u broj 1. S druge strane, funkcija je balansirana ako
jednu vrijednost preslika u broj 0, a drugu u broj 1, ili drugim
rijeCima, ako je bijekcija. Dakle, trazeni algoritam treba vratiti
vrijednost 1 ako je funkcija balansirana, odnosno 0 ako nije.

Algoritam klasi¢ne logike za rjesavanje Deutschovog problema mora
postaviti dva upita o vrijednosti funkcije f: mora postaviti upit koliko
iznosi f(O) te koliko iznosi f(l) Odgovor na postavljeno pitanje daje
primjena logickog XOR (iskljucivo ili) veznika na vrijednosti funkcija
f(0)i f(1), kao $to je prikazano na Slici 11.10

0 F

f(0) @ f(1)

1 f 7

Slika 11: Simbolicki prikaz algoritma klasi¢ne logike za Deutschov
problem

S druge strane, kvantni Deutschov algoritam za rjeSavanje istog
problema postavlja samo jedan upit, odnosno samo jednom racuna
vrijednost funkcije f. No prije nego li promotrimo sam Deutschov
algoritam moramo objasniti kako kvantno racunalo postavlja upite
funkciji f.

Naime, kvantni logicki algoritmi rade isklju¢ivo pomocu unitarnih
(reverzibilnih) transformacija. Djelovanje funkcije f ne mora biti

reverzibilno, buduéi da funkcija ne mora biti bijekcija. Stoga ¢emo (u
Diracovoj notaciji) prvo definirati unitarni operator Uy kojim ¢emo

implementirati djelovanje funkcije f, na sljedeéi nacin:

Us(lzy)) = Us(|z) @ [y)) = [z) @ [y © f(=

)
gdje je @ zbrajanje modulo 2. Primijetimo kako y @ f(x)
y na miru ako je f(z) = 0, te ga okrece ako je f(z) = 1.
Zainteresiranog Citatelja upucujemo na literaturu [8,10] kako bi se
uvjerili da je tako definiran operator uistinu unitaran. Simbolic¢ki
prikaz djelovanja operatora Uy prikazan je na Slici 12. Gornji gbit

zovemo ulaznim, a donji izlaznim gbitom.!

)4

ostavlja bit



ly)y — — |y @ f(x))

Slika 12: Simboli¢ki prikaz kvantne implementacije funkcije f

Snaga kvantnog racuna proizlazi iz djelovanja funkcije na
superpoziciju ortogonalnih stanja (baze), ¢ime se jednim pozivom
funkcije (na opce kvantno stanje) dobiva informacija o djelovanju
funkcije na sva ortogonalna bazna stanja. Pametnom konstrukcijom
unitarnog operatora Uf tako moZemo dobiti informacije koje

simuliraju paralelno djelovanje kvantnog algoritma na svim stanjima
baze, usprkos ograni¢enju o jednom mjerenju dobivenog rezultata.

Upravo zbog toga kvantni algoritmi znacajno (eksponencijalno)
dobivaju na efikasnosti pri upotrebi veceg broja gbita (odnosno baznih
stanja). Deutschov algoritam prikazuje tu prednost pri upotrebi
(samo) dva gbita, no upravo ga to ¢ini dovoljno jednostavnim za
razumijevanje procesa koji se odvijaju iza kvantnih algoritama.

Na Slici 13 dan je simboli¢ki prikaz kvantnog Deutschovog algoritma.
Na prikazu su posebno oznacenja stanja sustava dva gbita, |1,b0>,
|11), |12) i |1b3), kroz koja éemo analizirati rad samog algoritma. Pri
tome stanje sustava [1)y) oznacava ulazno stanje i vrijedi

[%0) = [01).

10) H H -

1 H

] |

[wo) w1 [w2) [ws)

Slika 13: Simbolicki prikaz kvantnog Deutschovog algoritma

Prodimo racunski kroz prikazani algoritam. Ulaz u algoritam je stanje
|1po) = |01), na koje potom primjenjujemo unitarni operator H @ H.
Za taj operator vrijedi:



1 1 1
-1 1 -1
1 -1 -1
-1 -1 1

1 1 1
won- L[l 1]eLft 1]
1 —1]  v2l1 -1

_ e e

Sada rac¢unamo kvantno stanje |¢1> (prisjetimo se vektorskog zapisa
za |01) iz Definicije 4):

%) = He H01) =

e N =
—
|
—
|
’_\
o O = O

tj. u Diracovoj notaciji
1
1) = 5 (100) — [01) + [10) — [11)).

Prisjetimo li se kako izgleda tenzorski produkt vektora Hadamardove
baze (??), vidimo da vrijedi [¢)1) = | + —). Kvantno stanje |t1)
zapisati ¢emo u malo drugadijem obliku:

Y1) = 310)(0) = 1) + 30 - 1) ®

Na to kvantno stanje potom primjenjujemo operator Uf. Kako je
Uflzy) = |z) ® |y ® f(z)), raspisivanjem djelovanja operatora Uy
na (??) dobivamo:

92) = Uslihs) = 510} (0@ £(0)) — [1® F(0))) + 51 (0@ £1)) ~ [1 @ (1)),

gdje je @ zbrajanje modulo 2. Taj izraz mozemo pojednostavniti,
bududi je

0&®a) - [1®a) = (-1)*(|0) - [1)),
gdje je a bilo f(0) ili f(1), tj. poprima vrijednost 0 ili 1. Sada je:

) = 5(~1fO (0) - [1)) + (-1 (o) — 1)

(-1)70) + (-1)/V[1)
V2

=)

jerje|—) =

Vidimo kako u stanju |t2) drugi gbit ima vrijednost |—) bez obzira na
to kakva je funkcija f. No zato su u vrijednosti prvog gbita sadrzane
informacije o vrijednostima funkcije f iu 0iu 1. Jo$ je potrebno te
informacije ocitati na domisljat nacin. U tu svrhu izlu¢imo vrijednost
(—l)f(o), pri é&emu ¢emo iskoristiti ¢injenicu da je

(—1)fW-F0) = (—1)/O)&f)

Navedeni identitet vrijedi jer £(0) i f(1) mogu poprimiti samo dvije
vrijednosti, 0 i 1. Stoga i njihova razlika moZe poprimiti samo
vrijednosti —1, 0i 1. Ako su vrijednosti f(0) i f(1) jednake (tj. ako je
funkcija konstantna), razlika je jednaka nuli, a ako nisu (tj. ako je



funkcija balansirana), razlika je jednaka 1 ili —1. U oba slucaja,
uvrstavanjem lako provjeravamo istinitost navedenog identiteta.
Dakle, vrijedi:

g [0+ (=1)fOeim )
|th2) = (—1) ( 2 -

Promotrimo li izraz u zagradi vidimo da vrijedi:

)0
0+ 1i/§ b |0>;§|1> = |+), ako je funkcija konstantna

_1)\f0ef(1) _
0)+(=1) L — - |—), ako je funkcija balansirana

V2 V2

odnosno

(—1)7@| + —), ako je funkcija konstantna
[%2) =

(—1)7@|-), ako je funkcija balansirana

Dakle, informacija o tome je li funkcija konstantna ili balansirana
pohranjena je u prvom gbitu (pri ¢emu drugi gbit uvijek ima istu
vrijednost). Posljednji korak je primjena Hadamardovih logickih vrata
na prvi gbit, $to nam daje kvantno stanje |13).

(—1)f®]0-), ako je funkcija konstantna
|ths) =

(—1)7®|1-), ako je funkcija balansirana

Konacno mjerenjem prvog gbita dobivamo vrijednost 0 ako je funkcija
konstantna, odnosno 1 ako je balansirana. Istaknimo i kako se

primjenom algoritma ispred stanja sustava pojavio faktor (_1)f(0)_

No tu se radi o globalnoj fazi koju i tako ne mozemo mjeriti pa ne
utjece na provodenje algoritma i njegov rezultat.1?

6 Zakljucak

Cilj ovog teksta bio je opisati temeljne pojmove i procese u radu
kvantnog racunala i u izgradnji algoritama kojima se isto sluzi.
Naravno, tema je opsezna i ovim smo ¢lankom tek otvorili vrata
zainteresiranim citateljima. Mnoge su teme ostale neobradene: od
teorijske formalizacije kvantne logike, do nacina rada sloZenijih
kvantnih algoritama. No vjerujemo kako ¢e, nakon ovog uvoda te
teme biti lakSe pronadi, pratiti i razumjeti.
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17Zbog opseznosti ¢lanka, na ovom mjestu pretpostavljamo osnovno znanje ¢itatelja o
vektorskim prostorima, poput poznavanja pojmova (i svojstava) baze vektorskog
prostora, standardno definiranog skalarnog (unutarnjeg) produkta i ortogonalnosti.
27a svojstvene vrijednosti hermitskih operatora vrijedi da su realne vrijednosti, dok za
njihove svojstvene vektore vrijedi da su medusobno okomiti.

37a detaljniji izvod, zainteresirane &itatelje upuéujemo na [4].

4Prisjetir_no se, po definiciji djelovanja eksponencijalne funkcije na kompleksne brojeve
vrijedi €Y = cos ¢ + i sin . Odavde jednostavno slijedi |e*¥| = 1

5Za pocetak, unitarne operatore definiramo pomoc¢u dvodimenzionalnih matrica, no
kako ¢emo kasnije opisati rad na sustavima s viSe od jednog gbita, tako ¢e se mijenjati
i veli¢ina unitarne matrice koja djeluje na takvim sustavima.

6potpune preciznosti radi, kroz opisani postupak se svi gbiti mogu jedinstveno prikazati
kao tocke na (gornjoj) polovici opisane sfere (zato jer je realna vrijednost r, iz
polarnog zapisa kompleksnog broja a pozitivan broj). Zbog toga se uvodi korekcija
dvostrukim kutom, odnosno vrijednost kuta @ se mnoZi s 2. Pri tome se pokazuje kako
se tim procesom ne gubi jedinstvenost zapisa, iako se sve toCke ,ekvatora" preslikavaju
na ,juzni pol* Blochove sfere, sto ne utjeCe na moguénost reprezentacije gbita. [3]

7Vrata v NOT znaju se zapisivati i na sljedeéi nacin: vV NOT = \/—12.1. [1 ﬂ .

7
Navedeni zapisi operatora jednaki su do na globalnu fazu.
8prisjetimo se, u klasi¢noj logici skup veznika A, = je potpun, $to znadi da je pomodu ta
dva logic¢ka veznika moguce iskazati sve ostale logicke veznike.
9Napomenimo kako pojam "algoritam" u ovom kontekstu ne promatramo kao niz
(iterativnih) naredbi, ve¢ kao matematicki koncept koji opisuje rjeSenje problema
koriste¢i kvantno racunanje. Pri tome kvantne algoritme implementiramo pomocu
kvantnih logickih sklopova, $to znaci da je sklop fizicka realizacija algoritma.
10Na Slici 11 simbol @ oznadava zbrajanje modulo 2, koje primijenjeno na ulazima iz
skupa {0, 1} daje rezultat ekvivalentan primjeni XOR logi¢kih vrata.
11yloga gornjeg i donjeg gbita moze biti obrnuta, ovisno o prikazu kvantnog logi¢kog
sklopa.
12Faktor (—1)f(0) moze poprimiti vrijednosti —1 ili 1. U oba sluéaja radi se o globalnoj
fazi oblika €' ¥, u prvom slu¢aju za ¢ = , a u drugom za ¢ = 0.
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