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1 Rijec-dvije o integralnom racunu

Problemi ra¢unanja povrsine nekog podrucja stari su vise od 4000
godina. Odgovor na taj problem daje integralni racun. Integral je
jedan od klju¢nih pojmova matematike ¢iju su ideju racunanja prvi
oblikovali Isaac Newton i Dottfried Wilhelm Leibniz, dok je prvu strogu
definiciju odredenog integrala dao Bernhard Riemann. Danas se
tehnike integriranja primjenjuju u prirodnim znanostima,
inZenjerstvu, ekonomiji te brojnim drugim podrucjima. U fizici,
odredeni integrali omogucuju precizno racunanje kompleksnih
pojmova, pocevsi od klasicne mehanike do elektromagnetizma i
kvantne mehanike.

Cilj ovog rada je objasniti odredeni integral te Citatelju pribliziti taj
apstraktan matematicki pojam preko opipljivog svijeta fizike.
Poznavanje primjena integralnog racuna u fizici uvelike pomaze
razumjeti matematicke tehnike, kao i koncepte fizike, Sto pokazuje
povezanost matematike i fizike.

2 Riemannov integral ogranicene
funkcije na segmentu

Racunati povrsinu jednostavnih geometrijskih likova poput
pravokutnika, trokuta ili kruga naucili smo joS u osnovnoj skoli.
Postavlja se pitanje kako racunati povrsinu nekog opcenitog lika u
ravnini? Motivirani ovim pitanjem uvodimo pojam Riemannovog1
integrala funkcije i povezujemo ga s povrSinom "ispod njezinog
grafa". Odmah éemo promatrati ograni¢ene funkcije na segmentu, jer
¢emo se takvima najcesce baviti u problemima iz primjene.

Neka je [a, b] segment realnih brojeva i f : [a,b] — R ograni¢ena
funkcija. Stoga, postoje realni brojevi

m= inf f(z)iM = sup f(z),

z€la,b] z€a,b]
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tj. infimum i supremum funkcije f. Uo&imo, ako je [ay,b;] C [a, b]
tada je i restrikcija od f na [a1, b1] ograni¢ena funkcija i iz

m < f(z) < M, z € [a,b]
slijedi
m<m < f(z) <My <M, x € [aq,by], (1)
gdjesum; = inf f(z)iM; = sup f(z).
z€lay,bi] z€la1,bi]
Za prirodni broj n, segment [a, b] podijelimo na n dijelova tako da je
A=) <1 <+ < << Tp1 < xTp =b.

Tada konacan skup to¢aka P = {zg, 21, ..., Z,} nazivamo
subdivizijom ili particijom segmenta [a, b]. Za subdiviziju P*
kazemo da je profinjenje subdivizije P ako je P* C P.

Definicija 1. Neka je [a,b] C R in € N. Za subdiviziju
P ={zo,z1,...,2z,} definiranu s

b_
2 =a+tihh= —2 ic{0,1,...,n},
n

kazemo da je ekvidistantna.
Neka je
My, = sup{f(z) : € [xp—1, 2]}, mp = Inf{f(z) : @ € [zp—1,2x]},1 < k <n,

te t, € [z}_1, ;] proizvoljna to¢ka. Definiramo Darbouxove? i
integralnu sumu:

n

s(f,P) = Z my(zr — 2x_1) je donja Darbouxova suma,

3

o(f,P)=) f(tx)(zy — z_1) je integralna suma, te

S(f,P) =) My(zr — zr—1) gornja Darbouxova suma.

Ocito vrijedi:

m(b—a) < s(f,P) < o(f,P) < S(f,P) < M(b—a).(2)
Neka je dan segment [a, b] te P skup svih subdivizija na njemu.
Nadalje, neka je

A=1{s(f,P): Pc P}, B={S(f,P): Pc P},teC={o(f,P): Pc P}

Zbog (2) ti skupovi su ograniceni pa postoje

Z.(f;a,b) =sup AiZ*(f;a,b) = infB.

Definicija 2. Broj Z. naziva se donji Riemannov integral funkcije
f na [a,b], a broj Z* gornji Riemannov integral funkcije f na
[a, B].

Iz pokazanog je jasno da svaka ograniena funkcija f na segmentu
[a, b] ima gornji i donji Riemannov integral.



Definicija 3. Za funkciju f : [a,b] — R ograni¢enu na [a, b] kazemo
da je R-integrabilna ili integrabilna u Riemannovom smislu ako
je

Z.(f;a,b) =I7°(f;a,b).

Tada se broj Z = Z, = Z* naziva integral ili R-integral funkcije f na
segmentu [a, b] .

Vratimo se sada na problem povrsSine s pocetka. Neka je
T={(z,y) e RxR:0<y<g(x),z € [a,b]} pseudotrapez ispod
grafa funkcije g : [a, b] — R™. Sada povrsinu pseudotrapeza

definiramo s
b
/ g(z)dz
a

za integrabilnu funkciju g.

3 Primjene integralnog racuna u fizici

Sada kada smo se malo bolje upoznali s integralnim racunom ostaje
vidjeti Sto sve, izmedu ostalog, u podrucju fizike mozemo racunati
preko integrala.

3.1 Racunanje duljine puta

Promotrimo za pocetak tijelo koje se giba jednoliko pravocrtno. Ako
se tijelo giba brzinom v, put koje je ono preslo do trenutka t definira
se kao: s := vt. Sada uvedimo tijelo koje se giba, ne nuzno jednoliko
pravocrtno. Na pravac po kojem se giba tijelo uvedimo koordinatni
sustav i poetak gibanja oznatimo s 0 te oznac¢imo s v(¢) brzinu tijela
u trenutku t. Zelimo odrediti put koji je tijelo preslo do trenutka ¢, tj.
s(t).
Neka je dana funkcija brzine v : [0,¢] — R gdje je t > 0. Uzmimo
subdiviziju

O=ti<ti <:---<th,=t, neN
segmenta [O,t]. Na proizvoljnom podsegmentu
[tk—1,tk], k < n,k € N, brzinu tijela aproksimiramo s v(t*) pri
gemu je tp* € [ty 1,1t proizvoljna to¢ka. Tada se na tom

podsegmentu tijelo giba jednoliko pravocrtno pa vrijedi da je
sk ~ v(tr*)(ty — tx—1), odnosno

n
s~ > v(tex) (b — tro1).
k=1

Ova suma je upravo jednaka integralnoj sumi funkcije v pa ima smisla
definirati:



Primjer 1. Biciklist Marko vozi utrku i njegova je brzina dana
funkcijom v(t) = 2t + 1, t > 0, gdje je vrijeme mjereno u
sekundama. Koliko je metara preSao Marko za 10 sekundi?
Prema prethodno izvedenoj formuli imamo da je

10

+7
0

10

10
5(10) = /0 (27 + 1)dr = 72 ~ 110,

0

Marko je za 10 sekundi presao 110 m.

10 sekundi kasnije

Gibanje brzinom

v(t)

Slika 1: Marko vozi utrku

Napomena 1. Umjesto definiranja prijedenog puta preko brzine,
moze se definirati i brzina preko puta. Tada je

u(t) = §'(t), (3)

za neki trenutak t (vidjeti [1]). Uo¢imo da je to u skladu s naSom
definicijom puta preko brzine uz prirodan zahtjev s(0) = 0m (tijelo
za 0 sekundi prijede 0 metara). Integrirajuci (3) od 0 do t te
primjenom Newton-Leibnitzove formule dobijamo:

A () = /0 ' o(r)dr

Napomena 2. Akceleracija Cestice definira se kao promjena brzine u
vremenu, tj.

a(t) = ' (t).

Tada primjenom Newton-Leibnitzove formule i integriranjem obje
strane dobivamo:

u(t) = /0 a(7)dr + v(0),

tj. ako nam je poznata pocetna brzina mozemo izracunati brzinu u
proizvoljnom trenutku kao integral akceleracije.

3.2 Rad sile



Ako za pocetak pretpostavimo da na tijelo djeluje konstantna sila F' u
istome smjeru tada se tijelo pod utjecajem sile F' giba jednoliko
pravocrtno i prijede put s. Tada se rad sile F definira kao W := F'- s.
No, iz iskustva znamo da sila ne mora uvijek biti konstantna.
Primjerice, zamislite da idete na autobusni kolodvor i vucete veliki
kofer - sigurno ¢ete na pocetku vaseg puta imati viSe energije,
odnosno sila koju primjenjujete bit ¢e veca!

Dakle, sila moze biti zadana funkcijom f : [a,b] — R pri ¢emu
segment [a, b] predstavlja put koje je tijelo preslo uslijed djelovanja
sile f. Da bi smo izracunali rad te sile, napravimo subdiviziju

a=z0<x1<---<xTp=b, neN,

segmenta [a, b]. Ako promotrimo proizvoljni podsegment

[azk_l,:zzk], k < n,k € N, silu na tom segmentu aproksimirat éemo s
f(x}) pri temu je x}, € [z}_1, )] proizvoljna toka. Tada je sila na
tom podsegmentu konstantna, tj. gibanje je jednoliko pravocrtno pa
je rad sile na tom podsegmentu

Wi = f(z}) (% — 1),

odnosno na cijelom putu:
n
W = Z f(z))(zr — zr-1)-
k=1

Primijetimo da je gornji izraz zapravo integralna suma funkcije f na
zadanom segmentu [a, b] pa rad sile ima smisla definirati kao integral
funkcije f, tj.

W= /lbf(ac)da:.

Promotrimo kako izra¢unati rad u nekim konkretnim situacijama.

Primjer 2. Ako je poznato da je potrebna sila od 50 N da bi se
opruga prirodne duljine 10 cm rastegnula na 20 cm, izracunajmo
koliko je rada potrebno uloZiti da bi se opruga rastegnula s 12 na
15cm.

Prema Hookeovom zakonu iznos sile koju treba uloZiti za produljenje
opruge jednak je umnosku koeficijenta elasti¢nosti k i produljenja
opruge x. Mozemo iskoristiti Hookeov zakon da izracunamo konstantu
elasti¢nosti k te zadane podatke; £ = 10cm = 0.1m isila f = 50 N.
Iz toga slijedi k = 500 N /m, odnosno sila opruge je dana funkcijom

f(x) = 500z. Stoga je trazeni rad jednak:

0.05 2 ,0.05

W = 500xdx = 500— = 0.525 J.
0.02 0.02

Treba napomenuti da je osim samog iznosa sile vazno i njezino
usmjerenje. Promotrimo sljedeci primjer.



Primjer 3. Djecak uzme igracku koja se sastoji od uzeta i loptice na
kraju te ju vrti u zraku. UZe na kojem je loptica dugo je 5 cm, loptica
je teska 0.1 kg, a sestra mu je pomogla izmjeriti brzinu vrtnje loptice
koja je stalna i iznosi 15 m/S. Koliki rad obavi centripetalna sila ako
znamo da je loptica napravila 5 krugova?

Centripetalna sila pri stalnoj brzini v iznosi

2
v
F.=m—,
T
gdje je m masa tijela, a r polumjer kruznice po kojoj se to tijelo giba.
U ovom slucaju ona iznosi:

2
F, = 012> _ 450 N.
0.05

Loptica ukupno prijede put od 5 krugova, odnosno 5 puta prijede
opseg kruga (koji iznosi 2r7) pa ne uzimajuci u obzir usmjerenje
centripetalne sile dobijemo:

W=F,-s=450-5-2-0.05m ~ 706, 86 J.

Medutim, rad sile definiran je kao skalarni produkt, a za njega je bitno
i usmjerenje vektora za koje ga racunamo. Znamo da je centripetalna
sila usmjerena prema sredistu kruznice po kojoj se tijelo giba (Slika
2), pa je ona okomita na putanju iz ¢ega slijedi W = F,-s = 0J, tj.
centripetalna sila ne obavlja rad.

Slika 2: Odnos centripetalne sile i putanje u proizvoljnoj tocki

Sada kada smo vidjeli vaznost usmjerenja sile s obzirom na putanju
promotrimo sljedeéi primjer.



Primjer 4. Djecak vuce lagani blok na opruzi konstante elasti¢nosti
k = 800 N /m kao na Slici 3. Pri tome je blok postavljen ukoso pod

kutom od 30° prema horizontali.

/o=
Coy

Slika 3: Djecak vuce blok
Izracunajmo rad koji djecCak treba obaviti kako bi povukao blok i
oprugu za 10 cm ako zanemarujemo masu bloka.

Primijetimo da je ovdje elasti¢na sila usmjerena pod kutom s obzirom
na smjer putanje pa je potrebno rastaviti silu na komponente.

Slika 4: Rastav elasti¢ne sile

Neka je F,, komponenta okomita na putanju, a Fp komponenta
paralelna putanji bloka. Iz trigonometrijskih jednakosti slijedi:

F,=Fsin30° i F,= Fcos30°.

U prethodnom smo primjeru vidjeli da je rad sile okomite na putanju
jednak 0 pa nam samo preostaje izraCunati rad sile Fp. Sada koristedi

Hookeov zakon dobivamo ukupan rad:

0.1 0.1 2 0.1
3
W = / Fy(z)dz = / 800z cos 30°dx = 800%% ~ 3.46J.
0 0 0

3.3 Masa i teziste

Neka je dan tanki3 ravni $tap duljine [, te funkcija p : [0,1] — R koja

predstavlja linijsku gusto¢u njegove mase. Ukoliko je ona konstantna

kazemo da je Stap homogen, a u suprothom je nehomogen. Tada je
masa tog Stapa dana s:

m = A ' (2)da.



Napomena 3. Umjesto racunanja mase cijelog Stapa mozZzemo
raéunati masu dijela [0, z] C [0,!] danog $tapa. Tada je:

Primjer 5. Na raspolaganju imamo Stap duljine 5m, linijske gustoée
mase p : [0,5] — R zadane s p(z) = z® + 222 + 1. Kolika je teZina
dijela Stapa izmedu pravacax =2 ix = 3?

Kako bi izracunali tezinu prvo moramo izracunati masu Stapa:

4

z! 3
4

+x
2

3 3

2_
2+ 3

3 359

y 127

3
m:/ (2 + 22° + 1)dz =
2

Sada je tezina jednaka:

F =mg~293.5N.

Pojam momenta i tezista objasnit ¢emo na jednostavnom primjeru.
Neka je dan sustav koji se sastoji od tanke Sipke zanemarive mase i
dva utega mase m; i my na koordinatama x; i 5. Zelimo nadi
koordinatu tocke T u kojoj dobijemo klackalicu u ravnotezi. Tu tocku
nazivamo teziste. Koriste¢i Arhimedov zakon poluge:

my(Z — 1) = my(zy — Z),

dobivamo da je:
- My + My
T T tma
Veli¢ina mx naziva se moment mase m koja se nalazi u koordinati
T, a mi;x; + Mmayx9 naziva se moment sustava u odnosu na ishodiste.

TeSiste, moment i masu mozemo racunati i za opcenitije slucajeve,
Sto slijedi u nastavku.

Neka je dana tanka, homogena plo¢a R, konstantne povrsinske
gustoce mase p, koja se nalazi ispod grafa funkcije

f :la,b] - R™{+} kao na Slici 5.

Slika 5: Homogena ploca R ispod grafa funkcije f

Koristimo princip simetrije: ukoliko je homogena plo¢a R simetri¢na s



obzirom na neki pravac, onda je teZiste plo¢e na tom pravcu. Uzmimo
ekvidistantnu subdiviziju

a=xy<zT1<---<z,=b, neN

segmenta [a, b] te s Az := z — zk_1,k < n,k € N, oznacimo Sirinu

svakog segmenta. Neka je nadalje Tj, = wk’l;wk srediste tog

segmenta. Tada je po principu simetrije teziSte k-tog pravokutnika u
tocki (€, %f(m‘k)) i masa mu jednaka: my = pf(Zx)Az. Sada
moment plo¢e s obzirom na os £ mozemo aproksimirati s:

M.~ po(f(ai) A,
k=1

odnosno profinjenjem subdivizije dobivamo

1 b
M, := Ep/a f?(z)dz

Analogno definiramo moment s obzirom na os y:

b
M, = p/ zf(z)dz

Primjer 6. IzraCunajte moment sustava koji se sastoji od tanke
ploe gustoce 2, koja se nalazi ispod grafa funkcije g : [0,27] — R
zadane formulom g(z) = cosx, s obzirom na z i y os.

Prema prethodno izvedenim formulama imamo:

27 ) 21 27
M, = 2/ zcoszdr = V=% . VT I =gsinz| + / sin zdz
0 0 0
2
= —coszx| =0,
0
1 27 2 1 1 1 21T in?2 o
M, = —2/ cos® zdx :/ — + —cos2z |dx = —x| + SIMAT = .

Izvedimo sada koordinate tezista homogene ploce R koja se nalazi
ispod grafa funkcije f. Momenti sile se ne mijenjaju premjestanjem
ukupne mase u teZiste pa slijedi da koordinate teZista (Z, y)
zadovoljavaju jednakosti

mj:Myimg:Mlﬁ

b
m:pP:p/ f(z)dz

ukupna masa plo¢e R. Sada lako dobijemo izraze za kooordinate

tezista:
/ ' (z)de / 7

T = ,

/ fa / f(a)da

Uoc¢imo da koordinate teziSta ovise iskljuivo o funkciji f, tj. o obliku
same ploce, a ne o gustodi p.

gdje je

N
Il
o)
N
A



Ako se podrucje R za koje trazimo teZiSte nalazi izmedu krivulja
y=f(z) iy =g(z), gdje je f(x) > g(x) za svaki z € [a, b], moze
se pokazati da su koordinate tezista (Z,y) dane s

b b
[ ei@-sende 5 [ () - P
o Y= ¢s):

b b
[ (7@ - gle)da [ (7@ - gle)da

Primjer 7. Markov tata odlucio je napraviti kuéicu za vrapce. Krov
kucice modelirao je funkcijom f: R — R, f(z) = —|z| + 5, pod
kucice je paralelan podlozi te su bocne strane ispunjene. Gdje Marko
mora zakaciti konac na kucici kako bi ona stajala ravno na drvetu?
Bududi da kucica mora biti u ravnotezi zaklju¢ujemo da Marko treba
zakaciti konac u koordinatama tezista.

Pod kucice je paralelan podlozi i zato ¢emo uzeti pravac y = 0 kao
jednu stranu kudice. Zatim, odredujemo njegova sjecista s funkcijom
f, $to lako vidimo da su x = —5ix = 5. Ako promotrimo grafi¢ki
prikaz ovog podrudja (Slika 6)

9]
N

N

Slika 6: Kudica koju je izgradio Markov tata

vidimo da je simetri¢no s obzirom na os ¥y, pa je prema principu
simetrije £ = 0.
Sada josS trebamo izracunati §:

5 0 5
P = / f(z)dx = / (z + 5)dz —I—/ (—x + 5)dz
-5 -5 0
2,0 0 2.5 5
20 isel —Z| 452 =10,
2 15 -5 0 0
5 0 5
/ fi(z)dz = / (z + 5)*dz +/ (—z +5)%dz
-5 -5 0
0 5
= / (z* + 10z + 25)dz +/ (x? — 10z + 25)dz = 50,
-5 0
te je
a0,
T

Slijedi da Marko treba okaciti konac na koordinatama (0, 2.5).



4 Zakljucak

U ovom radu promatrani su integrali funkcije jedne varijable i njihova
primjena u fizici. Nakon uvodenja Riemannovog integrala, proucavane
su neke njegove primjene, kao Sto su racunanje duljine puta, rad sile
i odredivanje koordinata teziSta nekog tijela. Nadamo se da ¢e
zainteresiranom Ccitatelju tema biti zanimljiva i korisna, te ga dodatno
potaknuti na proucavanje veza izmedu matematike i raznih drugih
prirodnih i drustvenih znanosti.
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