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Nogomet u nastavi matematike
3. razreda srednje skole

FiLip MJAC*! 1 FRANKA MIRIAM BRUCKLER?

Uvod

Prema trenutnom kurikulumu [1], u 3. razredima svih gimnazija obraduju se
sljedece matematicke teme: potencije i op¢i korijeni, eksponencijalna i logaritamska
funkcija, vektori, pravac i kruznica te, na kraju, kombinatorika kao novi dio obveznog
kurikuluma. Nakon prethodnih nastavaka, zasigurno vas nece zacuditi da se gotovo
sve te teme mogu prirodno i realisticno povezati s nogometom. I dalje se trudimo
predociti vezu izmedu matematike i najljepseg sporta na svijetu - nogometa. Buduci
da se gradivo iz matematike $iri, ni nama ne preostaje nista drugo nego prosiriti samu
primjenu i zakljuciti kako je matematika uistinu gotovo svugdje prisutna. Matematic-
ke metode i koncepti u 3. razredu omogucuju preciznu analizu kretanja igraca i lopte,
optimizaciju treninga te bolji uvid u dinamiku igre. Kao i obi¢no, organizirat ¢emo ih
po matematickim disciplinama, a ne po redoslijedu gradiva.

Analiza u 3. razredu SS

Ucenici se u ovom razredu prvi put susrecu s eksponencijalnom i logaritam-
skom funkcijom. Za njih one su ne$to novo i nepoznato. Vrlo brzo shvacaju njihovu
korisnost te ih kasnije upotrebljavaju u rjesavanjima raznih jednadzbi, nejednadzbi
i drugog.

Eksponencijalne i logaritamske funkcije igraju klju¢nu ulogu u analizi razlic¢itih
aspekata nogometa, od modeliranja rasta popularnosti kluba do analize fizickih per-
formansi igraca, a eksponencijalna se funkcija pojavljuje i u vjerojatnosti (Poissonova
distribucija Cesto se koristi kao temeljni model za predvidanje ishoda nogometnih
utakmica). Ove matematicke funkcije omogu¢uju nam razumijevanje slozenih pro-
cesa koji se odvijaju u nogometu, poput procjene dugoro¢nih ucinaka treninga ili
pracenja promjena u performansima tijekom vremena. Kori$tenjem eksponencijal-
nih i logaritamskih funkcija mozemo bolje predvidjeti i analizirati razvoj situacija na
terenu, kao i strategije momcadi u dugoro¢nom planiranju.
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Primjer 1. Tijekom priprema za sezonu, kondicijski trener prati izdrZljivost
igraca Marka Pjace. Na pocetku priprema Pjaca moze kontinuirano trcati u visokom
intenzitetu 10 minuta. Nakon svakog tjedna treninga njegova izdrzljivost raste za
20 %. Trener koristi eksponencijalnu funkciju za pracenje napretka i izracunava ko-
liko ¢e Pjaca modi trcati nakon 4 tjedna. Eksponencijalna funkcija koja opisuje rast
izdrzljivosti je ,
Tt)=T,-A+r),
gdje je T, pocetna izdrzljivost (10 minuta), r stopa rasta (0,20 ili 20 %) i t broj tjedana
treninga. Ovdje naravno treba naglasiti da ovakav model vrijedi za kra¢a vremenska
razdoblja, inace bi se izdrzljivost neogranic¢eno povecavala.

Rjesenje. 1zracunajmo izdrzljivost nakon 4 tjedna:
T(4)=10-(1+0.20)* =10-1,20* =10-2,0736 = 20,74 min .
Dakle, nakon 4 tjedna treninga trener ocekuje da ¢e Pjaca modi tréati 20,74 minuta.

Pokusajmo sada u istom primjeru izracunati za koliko ¢e tjedana njegova izdr-
zljivost (u smislu maksimalnog trajanja tr¢anja visokim intenzitetom) premasiti 40
minuta. Postavimo nepoznanicu ¢ (vrijeme u tjednima) i rijeS§imo:

40<10-1,20
4<1,20"
log4 <t-log(1,20)
o _log4
log(1,20)

»O.

Dakle, izdrzljivost Pjace premasit ¢e 40 minuta nakon priblizno 7,6 tjedana.

Svaki trening visokog intenziteta zahtijeva dobru i kvalitetnu rekuperaciju te isto
tako odmor kako ne bi doslo do preopterec¢enosti misic¢a te samim time i ozljeda igra-
¢a. U sljede¢em primjeru proucavat ¢emo upravo navedeno koriste¢i logaritamsku
funkciju da bismo modelirali kako se izdrzljivost sportasa poboljsava tijekom vre-
mena. Ova funkcija odrazava stvarnost da sportas brzo napreduje na pocetku trenin-
ga, a zatim se napredak usporava kako se priblizava svom punom kapacitetu. Takav
obrazac Cesto nalazimo u fizioloskim procesima, $to nam omogucuje da preciznije
predvidimo i analiziramo napredak sportasa. Medu znanstvenim radovima koji se
bave takvim modelima mozemo izdvojiti istrazivanja iz podrucja sportske fiziologije
i oporavka, gdje se koriste logaritamski modeli za prac¢enje oporavka misica, sr¢ane
frekvencije, razine laktata u krvi i drugih parametara koji se normaliziraju tijekom
vremena. Konkretni izvori primjene logaritamskih funkcija u kontekstu sporta mogu
se pronaci u knjigama ili radovima o sportskoj fiziologiji i biomehanici ([4] i [5]).

Primjer 2. Nakon utakmice igra¢ se oporavlja, a brzina oporavka moze se opisati
logaritamskom funkcijom. Pretpostavimo da se igra¢ oporavlja prema funkciji

In(t+1),
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gdje je T vrijeme potrebno za potpuni oporavak, a t vrijeme provedeno u oporavku u
satima. Koliko je sati potrebno igra¢u da se oporavi do 90 % svoje maksimalne ener-
gije ako je maksimalno vrijeme oporavka 24 sata?

Rjesenje. Prvo postavimo jednadzbu, a onda je rijesimo koriste¢i vezu ekspo-
nencijalnog i logaritamskog zapisa:
0,9-24=In(t+1)
21,6 =In(t +1)

e =t+1
t=e""—1

Izracunavanjem dobijemo da je t vrlo velik broj, $to znaci da oporavak do 90 %
traje prakticki zauvijek. Ovdje mozemo vidjeti koliko je vazno upravljati opterece-
njem igraca.

Primjer 3. Temeljni model za predvidanje ishoda utakmica, primjerice za odre-
divanje koeficijenata u kladionicama, poznat je pod nazivom Poissonova razdioba.
Prema Poissonovoj razdiobi, ako se nesto — recimo pogotci — pojavljuje m puta u
jedinici vremena, onda je vjerojatnost da se u sljedecoj jedinici vremena - recimo
utakmici - to nesto dogodi n puta (n =0, 1, 2, ...) jednaka

Primjerice, u zadnjih godinu dana reprezentacija Hrvatske odigrala je uku-
pno 13 utakmica na kojima je postigla ukupno 22 pogotka, odnosno prosjecno

22 . . . Ca
m=_o= 1,6923 pogotka po utakmici. Prema Poissonovoj razdiobi, vjerojatnost da

na sljedecoj utakmici s Portugalom (5. rujna 2024., ta utakmica jo$ nije odigrana u
trenutku pisanja ovog ¢lanka) Hrvatska ne postigne pogodak jednaka je

22
13

)0
) = Te‘”’” =e " =0,184=18,4%.

Analitika geometrija u 3. razredu SS

U 3. razredu srednje $kole ucenici se susrecu s vektorima. Prvi ih put uce jos u
7. razredu osnovne $kole, kada postavljaju temeljna nacela, dok sada svoje znanje i
gradivo svakako prosiruju, a ono $to je najveca razlika je kut izmedu dvaju vektora.

U nogometu, vektori igraju klju¢nu ulogu u analizi kretanja lopte i igraca na
terenu. Matematika kroz vektore omogucuje precizno odredivanje smjera, brzine i
pozicije, §to su kljucni elementi u strategiji igre. Koriste¢i vektore mozemo analizirati
kako vanjski faktori poput vjetra utjecu na kretanje lopte, kako se igra¢i medusobno
pozicioniraju te kako dodavanje lopte rezultira promjenom pozicije na terenu. Ovi
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matematicki koncepti pomazu u razumijevanju i optimizaciji kretanja u igri, ¢cime se
poboljsava takticko djelovanje momcadi.

Primjer 4. Recimo da je na utakmici Hrvatske protiv Albanije Andrej Kramari¢
udario loptu brzinom od 20 m/s prema jugu. Istovremeno, vjetar puse prema istoku
brzinom od 10 m/s. Kolika je rezultantna brzina lopte i u kojem se smjeru lopta krece?

Rjesenje. Brzinu lopte mozemo predstaviti kao vektor v, prema jugu, a brzinu
vjetra kao vektor v, prema istoku. Vazno je uociti da su ta dva smjera medusobno

okomita. Rezultatna brzina je vektor v—r =wv, +v, (iji iznos dobivamo koriste¢i Pita-

gorin poucak:
~ N20°+10°m m
+v =———=+500—=22,36m/s.
s s
Smjer rezultantne brzine odreden je kutom

v, 10 .
0 =arctg—= =arctg— =~ 26,57".
12 20
Dakle, rezultantna brzina lopte koju je udario Kramari¢ je 22,36 m u smjeru
26, 57° od juga prema istoku.

Primjer 5. Josko Gvardiol i Mateo Kovaci¢ stoje na terenu, Gvardiol na poziciji
(2,3) u koordinatnom sustavu terena (odredenim koordinatnim osima duz rubova
terena, s ishodi$tem u jednom od kutova te uz jedinicu na koordinatnim osima izno-
sa 1 m), a Kovaci¢ na poziciji (8,7). Gvardiol dodaje loptu Kovacic¢u. Koji je vektor
premjestaja lopte i koja je udaljenost izmedu Gvardiola i Kovacic¢a?

Rjesenje. Vektor premjestaja lopte od Gvardiola do Kovacica razlika je koordi-
nata Gvardiola i Kovacica:
d=(8-2,7-3)=(6,4).

Udaljenost izmedu Gvardiola i Kovacica stoga je:

d=+36+16m=7,2Im.

Kombinatorika u 3. razredu SS

Glavna je novina u trecem razredu srednje Skole uvodenje gradiva kombinatori-
ke u kojoj mozemo pronaci izvrsne poveznice sa stvarnim Zivotom pa tako i s nogo-
metom. Prije se ovo gradivo provodilo samo u skolama s pet ili viSe sati matematike
tjedno, tj. mogli bismo re¢i u matematickim gimnazijama, no doslo je do promjene
i sada je to neizostavan dio kurikuluma. Kombinatorika i nogomet naizgled su dvije
razlicite sfere, ali zapravo se Cesto ispreplecu, i to ne u onom smislu u kojem izraz
kombinatorika krivo koriste sportski komentatori. Kombinatorika, grana matematike
koja se bavi prouc¢avanjem broja mogucih nacina na koje se mogu odabrati ili raspo-
rediti objekti, ima mnoge primjene u nogometu: od planiranja taktike, odabira for-
macija pa do rasporeda igraca na terenu, kombinatorika omogucava trenerima i igra-
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¢ima da izra¢unaju i optimiziraju razlicite strategije koje bi mogle dovesti do pobjede.
Primjena ovih matematickih principa moze znacajno utjecati na ishode utakmica.

Primjer 6. Trener nogometne momcadi mora odabrati pocetnih 11 igraca iz gru-
pe od 18 igraca. Na koliko razli¢itih nacina trener moze odabrati pocetnu postavu?

Rjesenje. Broj kombinacija mozemo izra¢unati pomoc¢u binomnog koeficijenta

n
, gdje je n broj ukupnih igraca (18), a k broj igraca koje treba odabrati (11):

18 18! 18! 18:17-16-15-14-13-12
= =31824.

11/ 11118—11)! 117!  7-6-5-4-3-2-1
Dakle, trener ima 31 824 razli¢ita nac¢ina za odabir pocetne postave od 11 igraca
iz grupe od 18 igraca.
Naizgled isti, ali ipak ponesto drugaciji sljedeci je primjer u kojem razlikujemo
igrace obrane, vezne igrace i igrace napada.
Primjer 7. Trener planira odabrati formaciju 4 - 3 — 3, gdje 4 igraca ¢ine obra-

nu, 3 ¢ine vezni red, a 3 ¢ine napad. Ako trener ima na raspolaganju 7 obrambenih,
6 veznih i 5 napadackih igraca, koliko razlicitih formacija moze odabrati?

Rjesenje. Broj nacina za odabir obrambenih igraca (4 od 7):

I

Broj nacina za odabir veznih igraca (3 od 6):

-

Broj nacina za odabir napadaca (30d 5):

o

Ukupan broj razli¢itih formacija produkt je svih mogucnosti, stoga je
35-20-10=7000.

Kombinatorikom mozemo dosta toga dokazivati, tj. tvrditi zasto nesto vrijedi, a
da imamo valjano pokrice. Ponekad standardni matematicki dokaz mozemo uciniti

takvih primjera slijedi.

P 8.Za0=<k d " el el
imj . <k <n vrijedi = +
rimjer 8. Za vijedi | =), r
Dokaz. Lijeva strana jednadzbe kaze da od n nogometasa biramo nogometnu eki-
pu od k nogometasa. Na desnoj strani razlikujemo dva slucaja ovisno o tome uzimamo
li u ekipu jednog konkretnog nogometasa, primjerice naseg kapetana — Luku Modrica.

. Dokazi tvrdnju.
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U prvom slucaju Luka Modri¢ ve¢ je izabran u nogometnu ekipu pa je potrebno
od preostalih # — 1 nogometasa izabrati jo§ k — 1 nogometasa. Prema tome, imamo

n—1
-1 mogucnosti.

U drugom slucaju Luka Modri¢ nije dio ekipe jer je, recimo, ozlijeden pa u ovom
slucaju od preostalih n — 1 nogometasa trebamo izabrati k nogometasa za nogometnu

n—1
ekipu, $to mozemo uciniti na ( k ) nacina.

Koriste¢i princip sume dobivamo upravo zadanu tvrdnju, tj. kombinatorno smo
je dokazali.

Zakljuéak

Analizom primjera iz nogometa u kontekstu matematickih koncepata 3. razreda
srednje $kole, jasno je da matematika igra neizostavnu ulogu u modernom sportu.
Vektori omogucuju modeliranje putanje lopte i kretanja igraca, dok trigonometrij-
ske funkcije jo$ iz 2. razreda srednje $kole pomazu u optimizaciji kutova udaraca i
procjeni pozicija na terenu. Eksponencijalne i logaritamske funkcije pruzaju alate
za analizu fizickih performansi i dugorocnog napretka igraca. Zakljucno, integracija
matematike u nogomet nije samo teorijska vjezba, ve¢ praktican pristup koji igraci,
treneri i analiticari koriste za postizanje vrhunskih rezultata. Ova sinergija naglasava
vaznost matematickog obrazovanja kao temelja za inovacije i uspjeh u sportu, ¢ime
se jasno pokazuje da matematika nije samo apstraktna disciplina, ve¢ i mo¢no orude
u razumijevanju i pobolj$anju svih aspekata igre. Osim navedenih primjera, jos neke
primjere prikladne za 3. razred gimnazija mozete pronaciiu [3].

Preostao nam je jo§ samo posljednji nastavak ove serije u kojem ¢emo vidjeti
kako gradivo 4. razreda gimnazije mozemo povezati s nogometom. Pritom ce se,
naravno, pojavljivati i mnogo toga rec¢enog kroz ovu seriju te ¢e ona postati zaokru-
zena cjelina za koju se nadamo da ¢e biti korisna svim nastavnicima matematike u
osmisljavanju zanimljivih zadataka i motivacijskih primjera.
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