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Nogomet u nastavi matematike
4. razreda srednje skole

FRANKA MIRIAM BRUCKLER' I FIiLIP MI1JAC?

Uvod

I tako, dosli smo do kraja naseg malog serijala u kojemu smo pratili poveznice
matematike i nogometa kroz osnovnu i srednju $kolu. Na kraju srednjosgkolskog ob-
razovanja (kao i u prethodna tri nastavka orijentiramo se na programe zajednicke
svim gimnazijama) ucenici zaokruzuju prethodna znanja i vjestine osnovama vise
matematike. Uz neke druge sadrzaje koji se obraduju u svim gimnazijama, isticemo
sljedece koji ¢e naci prirodnu i stvarnu primjenu u najljepSem sportu na svijetu, no-
gometu: aritmeticki i geometrijski nizovi, svojstva funkcija i njihovih grafova, limesi,
derivacije funkcija, neodredeni i odredeni integrali, vjerojatnost i statistika. U vecini
programa potonje ukljucuje i uvjetnu vjerojatnost, a u programima sa 128 i vise sati
godisnje obraduje se i binomna formula [1]. Sve ovo daje nam vrlo bogat raspon
poveznica s nogometom, a ovdje ¢emo dati odabir nekolicine nama posebno zani-
mljivih ideja za koriStenje nogometa kao motivacije za ucenje navedenih pojmova.
Podijelit ¢emo ih u dvije glavne kategorije - matematicku analizu (grafovi funkcija,
limesi, derivacije, integrali) i kombinatoriku, vjerojatnost i statistiku (ukljucivo bino-
mne formule).

Nogomet u matemati¢koj analizi 4SS

Jedna od najvaznijih poveznica matematike i fizike je brzina i njezina veza s de-
rivacijom, $to je dio predvidenog nastavnog sadrzaja u 4. razredima gimnazija [1].
Vjerujem da je svima ocigledno da se u tu poveznicu uklapa i nogomet, stoga dajemo
jedan primjer na tu temu. Pritom se moramo ograniciti na kretanja koja su ili pravo-
crtna ili unutar jedne ravnine jer bi ukljucivanje svih triju dimenzija (primjerice, za
kretanje lopte s utjecajima bo¢nog vjetra i Magnusovog efekta) zahtijevalo baratanje
funkcijama vise varijabli i parcijalnim derivacijama te naprednija znanja iz mehanike
fluida. Ovaj primjer prilagodeni je primjer iz [2] (odakle je bio preuzet i u [3], ali uz
manje precizno obja$njenje od ovoga).

'Franka Miriam Briickler, PMF - Matematicki odsjek, Sveuciliste u Zagrebu
*Filip Mija¢, X. gimnazija Ivan Supek, Zagreb
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Primjer 1. Uzmimo da nogometna lopta mase m
koja je prema sluzbenim pravilima [4] unutar raspona
410 g - 450 g, opsega O = 2rm u rasponu 68 cm - 70 cm i
tlaka p u rasponu 600 g/cm* - 1100 g/cm* (misli se na
visak tlaka u odnosu na okolinu) vertikalno padne na tlo.
Time ¢e se ona malo deformirati u podruéju kontakta,
no s obzirom na to da u nogometu pad lopte na tlo si-
gurno nije nekom ekstremno velikom brzinom, ta defor-
macija (Slika 1.) nece bitno promijeniti tlak, pa mozemo
uzeti da je p konstantan, a konstantni su naravno i mir.  Shka 1. Kontakt lopte s tlom pri
Podru¢je kontakta lopte s tlom bit ¢e kruzno, polumjera vertikalnom padu
s; dubinu deformacije oznac¢imo s d (Slika 1). Oc¢igledno je 0 <d <ri 0 <s<r. Ako
znamo da je lopta o tlo udarila brzinom v,, koliko ¢e trajati dodir lopte i tla?

Prvo razmotrimo geometriju kontaktna lopte s tlom. Primjenom Pitagorina po-
ucka na pravokutni trokut na slici 1. dobivamo da je s>= 2dr —d*. Zapravo, d ¢e u svim
normalnim situacijama biti jako mali, pa je d* < d, Stovide, moZemo ga zanemariti u
odnosu na 2dr, odnosno zaklju¢ujemo s> = 2dr, pa je povrsina kontakta P

P=¢n=2drm=0-d.

Drugo, povezimo se s fizikom. Uo¢imo da je dubina deformacije zapravo funk-
cija vremena: d = d(t). Tijekom dodira lopte i tla trenutna brzina v(f) sredista lopte u
trenutku ¢ povezana je s dubinom deformacije:

v(t) =-d(¢).

Prema drugom Newtonovu zakonu iznos sile u svakom je trenutku jednak
m - V'(t), a s obzirom na to da je jedina sila koja u ovom modelu djeluje na loptu jed-
naka p - P(t) = pO - d(t), zakljucujemo:

m-d"(f) = —pO - d(p),

odnosno funkcija d = d(t) zadovoljava diferencijalnu jednadzbu oblika d” = -C - d,
gdje je C = pO/m konstanta iznosa potpuno odredenog pravilima nogometa, tj. op-
segom, tlakom i masom lopte. Zgodan zadaci¢, koji ukljucuje baratanje algebarskim
izrazima (mjerne se jedinice ponasaju kao multiplikativne konstante), ovdje je argu-
mentirati da se iznosi C temeljem navedenih pravila kre¢u izmedu (zaokruzeno na
jednu decimalu) -187,8 cm™1i -90,7 cm™. Naravno, ne ocekuje se da bi ucenici bili u
stanju rjesavati diferencijalne jednadzbe na ovoj razini skolovanja, no u ovom slucaju
moze im se postaviti pitanje tipa: .Koja je funkcija, dvaput derivirana, jednaka svo-
joj suprotnoj funkciji?”. Temeljem iskustva s osnovama deriviranja, u¢enici bi trebali
biti u stanju pogoditi da se radi o kosinusu ili sinusu. Zbog veze sinusa i kosinusa
mozemo odabrati jedan od njih, recimo sinus, i upitati uéenike: .Sto se dobije deri-
viranjem sin(5¢) dva puta? A deriviranjem 3sin(5¢)? A deriviranjem 3sin(5¢) + 82 A
deriviranjem c - sin(at) + b?”. Tako ¢e uociti da je (sin(at))” = —a*sin(at). Usporedbom
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s diferencijalnom jednadzbom zaklju¢ujemo da je d(t) = ¢ - sin(at) + b uz C = a%,
tj.a= \/E .

Sto predstavlja konstanta b? Ako uvrstimo trenutak dodira lopte i tla (¢ = 0), vi-
dimo da je b = d(0), tj. pocetna dubina deformacije, a ta je naravno 0. Dakle,

d(t)=c+sin(\/Ct) .
Deriviramo li d(t) jednom, dobit ¢emo

d'(t)=c\JC - cos(NCt).

Dakle, d’(0) = cv/C i to mora biti pocetna brzina sredista lopte, a to je v,. Zakljucu-

jemo da je dubina deformacije u svakom trenutku
v

d(t)= Tésm(@) :

pri ¢emu nam je v, poznato, a C ima iznos odreden nogometnim pravilima. Dodir
lopte i tla traje od trenutka t = 0 do prve nultocke funkcije d, a po svojstvima sinusa

to je onaj T za koji je JCT = 7. Dakle, trajanje dodira lopte i tla je
po T T |am
Jc \@ PO
m

Sli¢no kao gore, moglo bi se od ucenika traziti da odrede raspon mogucih vrijedno-
sti za T, no puno vaznije bilo bi ovakav primjer zaklju¢iti opazanjem, vjerujemo mnogi-
ma neocekivanim, naime da trajanje dodira lopte s tlom ne ovisi o pocetnoj brzini lopte.

Klasi¢niji primjer matematicke analize prikladne za 4. razred gimnazija bilo bi
razmatranje putanje ispucane lopte u vertikalnoj ravnini kojim bismo izveli formulu
parabole koju smo koristili u [5]. Taj primjer ne¢emo ovdje dati jer je vrlo standardan
i nije specifican za nogomet, a lako ¢ete ga naci u literaturi, primjerice [2,3]. Umjesto
toga, pogledajmo jedan primjer u kojem ucenici vjezbaju razumijevanje grafa funkci-
je. Pritom, primjer se tice vjerojatnosti, ali smo ga svrstali u ovaj odjeljak jer primjer
pripada analizi, samo se zaklju¢ak odnosi na vjerojatnost.

Primjer 2. Kao jedan od temeljnih vjerojatnosnih modela u vjerojatnosnoj anali-
zi i predvidanjima rezultata nogometnih utakmica koristi se tzv. Poissonova razdioba.
Prema njoj, vjerojatnost da momcad koja u prosjeku postize A pogodaka po utakmici,
u sljedecoj utakmici do trenutka t postigne neki broj pogodaka n, opisana je funkcijom

1
P (t)=—(At)"e™ ™.
n!

Pritom se t krece unutar segmenta [0,1], tj. kao mjernu jedinicu vremena uzi-
mamo nepreciznu, ali prakti¢cnu mjeru 1 utakmica” Primjerice, vjerojatnost da je
spomenuta momcad dala 3 pogotka do poluvremena jednaka je

P, 1 :LA36—A/2.
2] 48



Poucak 100

Sada ucenicima mozemo dati da pomocu derivacija zakljuce kako izgledaju gra-
fovi funkcija P, P, P,, ... Taj posao moZzemo rasporediti tako da svatko crta samo
jedan od grafova, a mozemo i ubrzati ako dopustimo koristenje grafickih kalkulatora
(3to je u ovom slucaju opravdano jer zelimo iz tih grafova izvesti neke zakljucke, a uz
to, ovisno o iznosu A, grafovi malo variraju - za 0 < n < A ¢e prvo rasti pa onda pa-
dati, a za n > A rast ¢e na cijelom segmentu [0,1]).> Ako Zelimo koristiti graficki kal-
kulator, treba zadati vrijednost A. Umjesto zadavanja .napamet’, zgodnije je odabrati
momcad za koju ¢emo crtati grafove. Mi ¢emo ovdje upravo tako uciniti. Uzmimo
turskog prvoligasa, istambulski Fenerbahge. Od pocetka sezone (9. kolovoza 2024.)
do danas (27. studenog 2024.) oni su odigrali 18 utakmica, od kojih je jedna bila pri-
jateljska. Budu¢i da imamo razumno velik broj utakmica u razumno kratkom perio-
du (oko triipol mjeseca) iz kojih mozemo uzeti podatke, zanemarit ¢emo prijateljsku
utakmicu, ali uzeti u obzir sve ostale. Prema podatcima iz [6], u ovom je razdoblju
Fenerbahge postigao 39 pogodaka, odnosno prosjek pogodaka po utakmici mu je
A =39/17 = 2,29. Stoga ¢emo crtati grafove za n od 0 do 5 (malo vise od dvostrukog
prosje¢nog broja pogodaka Fenerbahgea). Dobit ¢emo grafove kao na Slici 2.
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Slika 2. Ovisnosti vjerojatnosti da Fenerbahge na sljedecoj utakmici (nakon 27.11.2024.)
postigne 0, 1, 2, 3, 4, 5 pogodaka o vremenu

Sada mozemo diskutirati $to sve mozemo zakljuciti iz grafova poput ovih na Slici
2. Ovdje navodimo samo neke od mnogih mogu¢nosti (u zagradama su dani odgo-
vori za nasu konkretnu situaciju):

«  Zadto je neovisno o A funkcija P sigurno padajuca? (Zato jer svaki klub, neovi-
sno o tome kako slab bio, tijekom utakmice ipak bar povremeno postize pokoji
pogodak pa se s vremenom smanjuje vjerojatnost da ne dade ni jedan.)

*Dokaz posljednje tvrdnje zgodan je zadatak za naprednije ucenike.
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»  Koji je najvjerojatniji broj pogodaka koje ¢e promatrana momcad dati do poluvre-
mena? (Poluvrijeme imamo za t = % i za Fenerbahge vidimo da je tad najveci iznos
funkcije P, dakle najvjerojatnije je da ¢e do poluvremena postici 1 pogodak.)

« Kolika je vjerojatnost da ¢e promatrana momcad unutar nekog vremena dati
najvise neki broj pogodaka, npr. da unutar prve $estine utakmice postigne naj-
viSe 1 pogodak? (Odgovor na to je zbroj P (1/6) +P,(1/6), $to bismo mogli izra-
¢unati uvrstavanjem u formulu funkcija P , ali zgodnije je jednostavno priblizno
ocitati s grafova. Za slucaj Fenerbahgea ta ¢e vjerojatnost biti priblizno 69 %
(vjerojatnost da za t = 1/6 jo$ nisu postigli pogodak) plus priblizno 25 % (vjero-
jatnost da su do t = 1/6 postigli to¢no jedan pogodak), dakle 94 %.)

«  Kada ¢e postati vjerojatnije da promatrana momcad postigne vise od odredenog
broja pogodaka, primjerice, kada ¢e postati vjerojatnije da postigne barem dva
pogotka? (Za Fenerbahge gledamo ¢ za koji ¢e P, postati ve¢i od P, a to je otprili-
ke 0,87, dakle ako uzmemo da utakmica traje 90 minuta, nakon 0,87 - 90 minuta,
tj. priblizno nakon 78. minute sljedece po redu utakmice.)

Nogomet u vjerojatnosti i statistici 4SS

Binomni poucak temelj je jedne vazne vjerojatnosne razdiobe koja nalazi niz
primjena u analizi i predvidanju ishoda nogometnih utakmica. Radi se o binomnoj
razdiobi. Promotrimo sluc¢ajni pokus .igra¢ momcadi ¥ puca prema protivnickim
vratima”. Taj pokus ima dva moguca ishoda - ili je momcad ¥ dala gol (to ¢e se do-
goditi s nekom vjerojatnosti p) ili nije (Sto ¢e se dogoditi s vjerojatnosti 1 - p). U
tom smislu, spomenuti pokus je bar priblizno ono $to u vjerojatnosti zovemo Berno-
ullijevim pokusom. Tijekom utakmice, igra¢i momcadi ¥ ponavljaju taj pokus neki
broj puta. Naravno, u strogom smislu pokusaji postizanja zgoditka nisu medusobno
nezavisni niti je u svakom pokusaju vjerojatnost postizanja zgoditka ista (tj. p nije
konstanta), Stovise, gadanje vrata nije sasvim slu¢ajni dogadaj, ali za jednostavni mo-
del (koji ¢e ¢ak i dati dosta dobra podudaranja sa stvarnosti) mozemo uzeti da sve to
vrijedi. Stoga je vjerojatnost ¥(rn,k) da momcad ¥ tijekom utakmice postigne k zgo-
ditaka u n pokusaja bar priblizno opisana formulom binomne razdiobe

(k) = (Z) o (1= py*.

Glavni problem ovdje nije taj $to se ne radi egzaktno o binomnoj razdiobi, nego
kako procijeniti iznos p za konkretnu momcad ¥ s konkretnim protivnikom. No,
upravo razmisljanje o tome kako razumno dobro procijeniti p izvrstan je uvod u oz-
biljniju vjerojatnost i statistiku.

Prvo primijetimo da se p ne moze egzaktno odrediti, ali da je razumno za njego-
vu procjenu koristiti statisticke podatke o mom¢éadi ¥. Koji su podatci vazni? Buduci
da se radi o vjerojatnosti davanja zgoditka u nekom broju pokusaja, razumno je reci
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da su nam bitni podatci o brojevima danih zgoditaka i brojevima udaraca prema
vratima iz utakmica u prethodnom razdoblju. Koliko dugo prethodno razdoblje je
razumno uzeti, tj. koliko prethodnih utakmica uzeti u obzir? Odgovor na ovo pitanje
nije jednoznacan, ali svakako treba biti bar nekoliko prethodnih utakmica, ali opet
ne predugo razdoblje — ako uzmemo u obzir premalo utakmica, podatci mogu biti
potpuno irelevantni, a ako pak uzmemo razdoblje od viSe godina, onda pak uzimamo
u obzir igre s potpuno drugacijom momcadi od aktualne.

Nastavit ¢emo to razmisljanje na konkretnom primjeru koji se lako generalizira
ili prilagodi osobnim preferencijama. U ovom slucaju, primjer nam nije jednostav-
no rijeseni zadatak, ve¢ potpun uvod u ovu tematiku, inspiriran izvorom [7]. Uz to,
skupljanje statistickih podataka moze biti zabavan zadatak koji lako rasporedimo na
ucenike tako da svatko obavi dio posla.

Primjer 3. Turski prvoligas Fenerbahge trenutno igra u dva natjecanja: turskoj
prvoj ligi Stiper Lig i u UEFA Europskoj ligi (nakon neuspjesnih kvalifikacija za Ligu
prvaka). Sljedeca im je utakmica, u trenutku pisanja ovog ¢lanka, utakmica UEFA
Europske lige 28. 11. 2024. kad ¢e im protivnik biti ¢eska Slavia Praha (kad budete
¢itali ovaj clanak, ve¢ ¢e biti poznat rezultat te utakmice). Koja je vjerojatnost da Fe-
nerbahg¢e na toj utakmici postigne najvise 2 pogotka?

Ve¢ smo u prethodnom primjeru vidjeli da je Fenerbahge (FB) u razdoblju
9. 8. - 27.11. 2024. u prosjeku postizao 39/17 = 2,29 pogodaka po utakmici. Tako-
der, na [6] mozemo naci podatke o brojevima upucenih udaraca prema protivnickim
vratima. Podatke o tim pokusajima i postignutim zgoditcima zapisali smo u tablici
1 te vidimo da je FB u prosjeku po utakmici uputio 253/17 = 14,88 udaraca prema
protivnickim vratima. MoZemo reci i ovako: uspjesnost udaraca prema protivnickim
vratima bila je 39/253 = 15,42 %.

Zamislimo na tren da Fenerbahge u svakoj utakmici upucuje to¢no 6 udaraca
na protivnicka vrata i da u prosjeku u 1 od tih 6 pokusaja postigne zgoditak. Tada
bismo mogli simulirati sljede¢u utakmicu (to¢nije, samo stranu Fenerbahgea) tako
da bacamo kockicu 6 puta (.6 puta Fenerbahge gada protivnicka vrata”) i zabiljezimo
koliko je puta pala jedinica (koliko je puta .Fenerbahge postigao zgoditak”). No, u
ovom slucaju mogli bismo i teorijski lako zakljuciti da je najvjerojatnije da Fener-
bahge u sljedecoj postigne 1 zgoditak, a vjerojatnosti za sve moguce brojeve zgoditaka
(k=0,1,2,3,...) racunali bismo koriste¢i formulu binomne raspodjele s n=61ip = 1/6.

Nasa situacija nije puno drugacija - Fenerbahge u 39 od 253 udarca postigne
zgoditak, $to je kao da bacamo kockicu s 253 strane, a gledamo kad ¢e pasti neki
od brojeva 1 - 39. Dakle, za Fenerbahge za sljede¢u utakmicu mozemo uzeti da je
P =39/253 = 15,42 %, §to cemo radi jednostavnosti racuna zaokruziti na 15 %. Dakle,
ako na utakmici sa Slavijom Praha Fenerbahge uputi n udaraca, vjerojatnost da ce
postici 0 zgoditaka je
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n
FB(n,0) = (0)0,150 -0,85" =0,85",
vjerojatnost da e postici 1 zgoditak je

n 1 n—1 15 n 3 n
FB(n,1) = | [0.15"-0,85 =gn-0,85 =En-0,85 ,

a vjerojatnost da ¢e postici 2 zgoditka je

FB(n,2) = (”)0,152 -0,85"2 = 15° n(n—1) 10,85" = ——n(n—1)-0,85".
2 85° 2 578

Utakmica Broj upucenih udaraca pogBégit Ka
FB - Adana DS 12 1

FB - Lille 15 1
Goztepe - FB 14 2
Rizespor — FB 19 5

FB - Alanyaspor 19 3
Kasimpasa - FB 6 2

FB - Galatasaray 25 1

FB - USG 10 2
Antalyaspor - FB 14 2
Twente — FB 6 1
Samsunspor - FB 12 2

FB - Man Utd 10 1

FB - Bodrum 19 2
Trabzonspor - FB 20 3
AZ-FB 11 1

FB - Sivasspor 24 4
Kayserispor - FB 17 6

Tablica 1. Brojevi pogodaka i brojevi upuéenih udaraca prema protivnickim vratima
za Fenerbahge (FB) u razdoblju 9. 8. - 27. 11. 2024.

Dakle, vjerojatnost da ¢e Fenerbah¢e na utakmici sa Slavijom Praha posti¢i naj-
vise dva zgoditka je
FB(n,0) + FB(n,1) + FB(n,2) = P.

No, da bismo to do kraja izracunali, trebali bismo znati koliko puta (1) ¢e Fener-
bahge pucati prema vratima Slavije, $to ne moZemo znati. Najjednostavnija opcija je
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pretpostaviti da ¢e pucati svoj zaokruzeni prosjecni broj udaraca prema vratima, tj.
uzeti n = 15. Alternativno, mogao bi se uzeti prosjecni broj udaraca u odgovarajuc¢em
natjecanju u odredenom razdoblju (ovdje u UEFA Europskoj ligi ove jeseni),* a po-
stoje i jo$ neke druge mogucnosti koje ostavljamo za diskusiju. Uz n = 15 dobivamo
rjeSenje naseg zadatka: S vjerojatno$¢u P = 60,42 % (da nismo zaokruzili p na 15
ispalo bi priblizno 58,61 %).

Naravno, za bolju procjenu vjerojatnosti pojedinih mogucih rezultata trebalo bi
uzeti u obzir i statistiku Slavije Praha. No, za opis toga trebao bi zaseban ¢lanak, ka-
kav ¢emo zasigurno jednom i napisati, a zasad za odgovor na pitanje kako procijeniti
vjerojatnost pojedinog rezultata upucujemo na literaturu [7,8].

Umjesto toga, ovaj odjeljak, a time i popis primjera u nasem serijalu, zakljucuje-
mo vjerojatnosnim i statistickim dokazom onoga $to iskustveno svi znamo:

Primjer 4. Kako bismo mogli dokazati gornju tvrdnju? Jedan nacin bio bi sta-
tisticki, a taj su za nas ve¢ poodavno obavili znanstvenici Los Alamos National La-
boratory [9]. Oni su naime 2006. napravili opseznu analizu rezultata preko 300.000
utakmica tijekom vise od stoljeca iz pet popularnih sportova: nogomet (engleska Pre-
mier League), bejzbol (sjevernoamericka Major League Baseball), hokej (sjevernoa-
mericka National Hockey League), kosarka (NBA) i ameri¢ki nogomet (NFL). Tako
su izracunali da su od tih sportova neocekivani rezultati (u smislu da u nekoj utakmi-
ci pobijedi momcad koja je po prethodnim statistikama slabija) naj¢es¢i u nogometu.
Bududi da je nepredvidljivost ishoda znacajan faktor u odusevljenju sportom, ovo je
svakako nesto $to potvrduje, iako ne dokazuje nasu tvrdnju.

No, tvrdnji mozemo pristupiti i teorijski. Neka se na nekoj utakmici susretnu
dvije momcadi koje su u odabranom prethodnom razdoblju davale u prosjeku A od-
nosno B pogodaka po utakmici. Uzmimo da je A > B, tj. da moZemo reci da je prva
momcad objektivno jaca od druge. Konkretno, neka se radi o utakmici Fenerbahge :
Athletic Bilbao koja ¢e se odigrati 11. prosinca 2024. U razdoblju koje smo u prethod-
nom primjeru razmatrali za Fenerbahge, Athletic je odigrao 18 sluzbenih utakmica
[6], a na njima je postigao 26 pogodaka. Dakle, Fenerbahge prosjecno daje 39/17 =
2,29 pogodaka po utakmici, a Athletic prosje¢no njih 26/18 = 1,44, odnosno ¢ini
se da ¢e u taj susret Fenerbahge u¢i kao favorit s A = 39/17, dok je B = 26/18. Kako
bismo iz toga mogli izracunati vjerojatnost p da prvi pogodak na toj utakmici dade
Fenerbahge (a onda je vjerojatnost da prvi pogodak dade Athletic jednaka g = 1-p)?
Mozemo jednostavno pretpostaviti da je omjer tih vjerojatnosti jednak omjeru pro-
sjeka pogodaka:

p:gq=A:B.

*Prosjec¢an broj upucenih udaraca po utakmici u ve¢ini je liga unutar raspona 10 - 20, primjerice nakon prvih 11 kola
njemacke Bundeslige tamo je taj broj u trenutku pisanja ovog ¢lanka 19,55.
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Rjesavanjem sustava koji se sastoji od te jednadzbe i jednadzbe g = 1-p (uocite li-
jep lagani zadatak iz algebre) dobivamo da je p =27/44 =~ 61,36 % iq = 17/44 = 38,64 %.

Znamo da ¢e na utakmici pasti neki broj pogodaka n gdje n moze biti 0, ali je
gotovo nemoguce da bude dvoznamenkast broj. Tabelirajmo vjerojatnosti dobivene
formulom binomne razdiobe za n od 0 do 9 uz navedene p i q (Tablica 2. koju je
najlakse dobiti koriste¢i neki program za tabli¢nu obradu podataka). Primjerice, ako
bismo znali® da ¢e na utakmici pasti n = 3 pogotka, vjerojatnost da Fenerbahge dade
k = 2 od njih, tj. da utakmica zavrsi rezultatom 2:1, jest 43,65 %. Za Athletic su po-
voljne sve situacije u kojima nije izgubio utakmicu, tj. u kojima je n-k > k (osjencana
polja u Tablici 2.). Zbrojimo li sve te vjerojatnosti za pojedine n dobit ¢emo ovisnost
vjerojatnosti da Athletic ne izgubi utakmicu (tj. iznenadi favorita) o ukupnom broju
pogodaka na utakmici (Slika 1.). Uo¢imo da te vjerojatnosti i nisu tako male, ali
imaju tendenciju pada s porastom broja pogodaka - $to je ukupan broj pogodaka na
nekoj utakmici veci, Sanse favorita za pobjedu postaju izrazitije (Sto objasnjava zasto
su, primjerice, u kosarci rjedi neocekivani rezultati nego u nogometu). Razlog tome
je §to potencije pozitivnih brojeva manjih od 1, a takve su vjerojatnosti p i g, padaju
s porastom eksponenta: 0,15 je, primjerice, znatno vece od 0,15%. Uo¢imo i da se ne
radi o strogom padu s porastom #n — uzrok je naravno jednostavan: za svaki neparan
n sljedeci veci broj n + 1 je paran, a za paran broj pogodaka na utakmici slabiji nije
izgubio ¢ak ni kad je rezultat izjednacen.

Sve ovo ovdje izveli smo s konkretnim A i B, no dalo bi se (ne ba$ jednostavno)
dokazati i za sve ostale A > B. Takoder, da smo umjesto utakmice s Athletic Bilbaom
uzeli utakmicu iz prethodnog primjera (Fenerbahge - Slavia Praha), u kojoj je Slavia
Praha blagi favorit u smislu definiranom u ovom primjeru (prosjek pogodaka po
utakmci joj je 37/16 = 2,3125, neznatno veci od Fenerbah¢eovog), vjerojatnosti da
Fenerbahge ne izgubi bi bile mnogo blize vjerojatnostima pobjede Slavije (i za razma-
trani raspon ukupnog broja pogodaka ne bi padale ispod 49 %).

Napominjemo, naravno, da se opisani primjeri nikako ne smiju shvatiti kao .ko-
na¢ni” u smislu da sad na kraju srednje skole znamo racunati vjerojatnosti, primje-
rice, pobjede nase omiljene momcadi u sljedecoj utakmici. Dijelom je to ocigledno
(uz prosjeke danih pogodaka na takve vjerojatnosti utje¢u i prosjeci primljenih po-
godaka, uloga domacina i gosta, razlike u ligama iz kojih su podatci uzimani, povi-
jesni ogledi razmatranih momcadi, bolesti klju¢nih igraca, prognoza vremena, ...).
No, vazno je uociti i matematicki razlog. Naime, ako pogledamo unatrag kroz nas
serijal, vidimo da su postupno, kako se u¢enicko znanje matematike povecavalo, ra-
¢uni vjerojatnosti postajali sve realisti¢niji. Kao $to i matematika kao znanost nikad
ne postize konacno stanje iz kojeg se ne bi dalje razvijala, tako je i ovdje jasno - ako
bismo naucili jo§ malo vise matematike, mogli bismo jo$ bolje modelirati nogometnu
stvarnost, ali §to smo blizi realnosti, to je i odgovaraju¢a matematika kompliciranija.

*Op¢enito e p biti jednak R/(1+R), gdje je R = A/B.
*Uocite vezu s uvjetnom vjerojatnosti!
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Poucak 100

nk 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
0 [100,00 %

1 |38,64% | 61,36 %

2 [ 14,93 % | 47,42 % | 37,65 %

3| 577% | 27,48 % | 43,65% |23,11 %

4 | 2,23% | 14,16 % | 33,73 % | 35,71 % | 14,18 %

5| 086% | 6,84% |21,72% |34,49 % |27,39 % | 8,70 %

6 | 0,33% | 3,17% | 12,59 % |26,65 % | 31,75 % | 20,17 % | 5,34 %

7 1 013% | 1,43% | 6,81 % |18,02 % |28,62 % |27,28 % |14,44 % | 3,28 %

8 | 0,06% | 0,63% | 3,51% |11,14 % |22,12 % | 28,10 % | 22,32 % | 10,13 % | 2,01 %

9 | 002% | 027% | 1,74% | 6,46 % |15,38 % |24,43 % | 25,87 % | 17,61 % | 6,99 % | 1,23 %

Tablica 2. Vjerojatnosti da Fenerbahge postigne k = 0 - 9 zgoditaka na utakmici s Athletic Bilbao
ako bismo unaprijed znali ukupan broj pogodaka (n = 0 - 9) na toj utakmici
(prema podatcima od 27. 11. 2024.).
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100,00 %
80,00 %
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2

broj pogodaka na utakmici

Slika 3. Ovisnost vjerojatnosti da Athletic Bilbao ne izgubi utakmicu

s Fenerbahgeom 11. 12. 2024. (temeljem podataka raspolozivih 27. 11. 2024.)

Zakljuéak

Dosavsi do kraja srednjoskolskog obrazovanja, poput uc¢enika na maturi, i mi se
oprastamo od vas, dragi Citatelji, u nadi da ¢e vam ovaj serijal biti koristan ne samo
za preuzimanje «gotovih” ideja, nego da ce vas inspirirati za osmisljavanje vlastitih
primjera na temu veza nama najdraze znanosti, matematike, i nama najdrazeg spor-
ta, nogometa. Sigurni smo da ste uocili da su itekako povezani. Uz primjere koje smo
vidjeli kroz ovih dvanaest nastavaka, dodatne primjere mozete naci i u [10,11]. Ta-
koder, postoji niz poveznica (pa ¢ak i znanstvenih istrazivanja) izmedu matematike i
nogometa koje nisu izravno dijelom kurikuluma, ali nemali broj njih prikladan je za
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dodatnu i/ili projektnu nastavu matematike u osnovnoj, a pogotovo srednjoj koli jer
ne zahtijevaju sveucili$nu razinu znanja matematike. Poneki takav primjer zasigurno
¢emo u buduénosti podijeliti s vama, a zasad se od vas oprastamo uz najbolje Zelje za
Bozi¢ i neka u novoj godini vas omiljeni nogometni klub postane prvak svoje lige
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