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Vise nacina rjeSavanja jednog zadatka

JENS CARSTENSEN' I ALIJA MUMINAGIC?

Pocinjemo citatom iz [1]: .Zasto razmatrati viSe nacina rjeSavanja? Zar nije do-
voljan samo jedan buduci da on vodi do onoga §to se trazi, a to je rjesenje zadatka?
Naravno da je dovoljan jedan nacin rjesavanja ako je cilj samo rjesenje zadatka. No
ako se zeli postici vise, onda nije dovoljan. Sto je to vise? Za nalaZenje rjesenja za-
datka potrebno je odredeno znanje koje se sastoji od teorijskih ¢injenica koje su u
najuzoj vezi sa zadatkom. Za jedan nacin rjesavanja potrebne su jedne cinjenice, za
drugi nacin neke druge ¢injenice, za tre¢i tre¢e. Zaklju¢ujemo da Ce za rjesavanje na
vi$e nacina trebati vise teorijskih ¢injenica i metoda nego za rjesavanje na samo jedan
nacin. Time se za samo jedan zadatak aktivira, analizira i primjenjuje veca koli¢ina
steCenog znanja. Osim toga, znanja se produbljuju i prosiruju novim znanjima, a naj-
vaznije je da zadatci s vi$e nacina rjeSavanja povecavaju aktivnost ucenika i njihov
interes za matematiku.”

Da je upravo tako, uvjerit ¢emo se rjesavajuci ovaj zadatak iz geometrije (iz ka-
tegorije ne bas lakih).

Zadatak. Treba dokazati da u svakom trokutu vrijedi

cosa  _ cos B cosy _,
. . . . . . - >
sinfsiny sinysina sinasinf

gdje su &, B, y unutarnji kutovi trokuta.
Dokaz 1. Kako su «, 8, v kutovi u trokutu, vrijedi @+ f+y =180". Sada imamo

cosa cosf3 cosy sina cosa +sin B cos B +siny cosy
sinfsiny sinysina sinasin sinasin fsiny
2sinacosa +2sin fcos f+2siny cosy

2sinasin Bsiny
sin2a +sin2f +sin2y
2sinasin Bsiny

Za dovrsetak dokaza treba provjeriti to¢nost jednakosti

sin2a +sin2f +sin2y = 4sinasin Bsiny.

Jens Carstensen, Danska
*Alija Muminagi¢, Danska
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Imamo:
sin2a +sin2f +sin2y =2sin(a + ) cos(a — ) +2siny cosy
= 2siny cos(a— f)—2siny cos(a + )
=2siny(cos(a— fB)—cos(a+f3))
= 2siny(cosacos f+sinasin f —cosacos f+sinasin )
=4sinasin fsiny .
Pritom smo primijenili da je sin(a+ ) =sin(180°—y) =siny i
cos(a+ ) =cos(180°—y)=—cosy .

Dokaz 2. Imamo
cosa cosf3 cosy

sinfsiny sinysina sinasinf

_ cos(180" —(B+7)) N cos(180 —(a+y)) N cos(180" —(a+ )

sin Bsiny sinysina sinasin 8
_ —cos(B+7y) N —cos(a+7y) N —cos(a+ f)
sin Ssiny sinysina sinasin 8
_ sin Bsiny —cos fcosy + sinasiny —cosacosy N sinasin § —cosa cos §
sin Bsiny sinysina sinasin
cos 3 cos cosycosa COs QL COS
T singsin;/ 1= sin)):sinoc 1= sinasing
_ 1 4 1 1

-~ +
tanftany tanytana tanatanf

_; tana +tan f+tany

tanatan Btany

Zbog tana +tanf +tany = tanatan ftany (dokazite), slijedi tvrdnja zadatka.

Dokaz 3. Primijenit ¢emo sinusni poucak
a b c

= =" =)JR
sinag  sinf8  siny

Tako dobijemo
cosa cos 3 cosy

sinBsiny sinysina sinasinf

4R*cosa  4R*cosB 4R’ cosy
+ +

bc ca ab
_ 4R*(acosa+bcos f+ccosy) )
abc '
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Slika 1.

Neka je, kao $to je i oznaceno na Slici 1., O srediste i R polumjer kruznice opisane
trokutu AABC. Tada su kutovi oznaceni istim oznakama jednaki (sredi$nji i obodni
kutovi). Neka su P, Qi S redom projekcije tocke O na stranice trokuta BC, CA i AB
(to jest, polovista tih stranica) i neka je |OP|=x, |OQ|=y i |OS|=z.

U trokutima ABOP, ACOQi AAOSje cosc =% , cosff= % icosy= % . Odav-

b
deje acosa= % , beosf = %i ccosy = %, pa nakon zbrajanja dobivamo

+by+
acosa+bcosﬁ+ccosy=%. (2)
Dalje je, kada s P(AXYZ)ozna¢imo povrsinu trokuta AXYZ, P(ABOP)= % ,

P(ACOQ) = y?b i P(AAOS) = % i

ax+by+cz

P(AABC) = 2(P(ABOP) + P(ACOQ) + P(AAOS)) = 3)

Sada iz (2) i (3), uz pomo¢ formule 4RP = abc (gdje je P povrsina trokuta AABC),

dobivamo

a+beos f+ 2P 4RP abc
acos COS CCOSyY =—= =,
=R 2R* 2R?

aiz (1) je kona¢no
4R*(acosa +bcos f+ccosy) _ 4R? _abc _
abc abc 2R

_ abc y ..
Napomena. Da je acosa+bcosfB+ccosy = R mozemo dokazati i ovako:

acosasina  bcos fsin ccosysin
acosa+bcosf+ccosy = _ + ﬁ ﬁ+ '7/ 4
sina sin 8 siny

=acotasina+bcot fsin f+ccotysiny
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pa koriste¢i sinusni poucak dalje dobijemo

a b c
=acota-—+bcotf-—+ccoty-—
2R 2R 2R

1 2 2 2
=—-I\a“ cota+b° cotf+c” cot
ZR( b y)

_2_ abc
2R 2R*’

Pritom smo koristili a® cota+b” cot B+c* coty =4P .

Posljednju jednakost dobijemo iz Slike 1.:
2
cota = LI PN a* cota =2ax = 4P(AOBC)
al2 a
i tako redom za ostala dva slucaja.

cosa cos cos
Dokaz 4. Jednakost + p 4

- - - - - ~—— =2 zapisemo u obliku
sinfBsiny sinysina sinasinf

sina cosa +sin fcos f+siny cosy =2sinasin fsiny,
a kako je siny=sin(180"—(a+pf))=sin(a+p) i cosy=cos(180° —(a+p))=
=—cos(a+ f3), dobivamo
sinacosa +sin fcos B +siny cosy
=sinacosa+sin fcos f—sin(a+ ) cos(a+ p)
=sinacosa +sin f cos f—(sinacos f+ cosasin B)(cos a cos f—sinasin )
=sinacosa +sin Bcos B—sinacosacos® B +sin® asin Bcos B—cos® asin Bcos B+
+sin* Bsinacosa
=sinacosa(l—cos® B+sin® B) +sin Bcos B(1+sin’ a —cos® )
=sinacosa(sin® B+sin’ B) +sin B cos B(sin® a +sin’ )
=2sinacosasin® B+ 2sin Bcos Bsin® a
=2sinasin f(cosasin f+sina cos )
=2sinasin fsin(a + f)

=2sinasin fsiny.
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Dokaz 5. Promatranu jednakost podijelimo s 4R’ i dobijemo
cosa cosf3 cosy 2
2Rsin3-2Rsiny 2Rsiny-2Rsina  2Rsina-2Rsinf8 4R*’

pa primijenimo prvo sinusni poucak na izraze u nazivnicima
cosa ~ cos cosy 1
L o8B, cosy _

bc ac ab 2R*’

a zatim kosinusni poucak na izraze u brojnicima
b2+c2—a2+a2+c2—b2+a2+b2—c2_ 1
2b%¢? 2a°¢c’ 2a°b* 2R*

Svodenjem na zajednicki nazivnik dobijemo
2a°b* +2a*c* +2b°c? —(a* +b* +c*) 1

a’b’c? R’

Heronovu formulu za povrsinu trokuta P = \/ s(s—a)(s—b)(s—c) , pri cemu je s po-
luopseg, zapiSemo u obliku

1
P =Z\/(a2 + ) —2(at +b +ct),
odnosno
16P? =2a*b* +2a°c* +2b°c* —(a* +b* +¢*).
Sada nastavimo s transformacijom nase jednakosti. Uvrstavanjem u brojnik slijedi
16P*> 1 P _ abc .

—55 = —5>0dnosno — =—, 3to je dobro poznata formula P =——za povriinu
ab’cc R abc R 4R

trokuta.
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