PROBLEM PAKIRANJA KRUGOVA

Problem pakiranja krugova

ALEKSANDAR HATZIVELKOS!

Zapo¢nimo jednim pitanjem. Na Slici 1. prikazani su krugovi u kvadratu duljine
stranice a. Prikazane situacije nazivat ¢emo pakiranjima krugova u kvadrat: svaki
od krugova pravi je podskup prikazanog kvadrata, a unutrasnjosti svih prikazanih
krugova medusobno su disjunktni skupovi.?

Slika 1. Pakiranje krugova u kvadrat stranice a u slucaju jednog, Cetiri odnosno
a . a

) a
devet krugova polumjera 1, = n=gin=v

6

U kojemu od te tri situacije krug(ovi) pokriva(ju) najveci dio kvadrata? Odgovor
je, naravno, da u sva tri slucaja krugovi pokrivaju jednak dio kvadrata.

U prvom slucaju pokriven je dio kvadrata koji je jednak povrsini kruga po-
lumjera r, =§, dakle povrsina P, =r12n=ia2n. U drugom slucaju pokriven je
dio kvadrata koji je jednak cetiri povrsine kruga polumjera r, =%, dakle povrsi-
na P, = 4-r22n=4-%a2n=ia2n. I konacno, u tre¢em slucaju pokriven je dio
kvadrata koji je jednak devet povrsina kruga polumjera r, =%, dakle povrsina

1 1
P, =9-r32n =9-—ad’n=—a’n.
36 4

'Aleksandar Hatzivelkos, VeleuciliSte Velika Gorica

*Kako krug definiramo kao skup toc¢aka ravnine ¢ija je udaljenost od sredista kruga manja ili jednaka od zadanog
polumjera, tako ¢emo unutragnjo§¢u kruga nazivati sve tocke ravnine ¢ija je udaljenost od sredista strogo manja od
zadanog polumjera.
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Drugi nacin da iskazemo tu informaciju jest da izrazimo gustocu ili iskoristivost
pakiranja, odnosno omjer povrsine koju pokrivaju krugovi u odnosu na ukupnu po-
vr$inu kvadrata. Taj se omjer uobicajeno oznacava grckim slovom eta:

1 2,0
Pkmgovi Za 1
=——=——=—7n=0.7854.
Tk P a’ 4

kvadrat

Dobiveni rezultat nije tesko intuitivno prihvatiti. Ako promotrimo drugo ili tre-
¢e prikazano pakiranje, vidimo kako su (svi) gradivni dijelovi tog pakiranja sli¢ni
prvom slucaju - radi se opet o (manjem) krugu upisanom u (manji) kvadrat. Zato
je ocekivan rezultat da je gustoca pakiranja ista za prvi slucaj i za svaki od gradivnih
blokova u drugom i trecem slucaju.

Slaganje uzoraka u ravnini

Zbog te sli¢nosti, indeks gustoce za kvadratnu resetkastu konstrukciju nacinje-
nu od gradivnih blokova u obliku kvadrata s upisanim krugom uvijek je isti i iznosi

1
N = Za‘[ ~(0.7854 . Resetkasti uzorak koji formiraju krugovi nazivamo kvadratnim

uzorkom (eng. square pattern), pri cemu sredista Cetiriju susjednih krugova formiraju
kvadrat stranice 2r, kao $to je prikazano na Slici 1. Isti zakljucak vrijedi i za slaganje
neogranicenog kvadratnog uzorka u ravnini.

No to nije jedini nacin slaganja krugova.

Drugi rasprostranjeni nacin formiranja (minimalne) disjunktne unije krugova
je slaganje krugova u heksagonalni uzorak (eng. hexagonal pattern), odnosno uzorak
kakvav formiraju pcele prilikom konstrukcije sa¢a. U tom uzorku formiramo bloko-
ve po tri medusobno tangencijalna kruga, ¢ija sredista formiraju jednakostrani¢ni
trokut, stranice duljine 2r. Heksagonalni uzorak prikazan je na Slici 2.

Slika 2. Prikaz heksagonalnog uzorka

Promatramo li neomedeni slucaj, Lagrange je 1773. godine dokazao da heksago-
nalni uzorak (slaganja krugova) ima najveci indeks gusto¢e medu svim resetkastim
uzorcima, te da on iznosi
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V4
=——==10.9069.

Wh—\/a

Jedno stoljece kasnije, norveski matematicar Axel Thue dokazao je da je heksa-
gonalni uzorak najgus¢i uzorak opcenito, a ne samo medu resetkastim uzorcima. Po
njemu se taj rezultat i danas ¢esto naziva Thueovim teoremom. No uskoro su se poja-
vile kritike kako Thueov dokaz nije dovoljno rigorozan, tako da se danas madarskog
matematicara L. Fejes Totha smatra tvorcem prvog formalno rigoroznog dokaza o
maksimalnoj gusto¢i heksagonalnog uzorka medu svim mogué¢im nacinima pokri-
vanja Euklidske ravnine jednakim krugovima [3].

Kao $to vidimo, gustoca pakiranja bitno se razlikuje ovisno o slaganju krugova u
reSetku. Nadalje, faktor 77, daje nam apsolutnu gornju medu za iskoristivost prostora
prilikom slaganja krugova jednog pored drugog u ravnini.

No, zanimljiv je podatak da krug nije ravninski oblik s najgorom iskoristivos¢u
prilikom slaganja. Njemacki matematicar Karl Reinhardt konstruirao je 1934 godine
zagladeni oktogon (eng. smoothed octagon). Zagladeni oktogon dobiva se zagladiva-
njem kutova na nacin da se kut zamijeni dijelom hiperbole kojoj su stranice toga kuta
tangente, a sljedece dvije stranice asimptote (vidi Sliku 3.).

Slika 3. Konstrukcija i resetkasti uzorak zagladenog oktogona ?

Neovisno od Reinhardta, zagladeni oktogon konstruirao je i njemacki matemati-
¢ar Kurt Mahler koji je 1947. odredio maksimalni indeks gustoce slaganja zagladenih

oktogona (vidi [5]): 84 \/5

T = -1

Vidimo kako je maksimalna gustoca slaganja uzorka zagladenih oktogona 7,
manja od maksimalne gusto¢e slaganja uzorka krugova 7,. StoviSe, sadrzaj Rein-
hardtove hipoteze (koja je do danas nerijeseni matematicki problem) je da upravo

=0.902414.

3Slika uzorka zagladenih oktogona preuzeta je iz [6].
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zagladeni oktogoni, medu svim konveksnim centralno simetri¢nim likovima, ima
najnizu maksimalnu gusto¢u.*

U praksi, umjesto analize gustoce uzorka slaganja u neogranicenom Euklidskom
prostoru, zanimljivija je analiza pakiranja krugova u nekom ograni¢enom prostoru,
poput kvadrata, pravokutnika ili druge kruznice. Takve analize imaju i neposrednu
primjenu - primjerice, odredivanje dimenzija paketa u koji ¢e se pakirati boce, ili
odredivanje maksimalnog broja diskova koje je moguce izrezati iz zadane (pravokut-
ne, kvadratne...) ploce.

1. Pakiranje krugova u kvadrat

Ogranicavanje prostora u koji pakiramo krugove donosi u analizu novu dozu
slozenosti. Prvo treba istaknuti kako se problem moze analizirati na dva (ekvivalen-
tna) nacina: moguce je traziti minimalne dimenzije kvadrata u koje je moguce upa-
kirati odreden broj krugova (zadanog polumjera) ili, alternativno, moguce je odrediti
maksimalan broj (i veli¢inu) krugova koje mozemo pakirati u kvadrat zadane duljine
stranice.

Obje se analize svode na odredivanje optimalne ($to je moguce vece) vrijednosti
gustoc¢e 7. U ovom ¢emo se radu orijentirati na problem konstrukcije sto manjeg
kvadrata u koji mozemo pakirati zadani broj krugova polumjera 1.

Iako je dokazano kako u neomedenom slucaju heksagonalni uzorak slaganja
krugova ima najve¢u mogucu gustocu, to ne mora biti optimalno pakiranje. Nai-
me, pakiranje krugova u kvadrat kod heksagonalnog uzorka rezultira nepravilnim
nepopunjenim prostorima uz rubove kvadrata, a koji posljedi¢no smanjuju gustoc¢u
pakiranja. Ilustrirajmo to na primjeru pakiranja cetiriju krugova polumjera 1.

Slika 4. Usporedba pakiranja Cetiriju krugova u kvadrat
s kvadratnim i heksagonalnim uzorkom

Na Slici 4. vidimo usporedbu pakiranja u kvadrat krugova polumjera 1 pomocu
kvadratnog i heksagonalnog uzorka. Kvadratni uzorak moze se spakirati u kvadrat
stranice 4 te ima standardnu gustocu pakiranja za kvadratni uzorak, #,, =0.7854 .

*Ako se izostavi zahtjev centralne simetrije, hipoteza je da najnizu maksimalnu gusto¢u ima pravilni sedmerokut, s
gustoc¢om 77, =0.8927 [6].
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S druge strane, heksagonalni uzorak u ovom se slucaju pakira u kvadrat stranice 5 te
ima gustocu 7,, = 0.5027.

Moze se pokazati kako je kvadratni uzorak u slucaju pakiranja cetiri kruga ujed-
no i optimalan izbor, odnosno pakiranje s najve¢com gustoc¢om [1].

U vedini slucajeva, kod pakiranja kod kojih je dokazan optimalan raspored kru-
gova, taj raspored ne odgovara niti kvadratnoj niti heksagonalnoj resetki. Na primjer,
u slucaju sa sedam krugova, na Slici 5. mozemo vidjeti izgled optimalnog rasporeda,
te pripadne kvadratne i heksagonalne resetke.

Slika 5. Usporedba pakiranja sedam krugova u kvadrat
s optimalnim, kvadratnim i heksagonalnim uzorkom

Gustoca pakiranja optimalnog uzorka iznosi # =0.66931, dok kvadratni i
heksagonalni uzorak imaju istu gustocu 7,, =7,, = 0.61087 .Uocimo takoder kako
kod kvadratnog i heksagonalnog uzorka imamo nekoliko rjeSenja (primjerice, gornji
krug u kvadratnom uzorku moze biti pozicioniran i na vrhu drugog ili treceg stupca),
dok kod optimalnog uzorka imamo neprebrojivo mnogo rjesenja jer srediste najta-
mnijeg kruga moze biti bilo koja to¢ka podrucja odredenog uvjetom tangiranja toga
kruga i ostalih krugova, odnosno rubova kvadrata. U ovom slucaju izabrana je jedna
od pozicija koja daje simetri¢no rjesenje.

Zanimljivo je vidjeti $to se dogada s optimalnim rjeSenjima za pakiranje n* kru-
gova, tj. kako izgleda optimalno pakiranje za 4, 9, 16, 25... krugova. Na Slici 6. tako su
prikazana optimalna pakiranja za 25, 36 i 49 krugova.®

Slika 6.
Optimalna
pakiranja za 25,
36 i 49 krugova

Kao $to vidimo, kod pakiranja 25 i 36 krugova optimalno rjeenje je pakiranje u kva-
dratnu resetku, sa standardnom gusto¢om za kvadratnu resetku 7,,, = 77,;, = 0.7854.

U slucaju pakiranja 49 krugova, prikazano optimalno rjeSenje ima 7,_,, =0.7912.

*Rjesenja su normirana u smislu da je kvadrat pakiranja u sva tri slu¢aja sveden na kvadrat stranice 1 kako bi opisane
slucajeve lakse vizualno usporedili. Pri tome su, naravno, polumjeri pakiranih krugova razliciti.
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Ova situacija pokazuje nam kako s rastom broja krugova, ¢ak i u situaciji pakira-
nja n* krugova, optimalno pakiranje pocinje sve viSe odstupati od kvadratnog uzorka
i kretati se k heksagonalnom uzorku (¢ije dijelove mozemo prepoznati i u optimal-
nom uzorku za pakiranje 49 krugova na Slici 6).

Time, s porastom broja krugova, asimptotski raste i gustoca pakiranja, $to je
vidljivo na Slici 11. Prikazani graf pokazuje kretanje gustoce optimalnog pakiranja
u odnosu na broj pakiranih krugova. Na istom grafu mozemo usporediti i gustoce
pakiranja optimalnih uzoraka s heksagonalnim i kvadratnim uzorcima, o kojima ¢e
vise rijeci biti u sljede¢im odlomcima.

Pri tome treba istaknuti kako odredivanje optimalnog pakiranja krugova nije
jednostavan zadatak. U slu¢aju pakiranja do 20 krugova u kvadrat optimalna pakira-
nja su dokazana [2,7], dok se u vecini ostalih slu¢ajeva govori o «najboljem poznatom
rjesenju”.

Tako se na mreznoj-stranici [1] vodi evidencija o najboljim poznatim rjeSenjima
za pakiranje do 10 000 krugova u kvadrat. Poznata se rjeSenja kontinuirano testiraju
i unaprjeduju raznim metodama optimizacije. Ilustrativno, na Slici 7. prikazana su
optimalna pakiranja za 5, 13 1 19 krugova u kvadrat.

Slika 7. Optimalna pakiranja za 5, 13 i 19 krugova u kvadrat®

1.1. Pakiranje krugova u kvadratnom reSetkastom uzorku

Iako smo vidjeli kako optimalno pakiranje krugova u kvadrat odstupa od reset-
kastih uzoraka, upravo su takvi uzorci pakiranja najinteresantniji u praksi, u prvom
redu zbog jednostavnosti izvedbe resetkastih uzoraka. Zbog toga ¢emo ovaj dio tek-
sta posvetiti usporedbi pakiranja krugova u kvadrat u formi kvadratnog i heksago-
nalnog resetkastog uzorka.

Preciznije, kao cilj ¢emo uzeti odredivanja minimalne duljine stranice kvadrata
u koji se moze pakirati n krugova polumjera 1, kako u kvadratnom tako i u heksago-
nalnom resetkastom uzorku.

U sluc¢aju kvadratnog uzorka, odredivanje minimalnog kvadrata u koji se moze
pakirati n krugova relativno je jednostavan problem. Kako u slucaju pakiranja punog
kvadrata, odnosno n =k’ krugova kvadratni resetkasti uzorak postize svoju maksi-

*Podaci su preuzeti iz [1].
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malnu gusto¢u 7, = 0.7854, tako proizvoljan broj n krugova pakiramo u kvadrat u
koji stane k? krugova, gdje je

(k=172 <n<k® = k—1<Jn<k = k=|_«/ﬁ-|.

Slika 8. Prikaz
popunjavanja
optimalnog
pakiranja u slucaju
kvaratnog uzorka

Dakle, n krugova u kvadratnom resetkastom uzorku moguce je pakirati u kva-
drat stranice 2k = Zl- Jn -| , odnosno funkcija gusto¢e optimalnog pakiranja krugova
u kvadrat pomocu kvadratnog resetkastog uzorka dana je s:

n1’m 7 n

[ * ([a])

Navedeni izraz u skladu je s poznatom ¢injenicom kako je maksimalna gustoca

M (n)=

kvadratnog resetkastog uzorka jednaka % , koju dobivamo u sluc¢aju kada je n puni

kvadrat jer je izraz - tada jednak jedan. Na Slici 9. graficki je prikazana vri-

]

jednost funkcije 7, (1) za n<500.
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Slika 9. Graficki prikaz gustoce pakiranja kvadratnim resetkastim uzorkom

’Funkcija 77,(n) je diskretna funkcija definirana na skupu prirodnih brojeva. No u grafickom prikazu odlu¢ili smo se
za povezivanje diskretnih toc¢aka grafa linijama radi bolje preglednosti rezultata i ponasanja funkcije.
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Najgora situacija, iz perspektive maksimizacije gustoce pakiranja, pojavljuje se u
slu¢aju kada je broj krugova za jedan veci od punog kvadrata, odnosno za n=k* +1.

Tada je ([\/; ‘|)2 _ ([\/ﬁ -‘)2 =(k+1)°,

pa je u tim slucajevima gustoc¢a dana izrazom

n-1*m T kP41
n,(n) = =—

[ 4 G

Tako je i na grafu prikazanom na Slici 9. vidljivo kako je funkcija

fo=2 2

4 m donja meda za vrijednosti gustoce 7, (graf funkcije oznacen

je na Slici 9. isprekidanom linijom).

7
Vidimo kako vrijednost donje mede tezi ka " kada n tezi u beskonacno, no ta je

konvergencija prilicno spora. Tako donja meda postize rezultat od 95 % maksimalne
gustoce za kvadratni resetkasti uzorak tek za n =1445.

1.2. Pakiranje krugova u heksagonalnom resetkastom uzorku

S druge strane pakiranje krugova u heksagonalnom uzorku predstavlja ozbiljniji
problem. Za odredivanje minimalne veli¢ine kvadrata u ovom smo se ¢lanku odlucili
za iterativni pristup:

« Nekaje K | kvadrat minimalne stranice u koji je pomocu heksagonalnog redet-
kastog uzorka moguce pakirati n jedini¢nih krugova, te neka su krugovi u tom
kvadratu polagani u redetkasti heksagonalni uzorak u i, redova, pri cemu je svaki
red popunjen s lijeva na desno.

+ U iterativnom koraku konstrukcije kvadrata K analiziramo utjecaje dodavanja
novog kruga u svaki od postojecih i redova s desne strane, kao i utjecaj dodavanja
novog kruga u novi, i + 1 red na krajnju lijevu mogucu poziciju, kao $to je prika-
zano na Slici 10.2

e Zasvaku od novih mogucih i + 1 pozicija novog kruga odredimo vrijednostia, |

ib, , dosegepo xiy osikoje pokrivan + 1 krugova, te odredimo duljinu stranice
potencijalnog novog kvadrata pakiranja, k,  , =max{a,  _, b

n+ n+1’
+ Konacno, izmedu i +1vrijednostik  odaberemo najmanju, te pripadni kvadrat
pakiranja ozna¢imo s K

n+1}'

1.
Na primjer, u situaciji s pet krugova, prikazanoj na Slici 10., potencijalni novi
krugovi oznaceni su isprekidanom linijom. Medu njima, za novi krug s pseudo-ko-

#Na Slici 10. pakirani krugovi oznaceni su pseudo-koordinatama (i, j) gdje je i redni broj reda u kojem se krug nalazi
(brojeno odozdo prema gore), a j redni broj kruga u i-tom redu (brojeno s lijeva na desno).
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ordinatama (3, 2) odnosno krug oznacen kosim crtama, vrijedi: b = bs, a,<a,paje
dakle k, = k.. Za sve ostale krugove vrijedi k, > k,, pa je novo minimalno pakiranje za
6 krugova ve¢ postojeci kvadrat K..

Slika 10. Prikaz mogucih dodavanja novog kruga
u postojeée optimalno resetkasto heksagonalno pakiranje

Baza iterativnog postupka minimalno je kvadratno pakiranje jednoga kruga, tj.
kvadrat stranice opisan krugu polumjera . Opisani algoritam u programskom jeziku
Wolfram Mathematica dostupan je na platformi Github [8].

Koriste¢i opisanu iterativnu metodu mozemo odrediti dimenzije minimalnih
kvadrata u koje je moguce pakirati n krugova koriste¢i heksagonalni uzorak, sto po-

tom inducira diskretnu funkciju 7, : N - (0,1> , Ciji je graficki prikaz (za vrijednosti
do pet stotina krugova) prikazani na Slici 11.°

1.0

0.2

100 200 300 400 500

Slika 11. Graficki prikaz gustole pakiranja optimalnim (puna linija), heksagonalnim
(tanka linija) i kvadratnim (isprekidana linija) reSetkastim uzorkom™

°Kao i u slucaju grafickog prikaza funkcije 7, na Slici 9., diskretne vrijednosti funkcije 77, povezali smo linijama radi
preglednosti i Citljivosti grafickog prikaza.
"Podaci o gustodi pakiranja za optimalne uzorke preuzeti su iz [1].
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Iz grafa prikazanog na Slici 11. jasno je kako vrlo brzo (to¢nije kada broj krugo-
va n postane veci od 49)'! gustoca pakiranja krugova u kvadrat pomocu kvadratnog
reSetkastog uzorka 7, postaje manja od gustoce pakiranja krugova u kvadrat pomocu
heksagonalnog reSetkastog uzorka7,.

2. Pakiranje krugova u pravokutnik

Osim pakiranja krugova u kvadrat, Siroku prakti¢nu primjenu ima i pakiranje
krugova u pravokutnik. TraZenje optimalnog pakiranja krugova u pravokutnik je, bas
kao i u slucaju pakiranja u kvadrat, iznimno slozen problem. Stoga ¢emo u ovom tek-
stu, kao i u proslom poglavlju, paznju posvetiti pakiranjima krugova u pravokutnik
pomocu kvadratnog i heksagonalnog resetkastog uzorka.

Problem ¢emo formulirati na sljede¢i nacin: za dani broj jedini¢nih krugova »
treba odrediti dimenzije pravokutnika a i b , takvog da je danih n krugova paki-
rano u taj pravokutnik (pomocu kvadratnog, odnosno heksagonalnog resetkastog
uzorka), a da je povrs$ina pravokutnika najmanja moguca, odnosno da je pripadna
gustoca pakiranja maksimalna.

U slucaju kvadratnog resetkastog uzorka rjesenje je jednostavno. Naime, zna-
mo kako kvadratni resetkasti uzorak ima maksimalnu mogucu gusto¢u pakiranja

N = z koja se postize kod pakiranja u kojemu gradivni blokovi (kvadrati opisani
krugovima) u potpunosti pokrivaju oblik u koji se krugovi pakiraju.

To se u slucaju pakiranja krugova u pravokutnik trivijalno ostvaruje pakiranjem
n jedini¢nih krugova u pravokutnik dimenzija a, = 2n, b = 2. Ako je n prost broj,
takvo je optimalno pakiranje (kod koristenja kvadratnog resetkastog uzorka) jedin-
stveno." Ako je n sloZen broj, te se moZe zapisati u obliku n = n, -n, tada se optimalno
pakiranje ostvaruje i s pravokutnikom dimenzija a = 2n,, b = 2n,. Svaka faktoriza-

cija broja n na umnozak dvaju prirodnih brojeva pri tome generira dva optimalna
rjeSenja za dimenzije pravokutnika.

Zaklju¢ujemo kako kod pakiranja krugova u pravokutnik pomocu kvadratnog
resetkastog uzorka uvijek postoji pravokutnik u koji je moguce n krugova pakirati s

. U v s RT . o . .
gustocom 7, =—=0.7854, §to je ujedno i najbolje moguce pakiranje koje se moze

ostvariti pomocu kvadratnog resetkastog uzorka.

Pakiranje u pravokutnik pomocu heksagonalnog reSetkastog uzorka

Kao i u slu¢aju pakiranja krugova u kvadrat pomoc¢u heksagonalnog resetka-
stog uzorka, prilikom odredivanja optimalnih dimenzija pravokutnika u koji ¢emo s
"staknimo kako i u slu¢aju kada je krugova manje od 50, kvadratni resetkasti uzorak postize strogo vecu gusto¢u
pakiranja u kvadrat od heksagonalnog resetkastog uzorka u dvanaest sluc¢ajeva, i to kada je broj krugova koje pakira-

mo redom jednak: 4, 9, 15, 16, 24, 25, 34, 35, 36, 47, 48, 49.
"’Jedinstveno, do na permutaciju dimenzijaa ib,.

52 |



PROBLEM PAKIRANJA KRUGOVA

najve¢om gusto¢om pakirati n krugova pomocu heksagonalnog resetkastog uzorka,
iskoristit ¢cemo algoritamski pristup trazenju rjesenja.

Za svaki broj krugova n formirat ¢emo pravokutnike u kojima se, pomo¢u hek-
sagonalnog resetkastog uzorka, krugovi pakiraju u redove, pocevsi od jednog reda pa
do n redova. Tako je, primjerice, na Slici 12. prikazana usporedba pakiranja n = 14
krugova u pravokutnike koristenjem jednog, tri, pet i osam redova.

Slika 12. Prikaz pakiranja Cetrnaest krugova u pravokutnik pomocu heksagonalnog
resetkastog uzorka koristenjem (a) jednog, (b) tri, (c) pet i (d) osam redova

Kod kreiranja minimalnog pravokutnika pakiranjem » krugova u k redova kori-
stimo sljedeci algoritam:

o Ako je n djeljiv s k, u svaki red rasporedimo n krugova (slucaj (a) sa Slike 12).

k
« Ako n nije djeljiv s k, a ostatak pri dijeljenju n s k manji je ili jednak [E-‘ , tada u

. . n .
svaki red rasporedimo P krugova, a ostatak krugova rasporedimo u neparne

redove kojih ima [g-l (slucaj (b) sa Slike 12).

k
 Ako n nije djeljiv s k, a ostatak pri dijeljenju # s k veci je od [—-l, tada u svaki red
rasporedimo {%J krugova, potom IVE-‘ krugova rasporedimo u neparne redove,

a preostale krugove rasporedimo u parne redove (slucajevi (c) i (d) sa Slike 12).

Opisanim postupkom minimiziramo $irinu pravokutnika kojemu je visina defi-
nirana brojem redova k (i iznosi b, =2+ (k— 1)\/5 ).

Nakon formiranja minimalnog pravokutnika za pakiranje u k redova,
k €[1,n]NN, usporedimo povrine (tj. gustoée pakiranja) svih n pravokutnika i
odaberemo onaj kojemu je povrsina najmanja (odnosno gustoca najveca).

Na primjer, u slucaju kada pakiramo » = 14 krugova, pripadne povrsine pakira-
nja u k redova, P, glase:

P =56, P,=5598, P,=56.64, P,=5757, P,=625 P =63.96, P, =6196,
P,=70.62, P,=6342, P =7035 P =77.28, P ,=8421, P, =9114, P =73.55.
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Vidimo kako je u tom sluc¢aju optimalno pakiranje u pravokutnik s tri reda, od-
nosno pravokutnik dimenzija a,, =10, b, =2+2+/3 . Gustoca toga pakiranja iznosi
N4 = 0.8049. Za usporedbu, kvadratnim reSetkastim uzorkom 14 jedini¢nih kru-
gova optimalno je pakirati u pravokutnik dimenzija a, =14, b, = 7, $to je pakiranje s
manjom gustocom, 7, =0.7854 .

Istaknimo i kako je gustoca pakiranja kvadratne resetke donja meda za gustoc¢u
pakiranja krugova u heksagonalnom resetkastom uzorku u pravokutnik. Naime, u
slucaju pakiranja u jedan red, kvadratni i heksagonalni uzorak su jednaki. Stoga je
heksagonalnim uzorkom uvijek moguce postic¢i gusto¢u pakiranja jednaku maksi-
malnoj gusto¢i pakiranja u kvadratni uzorak.
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Slika 13. Usporedba gustoce optimalnog pakiranja
heksagonalnim uzorkom u kvadrat i pravokutnik

Na Slici 13. moZemo usporediti gustoce pakiranja n krugova u kvadratni i pravo-
kutni oblik pomocu heksagonalnog resetkastog uzorka. Kao §to se moglo i o¢ekivati,
gustoca pakiranja krugova u pravokutnik veca je od gustoce pakiranja u kvadrat.
Dodatni stupanj slobode koji je omogucio odabir dimenzije pravokutnika rezultirao
je ve¢om gusto¢om pakiranja i manjim oscilacijama gustoce pri promjeni broja pa-
kiranih krugova.

Zanimljiv je i podatak o dimenzijama pravokutnika s optimalnim pakiranjem
krugova u heksagonalnom resetkastom uzorku. Na Slici 14. prikazano je kretanje
omjera stranica (y-os) pravokutnika s optimalnim pakiranjem krugova u heksago-
nalnom resetkastom uzorku u odnosu na broj pakiranih krugova (x-os).

Vidimo kako na pocetku omjer raste do vrijednosti 13, §to je posljedica toga
da je optimalno pakiranje trinaest krugova u pravokutnik pomocu heksagonalnog
resetkastog uzorka u pravokutniku s jednim redom krugova. Najnizu vrijednost (za
n<500) omjer stranica pravokutnika postize kod pakiranja 169 krugova, kada je
omjer stranica jednak 1.19 - dakle radi se o pakiranju u pravokutnik koji je dimen-
zijama najblizi kvadratu. Prosjecna vrijednost omjera stranica kod pakiranja do pet
stotina krugova iznosi 4.22.
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Slika 14. Omjer stranica pravokutnika s optimalnim pakiranjem
krugova u heksagonalnom resetkastom uzorku

Ve¢ smo istaknuli kako u neogranicenom slucaju pakiranje krugova u heksa-
gonalni resetkasti uzorak ima najve¢u mogucu gusto¢u. Kod pakiranja krugova u
pravokutnik, gusto¢u pakiranja smanjuju prazni prostori koji ostanu uz vertikalne
stranice s lijeve i desne strane (vidi Sliku 12.), $to je razlog zbog kojega optimalni
pravokutnici teze k §to manjem broju redova u pakiranju.

S druge strane, koristenje vise redova u pakiranju upravo koristi osnovnu pred-
nost heksagonalnog uzorka kada se krugovi iz sljedeceg reda ,,ugnjezduju” izmedu
krugova prethodnog reda. To je mehanizam zbog kojega optimalni pravokutnik tezi
imati veci broj redova.

Rezultat je balans izmedu oviha dvaju mehanizama, pri ¢emu s porastom bro-
ja krugova mozemo ocekivati rast broja redova, odnosno smanjenje omjera duljina
stranica pravokutnika. To pokazuje i kretanje (kumulativne) prosjecne vrijednosti
omjera stranica pravokutnika za prvih n pakiranja, koja je na Slici 14. prikazana de-
bljom linijom. Vidimo kako s vremenom prosjec¢na vrijednost omjera stranica pada.

Zakljucak

U ovom smo tekstu prikazali kako je za rjeSavanje jednog naizgled jednostavnog
problema ponekad potrebno upotrijebiti ozbiljne matematicke i racunarske metode.
Problem pakiranja krugova u kvadrate, ali i ostale ravninske likove poput pravokut-
nika, trokuta i krugova ima Siroku primjenu, kako u raznim tehnoloskim procesima,
tako i u raznim drugim znanstvenim disciplinama. Usprkos tome, u podrucju analize
pakiranja postoje jo§ mnoga otvorena pitanja. Vjerujemo kako smo ovim tekstom
dali uvid u osnovna pitanja i metode rjeSavanja toga problema.
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