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SaZetak
U radu se izlaZu elementarna znanja o matricama i determinantama.

Nakon Sto je definiran pojam matrice, opisuje se postupak transponiranja matrice, te
se prikazuju operacije s matricama. IzlaZzu se zatim sadrzaji koji se vezuju uz
determinante matrica drugog i treceg reda, i pritom se navode Sarrusovoi Cramerovo
pravilo. Daje se prikaz posebnih vrsta kvadratnih matrica i postupak rjesavanja
linearnih matri¢nih jednadzbi.

Izlaganje sadrZaja popraceno je nizom rijeSenih primjera radi ucinkovitijeg
razumijevanja izloZenih elementarnih sadrZaja. PriloZen je i set zadataka za vjeZbu s
rjeSenjima nekih od zadataka.

Kljutne rije¢i: Cramerovo pravilo, inverzna kvadratna matrica, linearne matri¢ne
jednadZbe, Sarrusovo pravilo, transponirana matrica
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1. Definicija matrice

Pravokutnu shemu

Ay 8y Ay,

a a ces a
) 21 Ay 2n

a a a

ml m2 mn

s brojevima a; (/= 1, 2, .., m;; j =1, 2, ..., n) nazivamo matricom formata (oblika) mxn.
Brojevi aj su elementi te matrice. Elementi ai1, a1z, .., ain leZe u prvom retku matrice,
elementi a1, az2, ..., &nleze u drugom retku matrice, itd. Elementi ai1, a21, ..., am leZe u
prvom stupcumatrice, elementi a2, azz, ..., amz leZe u drugom stupcu matrice, itd.

Prvi indeks u ajjoznacava, prema tome, broj retka, a drugi broj stupca, pa kazemo da
se element ajnalazi na presjeku /-tog retka i j-tog stupca.

Primjer 1.
U matrici
2 3 =2
2 1 -5 5
4 0 6

element 5 se nalazi na presjeku drugog retka i treceg stupca.

Ako je broj redaka matrice jednak broju stupaca, tj. ako je m = n, tada kazemo da je
matrica kvadratnareda (oblika) n.

Primjer 2.

Matrica (2) je kvadratna matrica reda 3. Naime, ta matrica ima tri retka i tri stupca;
dakle je m= n.

Kod kvadratnih matrica razlikujemo dijagonal/ne matrice u kojima su svi elementi
razliCitih indeksa (7# j) jednaki nuli:

a, 0 0 0
0 a, O 0
0 0 a, 0

0 0 0 a,

KazZemo da su elementi ai1, a2, ..., ann na glavnoj dijagonali matrice.

Primjer 3.

U matrici (2) elementi 4, -5 i -2 se nalaze na sporednoj dijagonali.

Dijagonalne matrice kojima su svi elementi na glavnoj dijagonali medusobno
jednaki, tj. @11 = az22 = ... = ann, nazivaju se brojevne (skalarne) matrice. Ako je pritom a =
1, tj. ako je a1 = a2 = .. = amm = 1, brojevnu matricu nazivamo jedinicnom i
oznacujemo slovom I:
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1 0 0]
1 0
I=|0 1 0
00 0 - 1]
U radu s matricama cesto se susrec¢u matrice oblika:
ay; 0 0 0 A Ay Az Ay,
3 3, 0 - 0 0 &, ay - a,
A 83 a3 - 0, 0 0 ag - a,
_anl A Qyy e ann_ _0 0 0 an,

To su donja odnosno gornja trokutasta matrica.

Matricu koja ima sve elemente jednake nuli nazivamo nu/-matricomi oznacujemo je
sa 0 (nula).

Matricu koja ima samo jedan redak nazivamo jednorednom, a matricu koja ima
samo jedan stupac nazivamo jednostupcanom matricom?.

Primjer 4.
1

Matrica [, 3, -2, 4]jejednoredna? dok je matrica | 0| jednostup¢ana.
5

Bududi da ispisivanje matrica zahtjeva dosta mjesta, Cesto se upotrebljavaju krace
oznake. Tako se umjesto (1) krace piSe

[aij ]”m (i=1,.,mj=1,..,n).

U oznacavanju matrica upotrebljavaju se i latini¢na slova A, B, C...

2. Transponirana matrica

Matricu
Ay 8y v Ay
a a eee a
(3) 12 22 m2
d, Ay, o Ay

nazivamo transponiranom matricom matrice (1). Uocite da su reci matrice (3) ustvari
stupci matrice (1).
Transponiranu matricu matrice A ozna¢avamo sa AT.

Primjer 1.

1 Jednorednu matricu formata 1xn nazivamo jo$ i n-dimenzionalnim rednim vektorom, a jednostrupfanu matricu
formata mx1 nazivamo jo$ i m-dimenzionlani stupcanim vektorom.

2 Kod jednorednih matrica Cesto se, radi lakSeg uocavanja, izmedu elemenata stavljaju zarezi.
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2 1 4
Transponirana matrica matrice (2) je oblikaAT=| 3 -5 0|.
-2 5 6

3. Operacije s matricama

Najprije dajemo definiciju jednakosti matrica:

Za dvije matrice [aij ]:1 i [bij]?) kazemo da su jednake, i piSemo

o], = [bi,-]i '
onda i samo onda ako je

(1) m= p, n= g(dakle, rijec¢ je 0o matricama istog formata) i
(2) ay= bjzasvakii=1,.. m; j=1, .., n(isti elementi u istom poloZaju).

ZBRAJANJE MATRICA. Zbrajati se mogu samo matrice istog formata.
Pod zbrojem [aij ]“m + [bijr” razumijevamo matricu [Ciirn za koju je
cij = aiy+ by
zasvakii=1,..,mj=1,.., n
Primjer 1.
2 4| |1 -6| [3 -2
-3 0|+|5
1 3| |6

N -
~
o

ODUZIMAN]JE MATRICA. Oduzimati se mogu samo matrice istog formata.
Pod razlikom [aij ]; - [bijl:1 razumijevamo matricu [cijrﬂ za koju je
cij = aij = by
zasvakii=1,..,mj=1,.. n

Primjer 2.

2 4 1 -6 1 10
-3 0(—-|5 1 |=|-8 -1].
1 3 6 2 -5 1

MNOZENJE MATRICE BROJEM. Pod umnoskom matrice A i broja (skalara) o
razumijevamo matricu C kojoj su elementi umnosci elemenata matrice A i broja o, tj. acij
(i=1,..,mj=1,.., n).
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Primjer 3.
1 2 5 10
5-14 0|=|20 O
3 5 15 25
MNOZENJE MATRICE MATRICOM. UmnoZzak matrice A = [aij ]”m s matricom B =
[bij]?) definira se samo za slucaj kada je broj stupaca prve matrice jednak broju redaka
druge matrice, tj. kada je n = p. U tom slucaju pod umnoSkom [aij ]; : [bij]‘n‘ razumijevamo
matricu [cijh kojoj elementi ¢jglase
4) cji= anbij+ achzj+ ... + ainbn

Jednakost (4) rijeCima moZemo iskazati na sljedec¢i nacin:
Zbroj umnoZaka elemenata 7-tog retka prve matrice i odgovarajucih elemenata j-tog
stupca druge matrice predstavlja element ¢; matrice umnoska. Tako je, na primjer:
&1 ayby +aphy  ayb, +aph,  ab +a,b,;
8 83| {bn by, blﬂ _ Ay + a0, Ay, 850, Aybis +ayby
A Ay | [0y by by Agbyy + 85,0y, Agbyy +agh,,  agbys+agh,, |
Ay A by +anh, Ayl +a,nb,  aubis+asby,

Primjer 4.
{1 0 2]2 ? _[1-5+0-0+2-8 1-6+0~7+2-0}_{21 6}
340/, 3.5+4.0+0-8 3-6+4-7+0-0| |15 46
Primjer 5.
1 1.4 1.5 1-6 4 5 6
2|-[4 5 6]=|2-4 2.5 2.6|/=|8 10 12|.
3 3-4 3.5 3.6 12 15 18
Primjer 6.
1
[4 5 6]-|2| =[4-1+5-2+6-3] = [32].
3

Na osnovi posljednja dva primjera, primjera 5 i primjera 6, uo¢ava se da mnoZenje
matrica nije komutativno. Pritom se mogu javiti dva slucaja:

(1) BA=AB;
(2) BA ne postoji.
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Primjer 7.

1

5 0 7
Zadane su matrice A = ,B=|2
4 1 3 4

w BN

3
6 |. Izracunati AB i BA.
0

4 1 3 4.1+41-2+3-4 4.2+1-4+3-3 4-3+1-6+3-0

[33 31 15
|18 21 18]

5 0 7 L
ABz{ }-2
4

w B~ DN
S OO W

_ {5-1+0-2+7~4 5.2+0-4+7-3 5-3+0-6+7-0}

1 2 3
50 7
Umnozak BA= (2 4 6] L X 3} nije definiran, jer broj stupaca (3) u matrici B nije
4 30

jednak broju redaka (2) u matrici A.

Primjer 8.

Zadane su matrice A = E ﬂ ,B= E} . Izrac¢unati AB i BA.

Imamo AB = {2'1+1' 2}

4 1 2 1
= , dok umnozak BA = . ne postoji. Zasto?
3-1+4-2 4

11 2 3
Primjer 9.

0 2 -4

AB =BA = {_7 6}.

1 -2 -2
Zadane su matrice A = {2 }, B= { } Uvjerite se da je

~6 -4

Zadaci za vjezbu

1. Zadane su matrice:

8 5
31 =2 31 12
A{ },B{z 1],c={ ]n:{ }
57 4 2 4 35
3 4
Izracunajte:a) A+ BT, b) A-BT, c) AB, d) BA, e)CD, f)DC, g)ATC.

2. Pomnozite:

_21131’ [2 2
a) ]2 1); b) [1]- 2 3]; oft 2 3-|1;
301
- 10 13 3
*31211_ _507123 2 -1 6
d)21«{ ; e) ]246; f)[29 16 49]-|-13 4 32 |;
301 41 3
110 - - 4 30 5 -1 -15
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12 3] [-1 2 -4 1 0 4 1]
g2 4 6|-[-1 -2 —-4|; h)|-1 3 0| |-2].
36 9|1 2 1 10 -1 3]
2 3 4 13 2 4 5 1
3. IzraéunajteABiBAakoje:a)A={ },Bz 2 —1,b)A={ ] =[ }
-1 21 3 7 2 11
13 4
121 4 11
4. Izracunajte AB-BA,akojeA=|2 1 2(,B=|-4 2 0].
12 3 1 21
3
21
5. Izraéunajte:{ } .
13
Rjesenja:
11 3 1 5 -1 -5 20 8 49 43 4 6 11 7 9 192
1. a ;b___;c ;d) |11 9 0; e ; ; 17 29|.
)1088} ){0 6 o} )[66 48} ) )[11 24} DLQ 23} )
L 29 31 10 2 14
o 3 2 4 6] 9 3 4 3 31 15 13
2. a ; b)|1 2 3|; o)[13]; d)|7 2 3|; e ; 21 -14 -49|; 0; h)|-7].
o 3D ) bl @) o w0 I 90 0
L 36 9] 2 11 -2
(20 7 5 3 1] 18 46 13 27
3. a) ils 4 7];b) i .
6 5 29 80 37 8
L 2 17 16|
[-10 -4 -7
4, | 6 14 4
-7 5 -4
[15 20 3 4
5. = 5. .
20 35 4 7

4. Determinanta matrica drugog i tre¢eg reda

. . a . . .
Determinanta kvadratne matrice drugog reda A = { H aﬂ} je broj det A definiran
Gy 8y
formulom
a, a
detA=|" ™ =aua: - aan.
8y Ay
Prema tome, izraz
(5) anazz — az1aiz

predstavlja se kvadratnom shemom
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(6)

a9

a Ay

koju nazivamo determinantom drugog reda.

Brojevi ai1, a12, a1, a2, su elementi determinante. Elementi a111 ai2 pripadaju prvom
retku, a elementi az1 i a22 drugom retku. Elementi a1 i a21 Cine prvi stupac, dok elementi
aiz 1 a2 Cine drugi stupac. Elementi ai1 i a2 se nalaze na glavnoj dijagonali, dok se
elementi a211 a12 nalaze na sporednoj dijagonali determinante.

Prema definiciji vrijednost determinante (6) je razlika umnosSka elemenata na
glavnoj dijagonali i elemenata na sporednoj dijagonali. Dakle je

(7)

Primjer 1.

Kvadratnu shemu

(8)

a; ap
Ay Ay

= di1azz — azidi2

2 -3
5 4

A A, a3
Ay Ay Ay
A3y Az g

nazivamo determinanta treceg reda.

‘=2-4—5-03):8+15=2&

Determinanta kvadratne matrice trec¢eg reda definira se formulom

all alZ
det|a,, a,,
83 83

Primjer 2.

~3 4 -4

a3
_ Qy; dy y; Ay
Q3 | = Ay - ap
a Q3 A3 a3 ag
33
L9 g 13
=_0. + (-D)- _3.
4 3 —4

d ay
a3 ap

-3 4

1 —2‘

=0-1-(-4+9)-2-(4-6)=-5+4=-1.

Determinantu treceg reda moZemo lako izracunati sluzeci se Sarrusovim pravilom.

Cinimo to ovako:

Od zbroja

oduzme se zbroj

ain a1z ais |

321\/,,612"2’\/6125 I

as;  as ass

alaz2ass + azazsas1 + aizaziasz

a31az2ai3 + asz2azsail + assaziaie.
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Primjer 3.
5 2 -1 5 2
-2 3 0/-2 3=5-3-142-0-(-9)+(-1)-(-2)-4-(-4)-3-(-1) -
—4 4 1| -4 4
-4.-0-5-1-(-2)-2=15+8-12+4=15.

Navodimo osnovna svojstva determinante:

1. Determinanta jedino mijenja predznak ako medusobno zamijenimo (bilo koja) dva
stupca u simbolu. Na primjer:

2 b‘ =ad - bc,
d

c

° A _ pe—ad=-(ad-bo)=- b‘.
d c c d

2. Vrijednost determinante se ne mijenja ako se reci kako dolaze zamijene stupcima
kako dolaze, tj.

&, a, ... &, &, Ay ... 8y
a21 a22 e azn — a12 a22 e an2
ay 8y, ... A, &, &, ... a,
Na primjer:
a b a c¢
=ad - bc, =ad - bc
c d b d

3. Determinanta mijenja jedino predznak ako medusobno zamijenimo (bilo koja) dva
retka u njenom simbolu. Na primjer:

a; d, a3 a3 83 Ay
Qy 8y By | = 7@y 8y Ay
A3 83 A a; 3, a3

4, Determinanta je jednaka nuli ako su joj bilo koja dva retka ili stupca jednaka. Na

primjer:
; 8 A
Ay 8y ay|=0
ayy dy, g

5. Determinanta se moZe razviti po nekom retku ili stupcu tako da se svaki element
doticnog retka odnosno stupca pomnoZi svojim algebarskim komplementom i
dobiveni umnosci zbroje. Na primjer:

Razvoj determinante (8) po prvom retku glasi

a; 8, a3
D= (B Ay Ay Ay Ay Ay
=8y Ay Apy| = ay - ap 3 )
A3 g3 a3 Ag a; ap

A3 83 Ay

a po drugom stupcu

10
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&1 & 83
D=2y ay ay|=-a, 221 223 a2, le 213 ~ 8y le :13 -
a31 a32 a33 31 33 31 33 21 23
Pritom predznaci algebarskih komplemenata elemenata determinante (8) po redu
glase
+ - +
-+ -
+ - +
ili opcenito
+ - 4+
T

6. Zajednicki faktor svih elemenata nekog retka ili stupca u simbolu determinante
moZemo izIluciti ispred znaka determinante. Na primjer:

ka;, ka,| K a;
- ]
& Ay & Ay
a; ka, a; A, Qyp 4
Ay kay ay| =Kk|[ay; Ay ay|-
ay kag, ag A3 83 Qg3

7. Determinanta se mnoZi nekim brojem tako da se svaki element nekog retka odnosno
stupca pomnoZi tim brojem. Na primjer:
TR ka,, kay,

dy Ay

k

8 8y
8. Ako su elementi dvaju redaka ili dvaju stupaca proporcionalni, determinanta je
Jjednaka null.
9. Ako elementi i-tog retka neke determinante po redu glase
bh+c, b+ c,.. bnt+ ca

tada je ta determinanta jednak sumi dviju determinanti u kojoj su svi reci, osim i-tog,
isti kao u zadanoj determinanti, dok im i-ti reci glase

b, b, ..., by,
a, e, ..., Cn.
Na primjer:
a1 &, a3 &1 ap g &1 ap a3
b+c, by+c, by+c|=|b b, by+|c ¢ ¢
31 a3 d33 a3 a3 g3 83 83 dg

10. Vrijednost se determinante ne mijenja ako elemente jednog njenog retka (stupca)
pribrojimo odgovarajuce elemente nekog drugog njenog retka (stupca) pomnozZene
nekim brojem k. Na primjer:

a; ap
ay; Ay

a; aptkay,
ay Ay tkay

11
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11. Ako su An, Ar, ..., Amalgebarski komplementi elemenata an, ar, ..., ar, tada je
anAn + apAr2 + ... + apAm =0,
gdje je i koji je razlicit od r, tj. i # r. Na primjer, kod determinante trec¢eg reda vrijede
jednakosti
a1A11 + a2z + a23413 =0,
a1 + az2A12 + a33A13 = 0.
Promotrimo sustav od dvije linearne jednadZbe sa dvije nepoznanice
{allx +a,y=h
ayX + a5y = by

€)

za koji pretpostavljamo da je rjeSiv i da nema suviSnih jednadZzbi. Ako od prve
jednadZbe pomnoZene sa a22 oduzmemo drugu jednadZbu pomnoZenu sa ai2 i ako
od prve jednadZbe pomnoZene sa a21 oduzmemo drugu pomnoZenu sa aii, i zatim
sredimo, dobivamo
{(allazz —apa, )X =bay, —ba,
(21185, — a8y, y = b3y, —bay,
a odavde slijedi da je
(10) X = bay, —byay, ,y= bya,, —bjay, _
81857 — 88 818, — &8y
Nazivnik u razlomcima (10) je razli¢it od nule, tj. a11a22 — aizaz1 # 0. MoZemo iskazati
sljedecu tvrdnju:
Sustav (9) je rjesiv i nema suvisnih jednadZzbi onda i samo onda ako je
(11) anaz — anza # 0.
Pritom sustav (9) uz gornje pretpostavke, tj. uz uvjet (11) ima jednoznacno rjesenje
dano sa (10).

Ako izraz u nazivniku razlomaka (10) oznacimo sa D, tj. D= a11az2 - aizaz1, D# 0, a
brojnik prvog razlomka sa Dy, tj. Dx= biaz22 — bz2aiz, a brojnik drugog sa Dy, tj. Dy = beai1 -
b2a21, tada relacije (10) moZemo pisati

D D
12 X=—=, =
(12) > YT
Formule (12) poznate su kao Cramerovo pravilo; mozemo ga iskazati na sljedeci

nacin:
Sustav (9) uz uvjet (11) ima jednoznacno odredeno rjesenje dano sa (12).

Primjer 4.
. e v X+3y =13
Primjenom Cramerova pravilarijeSimo sustav .
3x-5y =11
Imamo:
1 3
D= =-5-9=-14.
3 -5

12
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Dx odredit ¢emo tako da u determinanti koeficijente koji se nalaze uz

nepoznanicu x (prvi stupac) zamijenimo slobodnim Kkoeficijentima; dobivamo

3 3
determinantu ’-1L1 c koje je vrijednost:

13 3

Dx= ‘ =-65-33=-98.
11 -5

Slicno postupamo i pri odredivanju vrijednosti determinante Dy samo Sto sada u

determinanti drugi stupac (koeficijenti uz nepoznanicu y) zamjenjujemo sa

slobodnim koeficijentima. Imamo:

1 13
D, =
o
Sada je:
)y = b =11-39=-28.
3 11
Stoga su rjeSenja danog sustava:
_ D, -
D -14 D -14
Primjer 5.
5x+2y—-2z2=3
RijeSimo primjenom Cramerova pravilasustav {3x—4y+5z =10.
7x—-3y+6z=19
Imamo redom:
5 2 -2
D=3 -4 5|=-120+70+18-56+75-36 =-49;
7 -3 6
3 2 -2
Dy=[10 -4 5|=-72+190+60-152+45-120=-49
19 -3 6
5 3 -2
Dy=3 10 5| =300+105-114+ 140-475-54=-98
7 19 6
5 2 3
D:=13 -4 10 =-380+ 140-27 + 84+ 150-114 =-147
7 -3 19
Sada je:
:&:__49:1, z&z__ggzg' :&:ﬂzg_
D -49 D -49 D -49

13
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Prema tome, rjeSenje danog sustava je uredena trojka (1, 2, 3).

5. Posebne vrste kvadratnih matrica

SIMETRICNE I KOSOSIMETRICNE KVADRATNE MATRICE. Kvadratnu
matricu u kojoj su njeni elementi koji leZe simetricno s obzirom na glavnu dijagonalu
medusobno jednaki nazivamo simetricna matrica.

Primjer 1.
1 3 -8
MatricaA=| 3 5 4 | jesimetricna. UoCavamo da su, s obzirom na glavnu dijagonalu
-8 4 9

simetricni ¢clanovi 31 3,-8i-8te 41 4.

Za kvadratnu matricu kazemo da je kososimetricna matrica ako su njeni elementi
simetri¢no poloZeni s obzirom na glavnu dijagonalu jednaki po modulu i suprotnog

predznaka.
Primjer 2.
0o 7 -1
Matrica B = |-7 2 -9| je kososimetricna. Naime, elementi koji su simetric¢ni s
1 9 4
obzirom na glavnu dijagonalu su po modulu jednaki i suprotnog predznaka:
171 = 1-71, [1] = [-11, [-9] = [9l.
UmnoZak matrice A i transponirane matrice AT daje simetri¢nu matricu C
AAT=C,
jer je
CT=(AANT=(AT)TAT=AAT=C.
Primjer 3.
74 -14 -68
Za matricu Aiz primjeralje AAT=C=|-14 50 24 |.Uvjerite se u to!
-68 24 161

REGULARNE KVADRATNE MATRICE. Za kvadratnu matricu A kaZzemo da je
regularna ili nesingularna ako je njena determinanta razlicita od nule, tj. ako je

det A #0.

Ako je determinanta kvadratne matrice A jednaka nuli, tj. A = 0, tada matricu A
Zovemo singularnom matricom.

14
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Primjer 4.
1 2 3
Kvadratna matricaA= |4 5 6| jeregularnajerje detA =15 # 0. Uvjerite se u to!
2 8 9
Primjer 5.
0o 1 -1
Kvadratna matrica A= |0 -2 2 | je singularna jer je vrijednost njene determinante
0 -1 -2

jednaka nuli. Uvjerite se u to!

INVERZ KVADRATNE MATRICE. Neka je zadana kvadratna matrica A. Kvadratnu
matricu A1 nazivamo inverznom matricom s obzirom na zadanu matricu A ako je

AA1=A1A=],
gdje je I jedini¢na matrica.
Prema tome, pomnoZzimo li inverznu matricu A-! s matricom A zdesna ili slijeva
dobit ¢emo jedini¢nu matricu I.
Vrijedi sljedece:
(1) singularna matrica nema inverzne matrice;
(2) inverzna matrica, ako postoji, jednoznacno je odredena;
(3) determinanta inverzne matrice A-1 reciprocna je vrijednost determinante matrice A;
(4) (A B)'1 = B! A-1; to znali: inverzna matrica umnoska dviju ili vise regularnih
matrica jednaka je umnosku inverznih matrica pojedinih faktora uzetih u obrnutom
redoslijedu.

Postupak za odredivanje inverznih matrica je sljedeci:
1. korak. Za zadanu matricu A ra¢unamo vrijednost njene determinante, tj.
D= detA.
2. korak. Zadanu matricu A transponiramo da dobijemo matricu AT.

3.korak. Za svaki element transponirane matrice AT racunamo, idu¢i redak po redak,
pripadne algebarske komplemente (algebarske dopune, algebarske
kofaktore), pri ¢emu uzimamo za algebarske komplemente plus i minus
naizmjence bez obzira na predznak elemenata za koje racunamo komplement.

Prisjetimo se sheme:

4.korak. U matrici AT zamijenimo svaki element s pripadnim algebarskim
komplementom.

5.korak. Svaki element tako dobivene matrice podijelimo sa D = det A i dobivamo
traZzenu matricu A-! inverznu s obzirom na zadanu matricu A.

6. korak. (Neobvezan.) lzvrSimo provjeru: mora biti

15
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AA1=A1A=1= (jedinicna matrica) = 1.

Primjer 6.
a; 8, 1 2 3

Zadana je kvadratna matricaA=|a,, a,, ay|=[4 5 6|.0dredimo AL
Ay 8 Ay 2 8 9

1. Ra¢unamo D = det A:
D=1(45-48)-2(36-12)+3(32-10)=-3-48+16=15=0.
Zadana matrica A je regularna pa ima inverznu matricu A-1.

Q; 8y Ay 1 4 2
2. Transponiramo matricu A; dobivamo: AT=|a, a,, a5, |=|2 5 8
Q3 Ay Ag 3 6 9

3. Racunamo algebarske komplemente za matricu AT:

a, a 5 8
An=|% # =+ =+ (45-48) = -3;
83 83 6 9
2 8 2 5
A1 = - =-(18-24)=6; A=+ =+ (12-15) =-3;
9 3 6
4 2 1 2 1 4
Az = - =-24; A=+ =3;, An2=- =6;
6 9 3 9 3 6
4 2 1 2 1 4
Aiz=+ = 22; Az =- =-4; A3=+ = -3.
5 8 2 8 2 5
4, U matrici AT zamijenimo svaki element s pripadnim algebarskim komplementom;
-3 6 -3
dobivamo: |[-24 3 6
22 -4 -3
5. Sada svaki element posljednje matrice dijelimo sa D= det A = 15; dobivamo:
J1o2 1
-3 6 -3 5 5 5
A—l = i .| =24 3 6 = || = § 1 g
15 5 5 5
22 -4 -3 22 4 1
15 15 5]
6. Provjeravamo:
12 1]
1 2 3 5 5 5
AA1=|4 5 6] —% % % = (nakon izvrSenog mnoZenja matrica i sredivanja)
2 8 9 2 4 1
115 15 5]
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Jedno od najvaznijih pitanja koje se postavlja u praksi glasi: kako sto jednostavnije
odrediti inverz zadane regularne matrice? Koristeci se prikladnim shemama moguce je
skratiti posao oko odredivanja inverza zadane matrice. Pokazat ¢emo to primjerima.

Primjer 7.

o B
N B O

2
Odredimo inverz matrici A = | 2
1

Do inverz matrice A moZemo lakse do¢i ovako: Ispred matrice A dopiSemo jedini¢nu
matricu I (te dvije matrice odvojimo vertikalnom crtom), tj. sainimo (napiSemo) shemu

1 0 02 10
0102 1 1.
0 0 111 0 2

Drugom retku dodajmo prvi redak pomnoZen s -1; treCem retku pomnoZenom s -2
dodajmo prvi redak:

1 0 0|12 1 O
-11 00 0 1.
1 0 -20 1 -4

Sada drugom retku pomnoZenim s 4 dodajmo treci redak:
1 0 021 O
-3 4 -20 1 0.
1 0 -20 1 -4

Prvom retku dodajmo drugi redak pomnoZen sa -1 i onda prvi redak podijelimo sa 2:
1 0 021 O
-3 4 -201 0.
1 0 -20 1 -4

Trecem retku pomnoZenim s -1 dodajmo drugi redak i zatim ga podijelimo s 4:
1 0 012 10
-3 4 -20 1 0.
-1 1 0|0 0 1

Prvom retku dodajmo drugi redak pomnoZen s -1 i zatim ga podijelimo s 2:
2 -2 1|1 0 O
-3 4 -20 1 0.
-1 1 00 0 1

To radimo sve dotle dok s desne strane vertikalne crte ne dobijemo jedinicnu matricu;
tada je matrica s lijeve strane crte inverzna matrica zadane matrice A.

Za regularnu kvadratnu matricu formata 2x2, tj. koja se sastoji od dva retka i dva

stupca
a.
A= {311 12}
ay Ay

17
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odredivanje pripadne inverzne matrice vrlo je jednostavno: valja samo zamijeniti
poloZaj elemenata na glavnoj dijagonali, a onima na sporednoj dijagonali promijeniti
predznak, i zatim sve elemente tako dobivene matrice podijeliti sa vrijedno$¢u D njene

determinante:
A-l— 1 { a2 _a12:|
D |[—ay a

Primjer 8.

7 3
Zadana je matrica A = { f 2}.

7
Vrijednost njene determinante je: D= ‘ 4 2‘ =-14+12=-2

1 3
—2 -3 P
SadajeA—1=—1-{ }= 2
2 | 4 7

Primjer 9.

1
1

ap=|3 1[4 1] _[34+12 31+1.2] _[14 5
12 1012 2| |2-4+1.2 2-1+1.2| |10 4|
D=detAB=56-50=6

L_ 1[4 -5
@B™=3 {—10 14}'

Bi=1 2N ) A=t . et

6 -2 4 1 |- 3

B1Al= L S Y e
61-2 4] 1]|-2 3

Tvrdnja koju smo provjeravali u primjeru 8 vrijedi i za viSe faktora; na primjer,
vrijedi:

4 1
Zadane su matrice A = B } iB= [2 2} . PokaZimo da vrijedi (AB) -1 =B-1A-L

(ABCD)-L1=D-1C1B-1AL

6. RjeSavanje linearnih matri¢nih jednadzbi

S obzirom na znanje do sada navedenog gradiva vezanog uz matrice i determinante
omogucava nam rjeSavanje matricnih jednadzbi oblika

AX=C i1 YA=(

18
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gdje su A zadana regularna kvadratna matrica reda n, B i C su zadane pravokutne
matrice tipova nxr, odnosno rxn, a X iY traZzene matrice odgovarajucih tipova nxri rxn.

Na analogan nacin kako Sto rjeSavamo (skalarne) jednadZbe oblika
ax=b i ya=c
rjeSavamo i matri¢ne linearne jednadzbe. PrikaZimo to shematski:

ax=>b AX=B YA=C
jednadZbu mnozimo mnoZzimo s/jeva sa A-1 mnoZzimo sdesnasa A1
5]1'jevasa§=a‘l,a¢0 A1-AX=A'B YAA1=CA!
1 1 X=A1B. Y=CAL
~(ax)==b
a a
b
X= —.
a

Primjer 1.

2 4 8 1
RijeSimo linearnu matri¢nu jednadzbu [3 7} -X= {2 3]

2 4
Za matricu A = {3 7} odredujemo A-! vodeci racuna da je D= det A = 2.

-2
, mnozZenjem zadane jednadzbe s lijeva nalazimo da je

N~

Budu¢i daje A1 =
1

|
N | w

7
L2
x=| 2 {8 1]
3 |23
2

a odavde slijedi X =

Primjer 2.

RijeSimo linearnu matri¢nu jednadzbu Y - =[29 16 49].

= o1 B
P O W
w N 0o

Za matricu A =

= o1 &

3 8
0 2| odredujemo
1 3

D=detA=-7; AT =

o w M~
N O o
w P e

A1 =-2; A21 = -6; A31 = 6;
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A2 =-13; A2z = 4; A32 = 32;
A13=15; A2z = -1; Azz =-15.
0 -2 -1 6
A‘1=—7- -13 4 32
5 -1 -15
Sada zadanu jednadZbu mnoZimo zdesna s A-1; imamo
. -2 -1 6 .
Y=1[29 16 49]-—7- ~13 4 32 |=[-21 -14 —49]-(_7}
5 -1 -15
odnosnoY=[3 2 7]
Primjer 3.
X+y—-2z2=4
Sustav linearnih jednadzbi {3x+ 7y —3z =12 rijeSimo pomoc¢u matrica.
X+2y—2=3
U matri¢nom obliku jednadZba glasi
1 1 -2||x 4
3 7 -3||y|=|12
1 2 -1f|z 3
11 -2 [-1 -3 11
ZaA= |3 7 -3|inverzna matricajeoblikaAl=| 0 1 -3|, pa mnoZenjem slijeva
12 -1 -1 -1 4
s A1 dobivamo:
X -1 -3 11][4] [-7
yl=l0o 1 -3||12|=| 3
z| |-1 -1 4]||3] |-4
Odavde slijedi: x=-7, y= 3, z= -4.
Zadaci za vjezbu
1. Izracunajte:
_— 12 3 121 4
a)sz‘; b) 2 3 1f; o) 1 2; d)|-4 2 0.
312 123 1 1
1 -1 2 -2 3
1 2 3 4
01 0 2 01 2 1 1
2. IzracCunajte: a) ; b)]0 0 3 2 2].
30 4 0
-2 1 -2 -3 0
-1 2 -3 -4
1 1 3 2 -3
3. Odredite xiz jednadZbe:
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n 1 3 X x 1 0 X 2X =X 1 0 x+1
X
a) ) 3_—1; byl 5 -1=0; )2 x 2/=0; d) 5 -1 x|=0; eyl 2 (x+1)2 =0.
1 x 3 01 x 1 0 3 1 3 (x+1)°
4, Odredite inverzne matrice matricama:
3 1 41 7 -8 > 87
a)A= }; b)A={ }; C)A=|: }; d)A=|0 2 3|;
21 2 2 -3 2
L 0 0 4
5 3 3 2 1 00 10 2 -1
3 2 00 0 32 3
e)A;;i’ D 11 34 8 405 2
- 2 -1 2 3 1 31
5. RijeSite linearne matri¢ne jednadzbe:
2 3 -4 12 ) 5 4 -6
Al -1 1(X=|-2(; b) X= ;
1 3 2 1
5 -4 2 -1

3 o 1 2 1 1 -1 1 -1 3
Y = ; d)X(2 1 0|=1|4 3 2|;
5 4 -5 6

1 -11 1 -25
ol 2x[3 A5

6. Rijesite sustave linearnih jednadzbi pomoc¢u matrica:

oy 3 57-3 X+2z-u=3
X y—4 ;. b ;—y3+ 25_ . 0 3y+2z+3u=10
3) ;x+3y+ 2_5' ) 3X_2y_62_6’ 4X+52+2u=9
X+y-z= X—eyrbe= X+3y+2z+7u=9
Rjesenja:

3. x=2;,bx=1Lx=3 0O)x(¥-4)=0x1=0x=-2,x3=2; A)x1=0,x=17;
e) x(x+ 1) (2x+ 1)=0,X1=0,X2=_1,X3=_%

21



Varazdinski uditelj- digitalni strucni ¢asopis za odgoj i obrazovanje godina 8/broj 18/ 2025.

2 -1 0 O
14 6 -9

- - -3 2
4 A=t Himar=2 2 T gar=|-s u 6);a1=| 0 00
-2 3 -2 4 s 1 1 31 -19 3 -4

-23 14 -2 3

1 -3 2 0
2 -23 =14 20 24 3
5. a)X=1|2|; b)X=[ }; C)X=|: }; d)X=|-4 5 -2|; e)X={ }
0 8 -10 8 -34 18
-1 -5 3 0
6. a)x=15y=-6,z=7; b)XzE _— Z=i' ) x=-2 -1 z=3,u=7
il ,_V 1) ) 6;}/ 8’ 24| ;y 3) ) .
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