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Novi izvod formule za duljinu luka loksodrome na
rotacijskom elipsoidu

Miljenko LAPAINE - Zagreb!

SAZETAK. Ako neku udaljenost preuzimamo s karte ne uzimajuci u obzir dis-
torziju, opcenito necemo dobiti ispravnu vrijednost. Ispravnu vrijednost dobit
¢emo ako distorziju uzmemo u obzir, odnosno primijenimo izraz za udaljenost
koji ne sadrzi distorziju. U ¢lanku je prikazan problem odredivanja udaljenosti
izmedu dviju tocaka na rotacijskom elipsoidu, mjerenih uzduz loksodrome. Na-
jprije je izvedena formula za tu udaljenost na uobicajeni nacin. Zatim je ta ista
formula izvedena uz pomoé teorije kartografskih projekcija. Time su se Zeljela
postiéi dva cilja. Prvi, da pri rac¢unanju udaljenosti izmedu dvaju mjesta prika-
zanih na karti treba uzeti u obzir distorziju koja je karti imanentna zbog primi-
Jenjene kartografske projekcije. Drugi je cilj bio pokazati kako se s pomocu teorije
kartografskih projekcija moze izvesti formula koja ne ovist o primijenjenoj karto-
grafskoj projekciji.

Kljucne rijeci: kartografske projekcije, elipsoid, loksodroma, duljina luka.

1. Uvod

Karta je rezultat preslikavanja podataka obicno sa Zemljine povrsine, nebe-
skog tijela ili zamisljenog svijeta u ravninski prikaz na komadu papira ili na
digitalnom zaslonu kao $to je monitor racunala. Karte se obi¢no izraduju trans-
formacijom podataka najprije na sfernu ili elipsoidnu plohu, a zatim u ravninu.
Preslikavanje zakrivljene povrsine u ravninu poznato je kao kartografska pro-
jekcija 1 moze imati razlicite oblike (Lapaine 2019).

Bududéi da nijedna kartografska projekcija ne ¢uva ispravno mjerilo u cijelosti,
vazno je odrediti u kojoj mjeri ono varira na karti. Na karti svijeta distorzija
(deformacija) je ocigledna oku upoznatom s kartama. Obi¢no se moze primijeti-
ti u kojoj su mjeri kopnene mase neprikladne veli¢ine ili promijenjenog oblika
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te u kojoj se mjeri meridijani i paralele ne sijeku pod pravim kutom ili nisu
ravnomjerno rasporedeni uz neki meridijan ili paralelu. Na kartama zemalja
ili ¢ak kontinenata distorzija mozda nije vidljiva oku, ali postaje vidljiva
nakon pazljivog mjerenja i analize (Snyder 1987).

Sve kartografske projekcije uvode distorziju povrsina, kutova i/ili
udaljenosti. Neke vrste distorzija mogu se kontrolirati da bi se sacuvale
specificne karakteristike, ali kartografske projekcije tada moraju iskriviti
druge karakteristike prikazanog objekta. Glavni problem u kartografiji je Sto
nije moguce preslikati sfernu ili elipsoidnu povrsinu u ravninu bez distorzija,
ili to¢nije receno s distorzijom jednakom nuli.. Euler je prvi dokazao jos 1772.
da se sfera ne moze preslikati u ravninu s distorzijom jednakom nuli (Euler
1777, Biernacki 1949, 1965, Lapaine 2014).

Sljede¢i izrazi definiraju u geodeziji 1 kartografiji rotacijski elipsoid sa
sredistem u ishodistu koordinatnog sustava, velikom poluosi a 1 numerickim
ekscentricitetom e:

x =x(p,A) =Ncospcosd,y =y(p,A) =Ncosgsind, z=z(p, 1) =
N(1—e?)sing

(e eQ=[-25 x[-mnl xy2) €R® (1)

2’2

Uobicajene oznake su

- —_a(=e?)
M=M©) = sy (2)
za polumjer zakrivljenosti meridijana i
a
N =N(p) = Tiotats 3)

za polumjer zakrivljenosti presjeka po prvom vertikalu.

Infinitezimalni cetverokut na elipsoidu prikazan je na slici 1. Diferencijal
duljine luka neke krivulje je ds, diferencijal duljine luka meridijana je Mde,
a diferencijal duljine luka paralele je Ncos ¢ dA.
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Slika 1. Infinitezimalni ¢etverokut na elipsoidu.

Za bilo koju krivulju na elipsoidu mozemo napisati (vidi sliku 1):

tana:Ncosq)d/l (4)
Mde
1 odatle
d) = tan @ =22 5)
Ncos ¢

Pretpostavimo li da je a = const., tj. da je rije¢ o loksodromi, integriranjem
izraza (5) dobit ¢emo jednadzbu loksodrome u obliku

e

A =klntan G + 2) (1_e sin (p)i + B, (6)

2 1+esin ¢

gdje su k =tana 1 B konstante. Npr. ako loksodroma prolazi tockama s
koordinatama (¢4,4;) 1 (¢, 1,) onda je

k= tana = Az—Aq1 ‘B _ A2 1n tan(%+%)—/11 In tan(§+%) (7)
- - In tan(%+%)—ln tan(%+%)’ - In tan(%+%)—ln tan(%+%)
Nadalje, sa slike 1 mozZemo procitati da je
cosa = 2 (8)

ds

1 odatle
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ds = 242 9)

cosa

Uz pretpostavku da je @ = const., integriranjem izraza (9) dobit ¢emo izraz za
duljinu luka loksodrome na elipsoidu u obliku (Borisov 2011):

__1 o2
5= ftm Mdg . (10)

cosa

Za razliku od izvoda jednadzbe loksodrome na sferi, integral s desna strane u
(10) je elipticki integral koji se pojavljuje pri racunanju duljine luka
meridijana na rotacijskom elipsoidu, 1 kojega nije moguée neposredno
integrirati ve¢ se primjenjuju razvoji u redove ili neke druge matematicke
metode (Vilici¢ 1 Lapaine 2024).

2. Loksodroma u Mercatorovoj projekciji elipsoida

Jednadzbe uspravne Mercatorove projekcije elipsoida glase

e

x=al,y= alntan(%+£) (w)g . (11)

2 1+esin ¢

Uvrstimo 1i u (11) izraz za 1 iz (4) dobit éemo

e

xX=a [k In tan G+§) (w)g + ,8], y = alntan (% +§) (w)i . (12

1+esin @ 1+esing

odakle se lako dobije

x =ky + ap. (13)
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Slika 2. Karta svijeta u uspravnoj Mercatorovoj projekciji. Ravna crta koja spaja New
York i Moskvu je slika loksodrome, a krivulja koja spaja ta dva mjesta slika
Jje geodetske linije. Geodetska linija daje najkraéu udaljenost izmedu dvaju
mjesta na elipsoidu, pa se slika 2 moZe interpretirati kao iluzija, a zapravo je
rijec o distorziji zbog kartografske projekcije.

Buduéi da su k, a, B konstante, to (13) predstavlja linearnu vezu izmedu x1 y,
pa je graficki prikaz relacije (13) pravac u ravnini projekcije. Drugim
rijecima, slika loksodrome na karti izradenoj u uspravnoj Mercatorovoj
projekciji je pravac (slika 2). Ako taj pravac prolazi kroz dvije tocke s
koordinatama (x;,y;) 1 (x,,v,), onda je udaljenost d izmedu tih dviju tocaka
u ravnini projekcije jednaka

d= \/(xz —x1)?+ (, —y1)?. (14)

Lako je uociti da se duljina slike loksodrome na karti (14) razlikuje od
duljine loksodrome na elipsoidu (10). Ako nam nije poznata formula (10),
postavlja se pitanje kako do nje doéi na temelju teorije kartografskih
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projekeija? Osim toga vrlo je vazno za svaku kartografsku projekciju, pa tako
1 za uspravnu Mercatorovu elipsoida, poznavati moguénost otklanjanja
distorzija iz podataka preuzetih s karte.

3. Novi izvod formule za racéunanje duljine loksodrome na elipsoidu

Najprije uo¢imo da svaka kartografska projekcija uvodi izvjesne distorzije.
Kao mjera distorzije duljina sluzi lokalni faktor mjerila duljina (linearno
mjerilo) ¢ koji za elipsoid definiramo ovako (Snyder 1987, Francula 2004):

2 Ed@?+2Fd@dA+GdA?

2 - 4"
T ds? T M2de?+N2cos2@da? | (15)
E, Fi G su koeficijenti definirani na ovaj nacin:
R e A
R ap) > T apar  apar’ -~ \aa ar)
gdje su
x=x(p, 1),y =y(p,4), 17

jednadzbe kartografske projekcije, odnosno u nasem slucaju formule s
pomocu kojih se elipsoid preslikava u ravninu, a x i y su koordinate tocke u
pravokutnom (matematickom, desno orijentiranom) koordinatom sustavu u

ravnini. Pretpostavit ¢emo da je sa (17) definirano regularno preslikavanje,
osim u nekim projekcijama na rubovima intervala, tj. za ¢ € {—%,g} 1
A€ {—m, m}.

Ako su jednadzbe uspravne Mercatorove projekcije (11), onda imamo

ox ox ay ay aM
—_—= —_—= —_ = - = 1
a2 a, ) 0, oA 0, dp  Ncoso’ (18)
paje
a?m? 2
E = m, F = 0, G=a (19)
odnosno
a?m? 2,242
2 ————d@p“+a“dA 2
2 _ ds” _ N2cos?¢ _ a

ds?2 ~ M2d2+N2cos2@dA2  NZ2Zcos2 @
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1 odatle

ds’' a
cC=—=

ds  Ncosg '

U ravnini projekcije je

ds' = .\/dx? + dy? .

Za sliku loksodrome prema (13) imamo

Mde
Ncosg ’

dx = kdy = ka
paje

ds' = V1+k2dy = V1+ k?a—=2_

Ncoso

Uzevsi u obzir (20) mozemo napisati

ds = de,' =1+ k2M do
1 odatle nakon integriranja

s=V1i+k? f(;plz Mdg .

Ako slika loksodrome prolazi tockama (xi,y;) 1 (x3,¥3)
zadovoljavaju jednadzbu (13) pa mora vrijediti

x1=ky1+Rﬁ i x2=ky2+RB

@1

(22)

(23)

(24)

(25)

(26)

onda one

@7

Uz to, tocke s koordinatama (x;,y;) 1 (x,,V,) nastale su preslikavanjem s

elipsoida prema jednadzbama Mercatorove projekcije (11) pa mora biti

e

X; = al;, y; = alntan G+ﬂ) (w)z ,

2 1+esin @,
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e
T @ 1-esin@y\2
X, = aly, y, = alntan (Z + ?2) (m}z . (28)
Na temelju (27) 1 (28) mozemo napisati
= xz:xl = ' lé—/h . - = tana. (29)
P nvan(Fe%2)(Hem 2 - ran(F+ 51 ((esn et
Bududéi da je
1+k*=1+tan’a =—; (30)

cos“ a

mozemo formulu za racunanje duljine loksodrome na elipsoidu (26) napisati 1
u obliku (10).

Na taj smo nacéin uz pomo¢ teorije kartografskih projekcija dosli do formule
za racunanje duljine loksodrome izmedu dviju tocaka na elipsoidu. Kao sto
se lijepo vidi, formula (10) ne ovisi o primijenjenoj kartografskoj projekeiji.

4. Zakljucak

Svaka kartografska projekcija nosi sa sobom 1 izvjesne distorzije. Da bismo s
karte mogli procitati poruku koja je u njoj zapisana, moramo poznavati
njezine distorzije. Npr. ¢esto nam treba udaljenost izmedu dvaju mjesta. Ako
tu udaljenost mjerimo s karte ne uzimajuci u obzir distorziju, ne¢emo dobiti
ispravnu vrijednost. Ispravnu vrijednost dobit ¢éemo ako uzmemo u obzir
distorzije, odnosno primijenimo izraze koji ne sadrze distorzije.

U ovom clanku prikazan je problem odredivanja udaljenosti izmedu dviju
tocaka na elipsoidu, mjerenih uzduz loksodrome. Najprije je izvedena
formula za tu udaljenost na uobiCajeni nacin. Zatim je ta ista formula
izvedena uz pomo¢ teorije kartografskih projekcija.

Time su postignuta dva cilja. Prvi, manje-vise poznat, da pri racunanju
udaljenosti izmedu dvaju mjesta prikazanih na karti treba uzeti u obzir
distorziju koja je karti imanentna zbog primijenjene kartografske projekcije.
Drugi cilj je da se pokaze kako se s pomocu teorije kartografskih projekcija
moze izvesti formula za duljinu luka loksodrome na elipsoidu koja ne ovisi o
primijenjenoj kartografskoj projekciji.

ZAHVALA. Autor zahvaljuje anonimnim recenzentima na uloZenom
vremenu, trudu i primjedbama kojima su ukazali na pogreske i nedostatke u
pruoj verziji ¢lanka.
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New Derivation of the Formula for the Length of a
Loxodrome Arc on a Rotational Ellipsoid

ABSTRACT. If we take a distance from a map without taking into account the
distortion, we will not get the correct value. We will get the correct value if we
take the distortion into account, that is, if we apply an expression for distance
that does not contain distortion. The article presents the problem of determin-
ing the distance between two points on a rotational ellipsoid, measured along a
loxodrome or a rhumb line. First, a formula for this distance was derived in the
usual way. Then, this same formula was derived using the theory of map projec-
tions. This was intended to achieve two goals. The first was that when calculating
the distance between two places shown on a map, the distortion that is immanent
to the map due to the applied map projection should be taken into account. The
second goal was to show how, using the theory of map projections, a formula for
the length of a loxodrome arc on an ellipsoid can be derived that does not depend
on the applied map projection.

Keywords: map projections, ellipsoid, loxodrome, rhumb line, arc length.
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