ZADATCI | RUESENJA

Redakcija, iz tehnickih razloga, daje ovo upo-
zorenje:

Krajnji rok za primanje rjeSenja iz ovog bro-
ja je 30. rujna 2025. Rjesenja (i imena rjeSava-
telja) bit ¢e objavljena u br. 2/302.

Ujedno molimo da pripazite na upute rjesa-
vateljima koje su na str. 282.

A) Zadatci iz matematike I

4029. Dokazi da za pozitivne realne brojeve
ai, az, az, as vrijedi nejednakost

aj + ay + as
ay +az + as az +ayg + aj as +ay +a
a4
a)+a + a3 3

4030. Dokazi da za pozitivne realne brojeve
a, b, c¢ vrijedi nejednakost
a?b? b c? cd?
a+b b+c c+a
Kada vrijedi jednakost?
4031. DokaZi da jednadzba x"" = 2" — 1

nema rjesSenja u skupu prirodnih brojeva, ako su
m>11n>1 prirodni brojevi.

<a3+b;+c3.

4032. U kompleksnoj ravnini skiciraj skup
toCaka

< ”}
(z+iz)? 4
4033. Na pravcima p i r, koji se sijeku, da-
ne su redom medusobno razlicite tocke Ay, Ay,
. . _— _—
A3z 1 By, By, Biz, tako da je AjA3 = AAA3
i B\B3 = 13233 , Za A 7é 0. TocCke Cl, Cz,

C3 dijele A{By, A>By, A3B3 u istom omje-
ru. Dokazi da su one identi¢ne ili leZe na istom
pravcu.

4034. Neka je O srediste paralelograma
ABCD i P po volji izabrana to¢ka izvan njega.
Tocke M i N su polovista duzina AP i BP, a
Q je sjeciste duzina MC i ND. Dokazi da su

tocke O, P i Q kolinearne.

4035. Na stranici AC trokuta ABC dana je
to¢ka E. Pravci kroz E paralelni s BC i AB si-
jeku AB i BC u tockama D i F. Dokazi da je
SpBrE = 2/SADE * SEFC -

4036. Pravokutnik ABCD upisan je u kruz-
nicu na kojoj je dana tocka P. Iz nje su spustene
okomice PM, PN, PQ, PR na AB, BC, CD,
DA, tim redom. Dokazi da vrijedi |PM|-|PQ| =
|PN| - |PR|.

4037. Na stranici BC trokuta ABC dana je
tocka D. Iz B i C spustene su okomice BE i
CF na pravac AD. Ako je R poloviste stranice
BC, dokazi |RE| = |RF|.

4038. Neka su D, E, F noziSta visina tro-
kuta ABC s kutovima o, 3, y. Nadi omjer po-
vrsina trokuta DEF i ABC.

4039. Kruznice polumjera r i R dodiruju se
izvana, a AB i CD su njihove zajedniCke tan-
gente. Dokazi da se u Cetverokut ABCD moze
upisati kruZnica te odredi njezin polumjer.

4040. U ladici se nalazi 10 crvenih, 8 plavih,
8 ljubicastih i 4 Zute olovke. U mraku biramo
olovke iz ladice. Koliko najmanje olovaka treba
izvaditi da bi medu njima bilo:

a) ne manje od 4 olovke iste boje;
b) barem po jedna olovka od svake boje;
¢) najmanje 6 plavih olovaka?
4041. Neka je
Fir=F=1, Fp=F,—1+F,—
za n > 2, Fibonaccijev niz. DokaZi jednakost

F2—F 3 =Fopn, n>2.

4042. Za prirodan broj n odredi sumu

" COS X + " cos2x+ ...+ " COS 1X.
1 2 n

B) Zadatci iz fizike I

0S - 550. Poluga dugacka 90 cm ima zane-
marivu masu. Na jednom joj je kraju uteg mase
1 kg, a na drugoj strani od oslonca su raspore-
dena tri utega jednakih masa. Jedan od njih se
nalazi na kraju poluge i sva su tri medusobno
jednako udaljena. Kolika je masa jednog od tih
jednakih utega?

Matematicko-fizicki list, QXXV 4 (2024. —



0S - 551. Loptica mase 100 g je izbaSena
vertikalno uvis pocetnom brzinom 6 m/s s ne-
ke pocetne visine. Nakon drugog odskoka od-
skodila je na visinu 1.47 m. Pri svakom odskoku
loptica izgubi 30 posto svoje energije. Izracunaj
pocetnu visinu s koje je loptica izbacena.

0S - 552. Lovro je izmjerio da ploca Sted-
njaka zakuha 2 dl vode pocetne temperature
20 °C za 56 sekundi. Jaja kuha u istoj koli¢ini
vode i kad voda zakuha, kuha ih jo§ pet minu-
ta. PoCetna je temperatura jaja 5 °C. Masa jed-
nog jajeta je 80 g. Koliko ¢e trajati kuhanje dva
jajeta? Specificni toplinski kapacitet jajeta je
3200 J/kgK, a vode 4200 J/kgK.

0S - 553. 51 Pegasi b je prvi otkriveni eks-
trasolarni planet. Otkriven je 1995. godine i fi-
zi¢ari koji su ga otkrili dobili su za to Nobelovu
nagradu za fiziku. Taj planet oko svoje zvijez-
de kruZi na udaljenosti od oko 7.9 milijuna kilo-
metara, a za jedan okret oko nje treba 101.54 h.
Usporedi brzinu kruZenja oko mati¢ne zvijezde
tog planeta sa Zemljinom brzinom kruZenja oko
Sunca. Zemlja je od Sunca udaljena 149.6 mili-
juna kilometara i za jedan joj okret treba 365.25
dana. Pretpostavi da su staze tih planeta kruzni-
ce.

1868. Banane su poznate po visokom udjelu
kalija od 3.6 g/kg i blagoj radioaktivnosti zbog
izotopa g koji ima prirodnu zastupljenost od
0.012 % (molarni omjer) i vrijeme poluraspada
1.251 milijardi godina. Koliko raspada K se
dogodi u jednoj sekundi u kilogramu banana?
Molarna masa prirodnog kalija je 39.098 g/mol.

Napomena. Vjerojatno ¢e biti potrebna nu-
mericka aproksimacija:
¥~ 14xIn2
koja vrijedi za vrlo male vrijednosti x. Zeli§ li
provjeriti greSku te aproksimacije, to moZze§ uci-
niti razmatranjem egzaktog izraza:

. (xIn2)" (xIn2)
2" = E ] =1+xIn2+ > + -
k=0

1869. Pri temperaturi od 15 °C masivna plat-
forma postavljena je na vertikalnu oprugu cija
je prirodna duljina pri danoj temperaturi jedna-
ka 20 cm. Pritiskom platforme opruga se sabija
na duljinu od 15 cm. Zagrijavanjem opruge nje-
zina prirodna duljina produljuje se za 0.2 mm
po Celzijevom stupnju temperaturne razlike. No

zagrijavanjem ona takoder postaje “meksa”, ta-
ko da u nekom rasponu oko sobne temperature
njezin koeficijent elasti¢nosti ovisi o temperatu-
ri kao kr = K/+/T +50°C. Kolika je mini-
malna visina do koje se platforma moZe spusti-
ti hladenjem ili zagrijavanjem opruge i pri kojoj
ée se temperaturi to dogoditi?

1870. Promotri tijelo mase 10 g koje se sa-
stoji od dvaju slijepljenih valjaka (slijepljene su
im baze). Donji valjak manje je baze, polum-
jera 5 cm, a gornji valjak vece je baze, polum-
jera 10 cm i visine 7 cm. Tijelo je pritisnuto o
dno ¢aSe manjom bazom pa je u ¢aSu nalivena
voda, tako da se zbog pritiska na tijelo voda ne
uspijeva uvuéi pod njegovu bazu. Voda je nali-
vena do odredene visine, tako da nakon popus-
tanja pocetnog pritiska tijelo i dalje ostaje pri-
ljubljeno uz dno ¢aSe. Voda se zatim pocinje is-
pustati kroz otvor na ¢asi. Do koje se visine nad
gornjom bazom tijela razina vode mora spustiti
da bi tijelo pocelo izranjati? Gustoca vode je
1000 kg/m?.

2R,

RN

1871. Ljestve mase 10 kg stabilno su oslo-
njene o zid te zatvaraju kut od 80° s obzirom
na tlo. Ako se centar mase ljestava nalazi na po-
lovici njihove duljine, koliko iznosi sila njihova
trenja s tlom? Ako je koeficijent statickoga tre-
nja ljestava s tlom jednak 0.8, koliki je najmanji
kut koji one mogu zatvarati s tlom prije nego §to
pocnu proklizavati? U statiCkome slucaju nije
prisutno trenje ljestava sa zidom.

Uputa. Ne zaboravi na momente sila.

1872. Cestica X° raspada se iz mirovanja u
Cesticu A i y -zraku. Izracunaj energiju y -zrake.
Masa 20 je 1192.642 MeV/c?, a masa A" je
1115.683 MeV/ ¢* . Potreban je relativisticki ra-
¢un. Izrazi energiju y-zrake i u megaelektron-
voltima (MeV) i u dzulima (J).
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Uputa. Veza izmedu ukupne relativisticke
ener%ije E i koli¢ine gibanja p danog objekta
je E- = p2c2 +m*ct. y -zraka (tj. foton) nema
masu.

1873. Za strujni krug na slici, mozes 1i pred-
loZiti neku specifi¢nu kombinaciju otpora R,
Ry, R3, R4 takvu da ukupan otpor sklopa ne
ovisi 0 R5? (Opravdaj prijedlog argumentom
ili raCunom.)

1874. Uska zraka bijele svjetlosti upada iz
zraka na blok stakla debljine 1 cm, pod kutom
od 45° s obzirom na njegovu okomicu. Indeks
loma materijala opcenito ovisi o frekvenciji svje-
tlosti. Neka je indeks loma stakla za zadnju vid-
ljivu nijansu crvene svjelosti jednak 1.50, a za
zadnju vidljivu nijansu ljubicaste svjetlosti 1.53.
Zbog loma svjetlosti u staklu dolazi do poma-
ka izlaznih zraka, koji je za svaku boju razlicit.
Kolika je Sirina snopa vidljive svjetlosti po iz-
lasku iz stakla?

\..
N d
N N
&,
A £4’
‘/06 . Ké};
“c, N
2y, N
<

C) Rjesenja iz matematike I

4001. Rijesi sustav jednadzbi
x— ety

22 =1
x+2y
o ils

Rjesenje. Zbrajanjem jednadzbi sustava sli-
jedi:

1
x+y——— =0 = x+y==£1
x+y

1° x+y = 1. Iz prve jednadZbe sustava imamo:
x+1

oo !
x(x—=2)=0
x1 =0, x =2,
odakle je y; =1, y» = —1
2° x+y=—1.
X+ x o1 =1
2x+1
P -1=0, 4.
x3=1, x4 =—1,

y3=-2 y=0.
Dobili smo Cetiri rjeSenja sustava:
(x,y) € {(0,1),(=1,0), (2, 1), (1, =2)}.
Duje Dodig (4),

Gimnazija Lucijana Vranjanina, Zagreb

4002. Dokazi da se broj (1+ \/E)" neN,
moZe prikazati u obliku a + b2, gdje su a i
b medusobno prosti brojevi.

Rjesenje. Matematickom indukcijom ¢emo do-
kazati da je

(l + \/z)n = dn +bn\/§7
nzd (an, bn) = 1,
za svaki n € N.

Baza. n=1, (H—\/E)1 =14v2,a, =1,
by =11inzd(a;,by)=1.

Pretpostavka. Pretpostavimo da je
(1+V2)" = an + baV/2,
pri ¢emu je nzd (an,bn) = 1.
Korak. Dokazimo da je
1+ V2" = apiy + by V2
i nzd (apy1,bps1) = 1.
1+ vV2)" = (1+V2)"- (1 +V2)
= (an +baV2)(1 + V2)
= (an + 2bn) + (an + bn) V2.

Uz oznake a,4+1 = an +2by 1 by = an + by
imamo:

(1+ \/§)n+l =ap+1 + bn+1\/§.
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Jos je:
nzd (@41, bn+1)
= nzd (an + 2bn, an + by)
= nzd (an + bn, an + 2by — (an + by))
(an + bn, bn)
(bn, an + bn — bn)
= nzd (an, bu) = 1.

= nzd

= nzd

Duje Dodig (4), Zagreb

4003. Ako su a, b, c¢ duljine stranica troku-
ta, dokaZi nejednakost

Vb+c—a+Ve+ta—b+Va+b—c
<Va+Vb+ e

Rjesenje. Koristit ¢emo jednostavnu nejed-
nakost za pozitivne realne brojeve:
x2 + y2 x+y
— >
2 2
Bududi da su a, b, c¢ stranica trokuta vrijedi
b+c>a,c+a>b, a+b>c.

2 2
\/E_\/(\/ab+c) +(Wa+b—o¢)

2
>\/afb+c+\/a+bfc
- 2
\/l—)_\/(\/b—c+a)2+(\/b+c—a)2
2
>\/b—c+a+\/b+c—a
- 2
et a—b)?+ (Ve—atb)?
T
>\/c+afb+\/c+bfa
= 2 .

Zbrajanjem slijedi nejednakost:
Vb+c—a++Ve+a—-b++Va+b—c
<Va+ Vb + e

Jednakost se postiZze za jednakostranican trokut
t.a=b=c.

Duje Dodig (4), Zagreb

244

4004. U skupu prirodnih brojeva rijesi jed-
nadzbu x> + y72 =72
Rjesenje. JednadZbu moZemo zapisati u ek-
vivalentnom obliku
2.2 22 2.2
XZT+y =Xy
Stavljajuci t = xz, v = yz, w = Xy moZemo je
zapisati u obliku

t2+v2 = W2A

Sva rjeSenja ove jednadZbe su

t:m2—n2, v = 2mn, W:mz—i-nz7
m>n, m, n€N.
Dobivamo
xZ=m" —n
yz =2mn
xy:m2+n2,
odakle je
ximZ—n2
y  2mn
y_mz—i-n2
. mE—n?
z _ 2mn
x  m?+n?’
odnosno
2mn
7= —S——=x=2mn -k, ke
m2 4 n? ’ Q
2 2
m°—n 2 2
1= ———=y=m —n")-1, 1€Q.
o ( )1 Q

Odavde je (m* —n?)1 = 2mnk, {.

2
(ﬂ) z-z(ﬂ)k—l:o, .
n n
% =k+VI2+P
za neke k i [ takve da je K> + I kvadrat pri-

rodnog broja.

m2 +n2

m2+n2
bVt

2mn
= (m2 — nz)l = 2mnk
x= (m2 + nz)k, y= (m2 — nz)l.
Npr. za n =1 dovoljno je uzeti

m=k+Vk+12ecN

Ur.
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4005. Odredi sve proste brojeve p takve da
Jje suma znamenaka broja p4 — 5p2 + 13 naj-
manja moguca.

Rjesenje. Neka je n = p* — 5p* + 13. Za
p =2 imamo n = 9 i suma znamenaka je 9.
Za p =3 imamo n = 49 i suma znamenaka je
13. Za p =5 je n =513 i traZena suma je 9.
Neka je sada p > 5 prost broj. MoZemo pisati:

n:p4—5p2+13

=pP-2)p-D+1P+2)+9.
Kako je p—2, p—1, p, p+1 i p+2 pet uzas-
topnih prirodnih brojeva, barem jedan od njih je
djeljiv s 5. No, kako je p > 5 prost broj, on si-
gurno nije djeljiv s 5. Dakle,

5Mp=2)p -+ 1Dp+2).

Uocimo da je jedan od dva uzastopna prirodna
broja p+ 1 1 p + 2 paran, pa stoga

0]p@-2)p-1pEp+HE+2).
Prema tome, za svaki prosti broj p > 5 broj n
ima barem dvije znamenke, a znamenka jedini-
ca je 9 tako da je suma znamenaka veca od 9.
Znaci, najmanja suma znamenaka broja n je 9
i postize se za p € {2,5}.
Duje Dodig (4), Zagreb

4006. Unutar pravokutnika ABCD dana je
tocka P na simetrali kuta A. Paralele kroz toc-
ku P paralelne s AB i AD sijeku stranice BC
i CD redom u tockama Q i R. DokaZi da se
pravci AP, BR i DQ sijeku u istoj tocki.

RjeSenje.
Apoa- i b
|d] |b|
— a b
AG=p =+ 1 —
|| |b|
D IR C

Neka se pravci AG i DQ sijeku u tocki G.

— | —
Ako dokazemo da su vektori BR i BG koline-

arni dokaz je gotov.

DO = k- DG
_bva+ L
|b]
- i b
- k(—bﬂzi +u7>
|a |b]
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Dakle, vektori BR i BG su kolinearni i dokaz
je gotov.

Duje Dodig (4), Zagreb

Matematicko-fizicki list, LXXV 4 (202



4007. Poznato je da su u trokutu ABC kutovi
o = 30° i B = 50°. Dokazi da za duljine
stranica tog trokuta vrijedi ¢* = b(a + b).

Rjesenje. Nacrtajmo simetralu kuta kod vrha
C.
AABC ~ AACD

ab

= c:b=a:x, x=— (1)
c

Iz svojstva simetrale kuta je
|AC| : |BC| = |AD| : |BD|
= bia=(c—x):x
ab
c=Z

(n b Cicz—ab
:>a— @ / -ab

= b(b+a).
Duje Dodig (4), Zagreb

4008. U trokutu ABC visina he dijeli stra-
nicu AB na dijelove duljina p i q. Okomica na
tu stranicu dijeli trokut na dva dijela jednakih
povrsina. Ako je M njezin presjek sa stranicom
AB, odredi |AM| i |BM]|.

Rjesenje. 1z slicnosti trokuta A|BC i MBK
je:
|CAy| : |KM| = |A1B] : |MB|

he - |MB|

|KM| = (D

Kako je povrSina cetverokuta AMKC jednaka
povrsini trokuta MBK, za povr$inu P trokuta
ABC vrijedi:

P =|MB| - |KM|. )

246

S druge strane je
1
P= §(p+q)hc. 3)

4P 4 M q B
Iz (1), (2) i (3) slijedi:

1 he - |MB|
5 he = |MB| - <=2
5 (Pt )he = MB| - —
. |MB| = CI(P;‘CI)
|AM| = |AB| — |MB|
ap+q
=p+q-— (p2 ),

Duje Dodig (4), Zagreb

4009. U trokutu ABC kut C je jednak 60°,
a polumjer opisane kruZnice 23 em. Tocka D
na stranici AB je takva da je |AD|: |DB| =2
i |CD| = 2v/2 cm. Odredi povrsinu trokuta.
Rjesenje. Sinusov poucak daje
c
Sm60° =4V3 = c¢=6cm.
Kosinusov poucak za AABC, AADC i ABCD:
> =d +b* — 2ab cos 60°

&+ b —ab =136 (1

b= 8+ 16 — 16v2cos &
a® =8+ 4 —8/2cos(180° — )
2d° +b* =48
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b =48 — 242
W22 —12-d /5 <12

= 3d" — 724" + 144 =0, 1.
a* —24a” 148 =0.
Rjesenja ove bikvadratne jednadZbe su @ =
12 + 4v/6, ali zbog uvjeta jedino je mogudée
a® =12 — 46, 4.

a=\12-4V6 i b=+2-1/12+4V6.

TraZena povrsina je:

abe _ 6v2v12 — 46 - V12 + 46
4R 4.2y/3

=3V2.

Duje Dodig (4), Zagreb

4010. Pravac | sijece stranice AB i AD pa-
ralelograma ABCD u tockama E i F, tim re-
dom. Pravac 1 sijece dijagonalu AC u tocki G.
DokaZi jednakost

AB|
AE|

|AD|  |AC]
|AF| — |AG|’

RjeSenje. Kroz vrhove B i D paralelogra-
ma povucemo pravce p i g koji su usporedni
s pravcem /.

A E\ \\\p

Njihov presjek s dijagonalom AC su tocke
By i D. Vidimo |AD1| = |CB]|. Imamo

AAGE ~ AAB\B, AAGF ~ AADD

|AB| _ |AB,|  |AD| _ |AD,]
|AE| |[AG| " |AF| |AG|
|AB| | |AD| _ |ADy| + |AB,|
|AE|  |AF| |AG]
_ DI+ AC| — BiC] _ JAC|
|AG| |AG|”

Duje Dodig (4), Zagreb

4011. Tocka P se nalazi na bazi AB jedna-
kokracnog trokuta ABC.

a) Dokazi |PC|* = |AC|* — |AP| - |PB.

b) Nadi odgovarajucu formulu za slucaj ka-
da je tocka P na produZetku stranice AB.
Rjesenje. a) Prema Pitagorinu poucku je:
2 2 2
|CP|” = |CCy|” +[CyP|
2 2 2
JACI” = |AC|” +|CC|

|PC* = |AC + |C1P]* — |AC,)?
=|ACP — (|C1P| + |C1A])(|C1A| — |C1P))
= |AC|* — |AP| - |PB|.

C

A C, P B

b) Ponovno je po Pitagorinu poucku:
PP = |cai’ + e
JAC = |aci | + |ccy |

|PC* — |C\P]* = |AC” — |AC,

|PC* = |AC)* + |C1P|* — |AC,|?
=|ACP — (|C1P| + |C1A])(|C1P| — |ACH])
= |AC|* — |AP| - |PB|.

C

A C, B P

Duje Dodig (4), Zagreb
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4012. Rijesi sustav jednadibi
sinx 4+ 2sin(x+y+2z) =0
siny+3sin(x+y+2z) =0
sing+4sin(x+y+z) =0.

RjeSenje. Zbrojimo prve dvije jednadzbe i
oduzmemo trecu:

sinx + siny + sin(x +y +z) —sinz=0

25inx;ycosx;y+25in%
cos Y EETE oy
2
— 2
sinx;y<cosx2y+cosx+yz+ Z) =0
sinx;ycosx—gzcosy;Z:OA
10
X+y
=kr
2

x+y=2kr, keZ
Iz trece jednadzbe sustava:
sinz=0, z=mn, mecZ.
Iz prve jednadzbe je:
sinx=0 = x=nn, n€’Z
y=_2k—n)n, ke€Z.
0

X+ z s
5 —§+k77.'/ -2

x+z=0k+l)m keZ

Iz druge jednadZbe je:
siny + 3sin(y + ) =0
siny=0, y=mn, mecZ.
Iz prve jednadzbe je:
sinx = 0, nez, t.

z2=02k—n+1)m, keZ.

X = nm,

30
yzi:g-ﬁ-kn:/ 2

y+z=02k+1)m, keZ

Iz prve jednadzbe je:
sinx =0, x=nm, neZ.
Iz druge je:
siny=0, y=mn, meZ, H{.
7=2k—m+ 1), kel
Dakle, rjeSenja sustava moZemo zapisati:
(x,y,2) € {(nm, 2k — n)m, mm),
(nm,mm, 2k —n+ 1)7),
(nm,mm, 2k — m+ 1)7),
n,mk € 7}.
Duje Dodig (4), Zagreb
4013. DokaZi jednakost
tg20° tg40° tg80° = /3.
RjeSenje.
tg20° - tg40° - tg 80°
=1tg20° - tg(60° — 20°) - tg(60° + 20°)
tg60° — tg20°  tg60° + tg20°

=tg 20° . .

1+1tg60°tg20° 1 — tg60° tg20°
— 1g20° - tg® 60° — tg? 20°

1 — tg2 60° tgZ 0°
_ 1g20° 3-2?20°  3.tg20° — tg’20°

1—-3tg20° 1 —3tg20°
= 1g(3-20°) = tg60° = V/3.

Franka Horvat (2),
X. gimnazija “Ivan Supek”, Zagreb

4014. U unutrasnjosti svake strane kocke da-
no je n tocaka od kojih nikoje tri nisu koline-
arne.

a) Koliko ima pravaca, odredenih tim tocka-
ma, koji ne leZe u ravninama strana kocke?

b) Koliko ima trokuta, odredenih tim tocka-
ma, koji ne leZe u ravninama strana kocke?

¢) Ako strane kocke obojimo sa Sest razlici-
tih boja, koliko ima tetraedara s vrhovima u da-
nim tockama ako su:
i) tri vrha iste boje
ii) po dva vrha iste boje?

Rjesenje. a) Kocka ima 6 strana, a to zna-
¢i da ukupno imamo 6n tocaka. Ovih 6n toca-

ka ukupno odreduje (62n

) pravaca (nikoje tri



nisu kolinearne). Broj pravaca na istoj strani je

n . . .
< 2> pa je trazeni broj:

Ny = <6;> —6(3) — 1522,

b) U ovom slucaju od ukupnog broja svih
trokuta (63’1
hovi na istoj strani kocke:

N, = (63") —6(2) = 52%(7n — 3).

c) i) Da bi tri vrha tetraedra bila istobojna
moraju leZati na istoj strani kocke. Broj osnovki
n
3
jedno s bilo kojom od preostalih 5n tocaka ¢ini
trazeni tetraedar. TraZeni broj je:

N3 :6(3’) 5= 50 (n—1)(n —2).

) trebamo oduzeti one ¢iji su vr-

tetraedra je 6 . Jedna od ovih osnovki za-

ii) Dva po dva istobojna vrha tetraedra bi-
n n .. L.
ramo na ( 2) . ( 2) nacina i broj nacina da

odaberemo 2 od 6 strana je <g

nacina je, po principu produkta:

= (O))-

Duje Dodig (4), Zagreb

. TraZeni broj

D) RjeSenja iz fizike I

0S - 542. Iz grada A u grad B je krenuo
prvivlak brzinom 54 km/h, a 15 min nakon nje-
ga krenuo je drugi viak brzinom 36 km/h. Pola
sata nakon polaska prvi je vlak sreo treci koji
mu je vozio u susret po drugom kolosijeku pru-
ge. Treci se vlak sreo s drugim 10 min kasnije.
Kolika je brzina treceg viaka?

Rjesenje.
km
=54 —
Vi o
km
vy = 36 T

th =t — 15 min =0.25 h
Tsusreta 1.3 — 0.5h

Tsusreta 1,2 = 10 min

V3=?

Sl=V]l‘]=54%‘0.5 h =27 km
m

sp) = vty =36 — -0.25 h =9 km

h

As =51 —sp = 18 km.
Za prvih pola sata prvi i drugi vlak ¢e biti uda-
ljeni 18 km i toliko ¢e biti udaljen i treci vlak
od drugog.

A 18 km km
Vsusreta = V] + V3 = as_om 108 —
13 L h
6
km km
V3 = Vsusreta — V2 = 108 T — 36 T
km
=72 —.
h

Leon Hudoletnjak (8),
OS Mate Lovraka, Zagreb

0S - 543. Ivan Jje svojoj kéerki Astrid kupio
u Maksimiru balon napunjen helijem. Procije-
nio je da je masa praznog balona 15 g, a nje-
gov volumen kad je pun 20 L (litara). Kolikom
silom mora Astrid drZati balon da joj ne odleti?
Gustocéa helija je 0.18 kg/m3, a gustoéa zraka
1.3 kg/m?.
Rjesenje.
mp,=15¢g
V =20 dm’
Ppe = 0.18 kg/m’
o, =13 kg/m3
F =?

Na balon djeluje njegova tezina prema dolje i
sila uzgona prema gore.

m = mp + MHe

Mie = Vpre = 0.02 m® - 0.18 kg/m’
= 0.0036 kg

m = 0.02 kg + 0.0036 kg = 0.0236 kg

G = mg = 0.0236 kg - 10 % =0236 N
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Fuzgon = pzgV = 1.3 k—% - 10 kﬁ -0.02 m3 Rjesenje.
m
£ dy =2 mm
=0.26 N

dr) =1 mm
F = Fuzgon —G =026 N—-0.236 N

I =2l

= 0.024 N.
U=15V

Lovro Juraic (8),

OS Mate Lovraka, Zagreb =900 mA =09 A

p=69-10"" Qm
0S - 544. Kad oprugu rasteZe sila od 10 N I, b=

ona se produlji za 5 cm, a kad na nju, u suprot- U 15V 5
nom smjeru od prve, djeluje sila od 4 N njena Ruk = 7T 09A 3 Q
Jje duljina 28 cm. Koliko ¢e opruga biti dugacka S, — 48
kad na nju djeluje sila od 18 N u smjeru prve ! 2
sile? ph
Ry _ % _
Rjesenje. R %
N
Fi=10N Ri=R, Ry—=2R
Al =5 cm 1 1 1 3
F=—4N Ra R 2R 2R
I, =28 cm Ry — 2R
3
F3=18 N 3
R= _Ruk
I3 =? 2
Fy 10 N N R*§-§Q*ZSQ*R
k=—= =200 — = =< =K
Al ~ 0.05m m 2 3
F, 4N S =rn= (10_3 m)zn =10"% m?
A12=7= N = 002m=-2cm 0. 10-57
200 — =20 Mgy
m 0 6.9-10~7 Qm
102127A12=30 cm 12 —5.69 m.
F; I8N
Aly = k- 200 N 0-09'm =9 cm Leon Hudoletnjak (8), Zagreb
m
I3=1y+Al3 =30 cm+9 cm = 39 cm. 1854. U radioaktivnom uzorku nalazi se 1 mol

radioaktivnih atoma '3 La. Njihovo vrijeme po-
Lovro Jurai¢ (8), Zagreb  luZivota je 102 milijarde godina. Koliko se nuk-
learnih raspada dogodi unutar 1 sekunde?

0S8 - 545. Andrija ima dvije Zice od nehrda- Napomena. Numericka aproksimacija je

juceg Celika. Jedna ima promjer 2 mm, a druga 2~ 1+xIn2
1 mm. Deblja je Zica dvostruko dulja. Opleo je
dulju Zicu oko krace i spojio dobivenu pleteni-
cu na bateriju od 1.5 V. Izmjerio je da tada kroz
Zicu tece struja od 900 mA. Koliko su dugacke
Zice? Elektricna otpornost nehrdajuceg celika - (xIn 2)k
iznosi 6.9-10~" Qm. = =

koja vrijedi za vrlo male vrijednosti x. Za pro-
vjeru pogreske te aproksimacije moZe se proma-
trati egzaktni izraz

(xIn2)?
2

= 1+xIn2+ T

k=0
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Rjesenje. 1 mol znaci da je prisutan Avogad-
rov broj No atoma 138a. Nakon vremena =
1 s broj prezivjelih atoma bit ce:

N(t) = N2 7"7.
Ukupan broj raspada stoga je
AN = N(0) — N(t) = Na(1 —27/T).

Uvrstavanjem 7/T = (1's)/(102 - 10° god.) ~
3.1-10~" racunalo ili kalkulator vjerojatno ne-
ée uspjeti izraCunati rezultat, ve¢ ¢e na mjestu
27T dad egzaktnu jedinicu, odnosno AN =
0. To je zato $to su brojevi u racunalima repre-
zentirani kona¢nim brojem bitova (nula i jedi-
nica) pa imaju ogranienu preciznost, tj. ogra-
ni¢en broj znamenaka na raspolaganju. Danas-
nja racunala tipicno rade s preciznoS$¢u od 16
decimalnih mjesta. Vrijednost ¢lana 27T toli-
ko je blizu jedinici (0.999...) da je prva bitna
znamenka koja odstupa od devetke na kasnijem
mjestu od 16-oga pa ga rac¢unalo zaokruZuje na
najblizi reprezentabilan broj: egzaktnu jedini-
cu. Stoga koristimo aproksimaciju za ¢/T < 1:

1-27"" ~ (t/T)In2 =2.15- 107",
Kona¢no mnoZenje s Ny daje:
AN 2~ 1.3 - 10°,

naspram naivnoj nuli koju bismo dobili izrav-
nim uvrStavanjem brojeva u kalkulator.

Napomena. Da bismo provjerili gresku ap-
roksimacije, promotrimo doprinos kasnijih ¢la-
nova iz egzaktnoga izraza:

In2)? In2)?

2 =1 4xinz 4 DT @27
2 6

uz x = —t/T. Uzastopni se ¢lanovi pojavljuju

sa sve vi§im potencijama broja x1In2 koji je re-
da velicine 10717 Stoga svaki dodatni ¢lan po-
pravlja rezultat u skokovima od 19 decimalnih
mjesta! Kvadratni ¢lan popravlja aproksimaciju
na 19. decimali, kubni na 38. decimali, sljedeci
na 57. decimali, itd. Dakle naSa aproksimacija
i viSe je nego dobra! Numericki problem ocito
je nastao zbog numericke nestabilnosti izraza
1-2"=1-
za x < 1, koja se javlja ako prvo racunamo
eksponencijalnu funkciju. U programskome je-
ziku Python ili C++ to bismo ucinili koristenjem
naredbe exp(x*log(2)). No upravo za takve
slucajeve postoji stabilizirana funkcija expm1 (x)

xIn2
4

koja izravno ratuna e* — 1, zaobilazeéi prvotno
racunanje eksponencijalnog ¢lana. Stoga smo, al-
ternativno ruénoj aproksimaciji, za x = —t/T
svoj rezultat mogli izracunati i naredbom:
1 — 2" = -expmi (x*1log(2)).
On bi bio egzaktan na toliko decimala koliko ra-
Cunalo ili kalkulator moZe reprezentirati: njih
16. No kako popravka ruc¢ne aproksimacije vi-
§im ¢lanovima pocinje tek od 19. decimale, na-
$a aproksimacija unutar 16 dostupnih decimala
ve¢ daje egzaktan rezultat! Dakle, koriStenje
“egzaktne” funkcije expml ne bi popravilo niti
jedan jedini racunalni bit naSe aproksimacije.
U jednom je molu vise atoma
negoli sekundi u milijun starosti svemira.

Ur.

1855. Dva spremnika ispunjena su plemeni-
tim plinovima (svaki od njih je Cista tvar, pri-
rodne izotopne zastupljenosti). U prvome spre-
mniku nalazi se Cisti helij temperature 0 °C. U
drugome spremniku je plin temperature 60 °C
te 91 puta vece gustoce i 2 puta veceg tlaka. Ko-
Jji je to plin?

Rjesenje. Jednadzba idelanog plina daje:

m p
V=nRT = —RT = M = —RT
p n i o

gdje smo koli¢inu tvari raspisali preko mase m i
molarne mase M pa smo u njoj prepoznali ma-
senu gustocu p. Ozna¢imo s pg, Ty, po 1 My
podatke za helij, a s p, T, p, M podatke za
nepoznati plin. Iz periodnog sustava elemenata
pod masenim brojem za helij moZemo iscitati:
My = 4 g/ mol. Dijeljenjem jednadZbe idealnog
plina za nepoznati plin i helij dolazimo do

M _ppT
My pop To
odnosno
91 333 K
=3\ -4 g/mol = 222 g/mol.

Kako je zadani plin jednoatoman (jer je pleme-
nit) 1 ¢ini ¢istu tvar, u periodnom sustavu traZi-
mo plemeniti plin masenog broja 222, a to je ra-
don (Rn).

Ur.

1856. Vaga, na koju je postavijena casa s vo-
dom, pokazuje 10 N. Nakon toga u vodu je na
niti spusten kamen (bez prelijevanja vode pre-
ko ruba case), tako da je potpuno uronjen, ali
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ne dodiruje dno case. Vaga sada pokazuje 15 N.
Koji podatak o kamenu moZete izracunati iz ovih
podataka? Gustoéa vode je 1000 kg/ m’. Ko-
risti g = 10 m/s>.

vaga vaga

RjeSenje. Voda djeluje uzgonom na kamen
pa prema tre¢em Newtonovom zakonu kamen
djeluje silom jednakoga iznosa i suprotnoga smje-
ra na vodu. Taj dodatni “protuuzgon” Cini raz-
liku AF =5 N izmedu dvaju mjerenja vagom
te je jednak

AF = pgV,

uz p kao gustocu vode, a V kao volumen ka-
mena. Iz zadanih podataka moZemo izracunati
volumen kamena:

Vagom moZemo mjeriti volumen tijela!

Duje Dodig (4),
Gimnazija Lucijana Vranjanina, Zagreb

Za razmiSljanje. Kako vaga (ili dno ca-
Se) “zna” za uronjeno tijelo ako ono ne dotice
dno? To jest, kako se protusila uzgona prenosi
na dno c¢ase, s obzirom da voda nije kruta pa se
bez problema “izmice” tijelu? Sto bi bilo da se
uranjanjem tijela voda prelijeva preko ruba case
(i slije se s vage)?

1857. Tijelo nalijece na podlogu pod kutom
60° s obzirom na njezinu okomicu i odbija se
od nje. Odboj je elastican u smjeru okomitom
na podlogu (komponenta kolicine gibanja oko-
mita na podlogu ne mijenja iznos nakon odbo-
Jja). Ako je koeficijent trenja izmedu tijela i pod-
loge jednak 0.5, koliki je kut odboja tijela s ob-
zirom na okomicu podloge?

252

Uputa. Sjetite se impulsa sile i njegova ucin-
ka na kolicinu gibanja. Pretpostavite da tijekom
kratkog vremena odboja djeluje dinamicko tre-
nje kako biste silu trenja mogli povezati s koefi-
cijentom trenja.

RjesSenje. Nisu nam poznati detalji sila ko-
je djeluje na tijelo tijekom odboja, stoga mora-
mo promatrati komponente koli¢ine gibanja kao
“konacne rezultate” procesa. Rastavimo pocet-
nu koli¢inu gibanja (prije odboja) na py kom-
ponentu okomitu na podlogu, i py komponen-
tu paralelnu s podlogom. N je reakcija podlo-
ge koja djeluje na tijelo; okomita je na podlo-
gu i u suprotnome smjeru od px komponente.
T = uN je trenje koje djeluje na tijelo; para-
lelno je s podlogom i u suprotnome smjeru od
py komponente.

Sile djeluju tijekom vremenskog intervala At
pa su njihovi impulsi sila NAr i TAr. (Kad bi
sile zamjetno varirale tijekom Ar, tad bismo N
i T mogli smatrati prosjecnim silama tijekom
At. Vezaizmedu T i N je linearna pa bi i dalje
vrijedio odnos 7 = uN izmedu njihovih pros-
jeka.) Impuls sile uzrokuje promjenu koli¢ine
gibanja pa su komponente Py i Py nakon od-
boja jednake:

Py = px — NAL,
Py =py — TAt.
Elasti¢nost u x-smjeru znaci Py = —py pa:
NAt = 2py.
Sada za Py imamo:
Py = py — UNAt = py — 2Upx.

Uz o kao kut prije odboja, a § kao kut nakon
odboja, geometrijski prepoznajemo da je tg o =
py/px te tgff = —Py/Py (minus jer Py pro-
mjenom smjera mijenja predznak, a f§ Zelimo
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smatrati pozitivnim). Stoga:

gp = ‘? = P B gy,
X —Dx DPx
odnosno:
tgf =tgo —2u.
Uvrtavanjem brojeva nalazimo tg 8 = v/3—1,
odnosno 8 = 36.2°.

Ur.

1858. Vrijeme poluZivota slobodnog neutro-
na iznosi 10.2 minute u sustavu u kojem je nje-
gova ukupna relativisticka energija jednaka nje-
govoj energiji mirovanja. Koliko je njegovo vri-
Jjeme poluZivota u sustavu u kojem je njegova ki-
neticka energija jednaka njegovoj energiji miro-
vanja?

RjeSenje. Ukupna energija E dana je zbro-
jem energije mirovanja Ey = mc? i kineticke
energije Ey:

E = Ey + Ex.

Stoga prvi slucaj odgovara sustavu mirovanja ne-

utrona. U sustavu koji se giba brzinom v sp-
ram sustava mirovanja vrijeme Zivota relativis-
ticki se produljuje:

T = yTy,
uz y kao Lorentzov faktor, a Ty kao vrijeme Zi-
vota u sustavu mirovanja. Faktor ¥ odredujemo
iz ukupne energije:

E= ymcz.

U sustavu gdje je Ex = me?, ukupna energija
je E= 2mc? , odnosno y = 2. Odavde:

T = 2Ty = 20.4 min.

Franka Horvat (2),
X. gimnazija “lvan Supek”, Zagreb

1859. Od vodljivih Zica istih otpornih svoj-
stava sastavljen je “kostur” kocke kao na slici.
Izvor istosmjernog napona spojen je preko toc-
ke A i jedne od tocaka By, By, Bz. U prvom
sluc¢aju napon od 12 'V narinut je preko tocke B}
pa je elektronima koji vode struju potrebno od-
redeno vrijeme kako bi prosli izmedu tocaka A
i By najkracim putem kroz strujni krug. Koliki
napon mora biti izmedu tocaka A i By te izme-
du tocaka A i B3 da bi vrijeme prolaza elekt-
rona najkracim putem izmedu tih parova tocaka
bilo jednako kao u prvom slucaju?

Rjesenje. Oznac¢imo vrhove kocke s A — H.
Nove oznake odgovaraju ranijima kao:
B=B,, F=B,, G=B;.

Pri odredivanju vremena prolaska elektrona
kroz otporne Zice trebat ¢e nam poznata relacija
za istosmjernu struju I = Sven, uz brzinu elek-
trona v kao bitan parametar. Clanovi S i n isti
su za sve bridove kocke te svi bridovi predstav-
ljaju otpornike jednog te istog otpora R. Uz du-
ljinu brida L, brzina prolaska v; kroz i-ti brid
jednaka je v; = L/t;, uz t; kao vrijeme prolas-
ka kroz isti brid. Odavde je pripadna struja I;:

SLen Vi
li = = —,
ti R
gdje smo je odmah povezali s naponom V; na
istome bridu. U prvom slu¢aju izmedu tocaka A
i By narinut je napon Vi = 12 V. Najkraci put
elektrona prolazi samo jednim bridom pa je vri-
jeme T najkraceg prolaska odredeno strujom
kroz taj brid, odakle:
_ SLRen
=y
U ostalim slu¢ajevima (oznac¢imo ih s k) najk-
radi put izmedu A i By prolazit ¢e kroz viSe bri-
dova i pa je vrijeme prolaska Tj:

Ty = E ti = SLen E %,
. . 1
1 l

gdje suma ide po relevatnim bridovima. Zadatak
zahtijeva da minimalno vrijeme prolaska elekt-
rona u svim sluc¢ajevima bude jednako: 77 =

Ty
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T, = T3. Stoga moramo odrediti struje I; kroz
bridove koji razapinju najkraci put izmedu toca-
ka A i By.

* Kk

Iako nije neophodno, identificirat ¢emo 2D
ekvivalentnu shemu strujnog kruga jer ¢emo se
po njoj lakse snalaziti nego po 3D kosturu koc-
ke. Za napon V, izmedu toaka A i F = By
shema je na slici.

Otpornici predstavljaju otporne bridove koc-
ke, a mala slova oznake struja i napona na poje-
dinome bridu (npr. I; i V4). Iz simetrije sheme
jasno je da na nekim bridovima struje moraju
biti iste, Sto se vidi na slici. Najkraci put izmedu
A i B, prolazi kroz dva a-brida pa Kirchhoffo-
vim pravilima moramo odrediti struju . Do-
voljna nam je jedna naponska jednadzba:

Va

ﬁ7

koja je odmah dala rjeSenje za I, . UvrStavanjem
u izraz za T, imamo:

Wa=Vy = Is=

Ty = SLen - % = 43356"
pa iz zahtjeva T, = T slijedi:
4SLRen  SLRen
%) Vi

* % Kk

Za napon V3 izmedu A i G = B3 shema
je takoder prikazana na slici. Iz simetrije je opet
ocito na kojim bridovima struje moraju biti jed-
nake. Najkradi put izmedu A i Bz prolazi dva-
ma a-bridovima i jednim b-bridom pa nam tre-
baju struje I, 1 I. Dovoljna nam je jedna na-
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ponska jednadzba:
1%
Wat Vy=Vs = 2y +1, = 73

i jedna strujna:

Rjesenja ovih dviju jednadzbi su:
Y
5R 5R
Za vrijeme T3 slijedi:
2 1 10SLRen
T3 = SLen <E + E) = T,
pa zathjev 73 = T} konacno daje:
10SLRen _ SLRen
ViV

b

— V3 =10V, =120 V.
Ur.

1860. Mirujuca loptica s visine od 10 m je
pustena da slobodno pada prema tjemenu sa-
birnog sfernog zrcala polumjera zakrivijenosti
4 m. Nakon koliko vremena Ce se loptica susres-
ti sa svojom realnom slikom?

Rjesenje. Za lopticu na udaljenosti a od tje-
mena zrcala polumjera R, udaljenost b njezine
slike od istog tjemena dana je s:

1, 1_2
a b R
Loptica i slika se susreéu kad a(r) = b(r) pa:
2 2
— = = t)=R.
a0 r A

Do trenutka ¢ loptica od pocetne visine ag pri-
jede put s = ap —a(r) = 6 m jednoliko ubrza-
nim padom. Iz s = gr*/2 slijedi:
t= s =1.1s.
8

Franka Horvat (2), Zagreb
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