ZANIMLJIVOSTI

Skolsko natjecanje iz matematike, 14. veljace 2025. g.

Zadatci za A varijantu

I. razred

1. Odredite sve dvoznamenkaste prirodne brojeve za koje vrijedi da su tocno tri puta
veéi od umnoska svojih znamenaka.
2. Neka su a i b pozitivni realni brojevi koji zadovoljavaju sljedece uvjete:
aZ+b*=10 i a*+b" =82
1 1
Odredite vrijednost izraza — + —.
a b
3. Dokazite da je broj 2030'> — 2020'? djeljiv s brojem 2025.

4. Jedan kut pravokutnog trokuta ABC iznosi 30°, a kraca kateta duljine je 3 cm. U
polovistu S hipotenuze AB podignuta je okomica na hipotenuzu i njezino sjeciste s duljom
katetom oznaceno je s D. Odredi duljinu duZine SD.

5. Odredite zadnju znamenku zbroja 1+ 2! 422 423 4 ... 42203,

6. Koliko ima brojeva u skupu S = {1,2,...,300} koji nisu djeljivi ni s jednim od
brojeva 3,51 7.

7. Lukin broj pratitelja na drustvenoj mreZi svake godine raste za 50, dok Markov broj
pratitelja raste za 20. Trenutacno Luka ima tri puta viSe pratitelja nego $to je Marko imao
u trenutku kada je Lukin broj pratitelja bio jednak trenutacnom broju Markovih pratitelja.
Pretpostavlja se da ¢e Marko trebati 5 godina da dostigne trenutacan broj Lukinih prati-
telja. Koliko pratitelja Luka i Marko imaju trenutacno?

II. razred

1. Odredite realan parametar m za koji je kvadrat razlike rje$enja jednadzbe x?+2mx+
m = 1 najmanji te odredite najmanju pripadnu vrijednost.

2. Odredite sve x € R za koje je funkcija f, f : R — R,
) =vVx*—=22+1+vVx2+2x+1
rastuca.

3. Odredite sve one troznamenkaste prirodne brojeve koji su jednaki zbroju svoje zna-
menke stotice, kvadrata znamenke desetice i kuba znamenke jedinice.

4. Ako su korijeni jednadZbe x> + 2x + ¢ = 0 medusobno razli¢iti realni brojevi, za
neki realan parametar ¢, dokaZite da tada korijeni jednazbe

(1+e)x® +2x4¢)=2(c—1)(x*+1)=0
ne mogu biti realni.

Matematicko-fizicki list, LXXV 4 (2024. - 2025.) 255 |



5. Ako je (/3 + Y/ /12 + ¥/ = a koliko je (Vi + 3/37)?
6. Neka je trokut ABC proizvoljni pravokutni trokut s pravim kutom pri vrthu C, ka-
tetama a i b te hipotenuom duljine c.

a) Dokazite da ¢e u svakom pravokutnom trokutu zbroj duljina kateta umanjen za du-
ljinu hipotenuze biti jednak duljini promjera tom trokutu upisane kruZnice.

b) U kojem su omjeru duljine stranica pravokutnog trokuta ako se duljina polumjera
tom trokutu opisane kruZnice i duljina polumjera tom trokutu upisane kruZnice odnose kao
5:27

7. Promatrajmo tablicu brojeva s 50 redaka i 50 stupaca, oblika

ap arp ... aj 49 ay .50

0 @y ... @ma @so

0 0 ... ag49 ass0

0 0 e 0 as0,50
pri ¢emu oznaka a;; oznaCava broj koji se nalazi na i-tom retku i j-tom stupcu i pri ¢emu
su brojevi ay 1, ai12,...,as050 iz skupa § = {2,3,...,22}. Odredite broj tablica nave-

denog oblika koje u svakom retku imaju tocno jedan neparan broj.

(Napomena. Kona¢no rjeSenje moZe se napisati u obliku umnoska, bez dodatnog ra-
¢unanja.)
III. razred

1. Neka su @ i b znamenke za koje vrijedi aaa + aab + abb + bbb = 1503. Koliko
je tada a® + b*?

+costa?

1
2. Ako je cos a = tg o, koliko je
sin o

3. Dan je valjak s visinom duljine 10 cm. Na obodima njegovih osnovki su tocke A i
B, takve da je AB paralelno s osi valjka. Spojimo li tocke A i B najkra¢om linijom koja
jednom obilazi oko valjka po plaStu, njezina ¢e duljina biti 15 cm. Kolika je duljina naj-
krace linije koja dva puta obilazi oko valjka i spaja tocke A i B?

4. Rijesite jednadzbu log,,,;(4 + 12x + 9x?) + logs, ,(6x* + 25x + 14) = 4 u skupu
realnih brojeva.

5. Moze li se broj

\/104\/6 +468v/10 + 144V/15 + 2025

zapisati u obliku av/2 + bv/3 + cV/5 za neke prirodne brojeve a, b i ¢?
6. Rijesite jednadzbu 2* = 3¥ 4+ 1 u skupu cijelih brojeva.

7. Odredite sve mogude vrijednosti prostog broja p > 5 za koje postoji barem jedan
par prirodnih brojeva (x,y) koji je rjeSenje jednadzbe

16 25
—+ = =p
X y
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IV. razred
1. Odredite zbroj koeficijenata uz sve neparne potencije od x u razvoju zbroja binoma
(4 Va3 =17 + (x— Va3 = 1),
gdje je x > 1.
2. Neka je z kompleksan broj takav da vrijedi
i+ =1
Odredite %0 + 247 + 2% + 2% + 20,

5 4
3. Zadan je pravac s jednadzbom y = gx + 5 Dokazite da je udaljenost svake tocke

1
s cjelobrojnim koordinatama do zadanog pravca veca od 30

4. Pronadite sve parove prirodnih brojeva (x,y) za koje vrijedi
x* +y* = 2025.

5. Zadan je niz (a,)qen, takav da je ag =a, ay = b, gdje su a, b€ R, i
Qp = Q1 +ay_2, n2=2.
Odredite a2 — a,— 1,1 .
6. Koliko ima tro¢lanih podskupova skupa S = {1,2,3,...,50} kojima je umnozak
¢lanova djeljiv s 47
7. Sinusi unutrarnjih kutova nekog pravokutnog trokuta ¢ine aritmeticki niz. U kojem
su omjeru duljine stranica tog trokuta?

Zadatci za B varijantu

I. razred
1. Ucenici jedne Skole putovali su na Skolski izlet u zabavni park Mathland. Najpoz-

natije su atrakcije parka: adrenalinski vlak, kuéa smijeha i vodeni tobogan. U sljedecoj
tablici prikazano je koliki je udio ucenika isprobao koju od navedenih atrakcija.

naziv atrakcije udio ucenika
adrenalinski vlak 82 %
kuca smijeha 78 %
vodeni tobogan 78 %
adrenalinski vlak i kuéa smijeha 62 %
adrenalinski vlak i vodeni tobogan 66 %
kuca smijeha i vodeni tobogan 60 %

Sve tri kategorije atrakcija isprobalo je 25 ucenika. Svi su ucenici isprobali barem jednu
atrakciju. Koliko je ukupno u¢enika putovalo na izlet u Mathland?
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2. KruZnica sa sredi§tem u tocki S prikazana je na slici. Kolika je mjera oznacenog kuta
o?

90 - 452n71 _ 34n+1 . 52n ) ) )
3. Izraz 20051 pojednostavite do kraja.
2x+2 x+2 2x+6 X
2023 1012 2025 1011°
5. Odredite ¢etveroznamenkasti broj koji zadovoljava sljedece uvjete:

e Znamenka jedinica toga broja 4 puta je veca od znamenke tisucica.

4. Rijesite jednadZbu

e Znamenka desetica toga broja za 6 je ve¢a od znamenke stotica.
e Zbroj znamenki toga broja djeljiv je s 5.
e Ako taj broj uvecamo za 2025, rezultat je broj koji je djeljiv s 3.
6. Tri se kruZnice ki, k» i k3 medusobno dodiruju izvana. Polumjer kruZnica k; 1 k»
iznosi 8 cm, a polumjer kruZnice k3 je 9 cm. SrediSta kruZnica k;, k, i k3 vrhovi su tro-

kuta. Je li teZiSte toga trokuta udaljenije od srediSta tome trokutu opisane kruZnice ili od
sredista tom trokutu upisane kruznice i za koliko.

7. Lorna se s prijateljicama zabavlja pogadanjem brojeva. Svaka od pet Lorinih prijate-
ljica zapisala je na papir jedan prirodni broj. Od tih pet brojeva izabrale su Cetiri i zbrojile
ih. Nakon toga popisale su sve moguce takve izbore po Cetiri broja i izracunale njihove
zbrojeve. Oktrile su Lorni da takvim zbrajanjem uvijek dobiju broj 38, 52 ili 57. Koje su
brojeve zapisale Lorine prijateljice?

I1. razred

1
1. Rijesite kvadratnu jednadzbu (a—1)x*+ax+ % =0, a € R\{1}. Odredite realni

broj a tako da je barem jedno rjeSenje navedene kvadratne jednadZbe pozitivan realan broj.
2. Zadan je pravokutnik ABCD i to¢ka M unutar njega. Ako vrijedi |[AM| = 40,
|IBM| =4 i |[CM| = 21 izratunajte duljinu duZzine DM.
3. Zadana je funkcija f sa svojstvom f (3n) = n-f (n), Vn € N, takvadaje f(1) = 1.
Iracunajte f (243).
4. Dokazite de jednadzba 3x> — 5xy —2y*> = 11 nema rjeSenja u skupu cijelih brojeva.
5. Domagoj je na kreditnoj kartici imao iznos koji je pokazivao x eura i y centi. U
trgovini je potrosio tocno polovinu novca. Nakon kupovine iznos na kreditnoj kartici koji
se odnosi na cente bio je jednak iznosu koji se odnosio na eure prije kupovine, dok je iznos

koji se odnosi na eure bio jednak polovici iznosa koji se odnosio na cente prije kupovine.
Koji je iznos novca Domagoj imao na kreditnoj kartici pri ulasku u trgovinu?
1 1 1 1
6. Izraunaj zbroj - + — + —+ ... + ——.
zracunaj zbroj 3 + 2 + 43 + + 9300

7. Dokazite da je (5 +v/21) - (v/14 — v/6) - /5 — /21 cijeli broj.
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III. razred
1. Kolika je vrijednost izraza
logg 12-+logy 12
€08(2025 ™ 2 ou 2 . g7)?
2. Odredite sve vrijednosti realnog parametra a tako da jednadzba
4 —(a+3)2+4a—-1)=0
ima to¢no jedno realno rjeSenje.

3. Jednakokraéni trokut rotira oko osnovice duljine a. Ako je duljina visine na osnovicu
dvostruko veéa od duljine visine na krak, koliko je oplo§je nastalog rotacjskog tijela?

4. Poznato je da su sin o i cos & rjeSenja kvadratne jednadzbe 3x* —x+p=0,p € R

5
te vrijedi jo§ i sin’> B +2cos’B+p = o Odredite 8 ako je 0° < 8 < 180°.

5. Antina je omiljena igra pikado, no ovaj je put umjesto tradi-
cionalne ploce odlucio koristiti metu sa skice. Polumjer untra$nje-
ga kruga dvostruko je manji od polumjera vanjskoga, a istaknuti ‘h
promjeri medusobno su okomiti. Kolika je vjerojatnost da zbroj
bodova koje Ante ostvari u dva bacanja strelice bude paran? EW
6. Odredite skup svih vrijednosti koje funkcija

1
f(x) = (log, x)4 + 16(log; x)2 -logs 87

poprima na intervalu [1,3%]. Za koje x iz tog intervala funkcija postiZe najvecu vrijednost?
7. Duljine stranica trokuta ABC su |AB| =24 cm, |AC| =32 cm i |BC| =40 cm. Na

stranici BC odabrane su tocke D i E tako da je |BD| = 8 cm i |CE| = 16 cm. Kolika
je mjera kuta SDAE?

IV. razred
1. IzraGunajte zbroj rjeSenja jednadzbe sin x+cosx+|sinx—cosx| = 1, za x € [0, 27].
2. Odredite duljinu tetive koju kruznica (x+4)%+(y—3)? = r* odsijeca na osi ordinata,
ako je poznato da je duljina tetive koju odsijeca na osi apscisa jednaka 6 jedini¢nih duZina.
3. Odredite sve kompleksne brojeve za koje vrijedi zi = z>.

4. Zadani su nizovi za koje vrijedi aj = by =251 b, =a,—an—1 =3n+22,n> 1.
IzraCunajte azop 1 bago-

5. Dva uspravna stoSca imaju zajednicku os, a baze tih stoZaca su koncentri¢ni krugovi
u istoj ravnini. Polumjer baze viseg stoSca, kojemu je visina dva puta dulja od visine niZeg
stoSca, dva puta je kraci od polumjera baze nizeg stoSca. Izracunajte duljinu kruZnice koja
je sjeciSte plaStova ovih dvaju stoZaca, ako je dana duljina R polumjera baze niZeg stoSca.

6. Odredite sve parove prirodnih brojeva x i y za koje vrijedi x! + 3 = y?.
7. IzraCunajte vrijednost x u izrazu

(Vam= + %)

razvoja binoma ¢iji je Cetvrti ¢lan jednak 200, a umnoZak treceg i dvostrukog zadnjeg bi-
nomnog koeficijenta jednak je 30.

Agencija za odgoj i obrazovanje
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