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Izvorni znanstveni ¢lanak / Original scientific paper

Deformacija povrsina pri uspravnoj i poprecnoj
Mercatorovoj projekciji

Miljenko LAPAINE - Zagreb!

SAZETAK. Clanak se bavi deformacijama povrdina konformnih cilindricnih
projekcija. U tu svrhu istraZuju se uspravna i poprecna Mercatorova projekcija
sfere, Gauss-Kriigerova projekcija i poprecna Mercatorova projekcija rotacijskog
elipsoida za Hrvatsku, odnosno HTRS96/TM. Pokazuje se da su izrazi za faktore
lokalnih mjerila duljina it pouvrsina za sve te projekcije istoga oblika, samo treba
uociti na sto se pojedine oznake odnose. To znaci da su sve cetiri projekcije srodne
i da th moZemo na taj nacin proucavati. Za svaku je projekciju odabran i izraden
po jedan primjer raspodjele deformacija za ilustraciju. Zakon o drZavnoj izmjeri
i katastru nekretnina propisuje da se povrsine odreduju u sluzbenoj kartografskoj
projekciji, ali se ne spominje potreba uzimanja u obzir deformacija zbog projek-
cije. Ovqj ¢lanak trebao bi utjecati na promjenu takve prakse.

Kljucne rijeci: kartografske projekcije, deformacije projekcije, Mercatorova projek-
cija, poprecna Mercatorova projekcija, Gauss-Kriigerova projekcija,

HTRS96/TM.

1. Uvod

Povrsina Zemlje, ostalih nebeskih tijela 1 nebeskoga svoda u kartografiji se
aproksimira plohom elipsoida ili sfere. Kartografska projekcija je, dakle, pre-
slikavanje plohe elipsoida ili sfere u ravninu. Najcesce se zadaje analiticki,
tj. osnovnim kartografskim jednadzbama x = x(@, A1), v = y(w, 4), gdje su
¢, A geografske ili geodetske koordinate, a x,¥ koordinate u ravnini projek-
cije. U ovom ¢emo clanku rabiti matematicki (desni) koordinatni sustav jer se
u literaturi na engleskom jeziku, a koji je u danasnje vrijeme dominantan u
strucnoj kartografskoj literaturi, redovito rabi matematicki koordinatni sus-
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tav. Osim toga, mislim da ¢e studenti imati manje problema sa savladavan-
jem gradiva iz teorije kartografskih projekcija, ako neée morati razmisljati i o
razlikama izmedu koordinatnih sustava u matematici 1 geodeziji/kartografiji.
Kartografska projekcija moze se zadati 1 tablicom koordinata ili opisom kon-
strukcije mreze meridijana i paralela. Po svojstvima preslikavanja dijele se na
konformne, ekvivalentne, ekvidistantne 1 uvjetne projekcije. Po polozaju pola
normalne kartografske mreze dijele se na uspravne, poprecne i kose projekcije.
Po obliku mreze meridijana i paralela uspravnih projekcija dijele se na ko-
nusne, cilindri¢ne, azimutne, pseudokonusne, pseudocilindri¢ne, polikonusne,
kruzne 1 ostale projekcije. Kartografska projekcija ¢esto nosi ime svojeg autora,
npr. Mercatorova, Sansonova, Lagrangeova, Winkelova. Kao posebna skupina
kartografskih projekcija cesto se izdvajaju geodetske projekcije, tj. projekcije za
potrebe drzavne izmjere (Francula i Lapaine 2008).

U geometriji naziv “projekcija” oznacava ili ortogonalnu projekciju u kojoj se
1izraduju jednostavniji tehnicki crtezi ili perspektivu. U kartografiji naziv “pro-
jekcija” ima mnogo Sire 1 opéenitije znacenje, pa bi bilo bolje umjesto projekcija
upotrebljavati naziv preslikavanje. Svaka matematicki definirana veza izmedu
polozaja tocke na sferi ili elipsoidu i polozaja njezine slike na karti je kartograf-
ska projekcija. Veéina projekcija koje se primijenjuju u praksi nisu geometri-
jske projekcije, nego projekcije konstruirane uz odredene uvjete. Istaknimo
jos da kartografska projekcija nije preslikavanje Zemljine plohe/povrsine nego
preslikavanje sa sfere ili elipsoida. Drugim rije¢ima, najprije treba odabrane
objekte koje zelimo kartirati preslikati/reducirati na plohu elipsoida ili sfere da
bismo mogli primijeniti odabranu kartografsku projekciju.

Promjene duljina, povrsina 1 kutova koje nastaju pri kartografskoj projekeiji
nazivamo deformacijama ili distorzijama projekcije. Plohu sfere ili elipsoida
nije moguce preslikati u ravninu sa svim deformacijama jednakim nuli.

Izlozit ¢emo osnovna svojstva deformacija cilindri¢nih projekcija. Poseban
naglasak daje se na uspravnu konformnu cilindri¢nu projekciju, poznatu pod
nazivom Mercatorova projekcija a zatim na poprec¢nu konformnu cilindri¢cnu
projekciju, poznatu jos pod nazivom Lambert-Gaussova ili popreéna Mercato-
rova pI‘O]QkCl]a Svi izvodi napravljeni su za sferni Zemljin model kako bi bili
sto kradi 1 pregledniji. Na kraju, dolaze izvodi za faktore lokalnih linearnih i
povrsinskih mjerila Gauss-Kriigerove i poprecne Mercatorove projekcije rotaci-
jskog elipsoida za Hrvatsku (HTRS96/TM).

2. Osnovno o mjerilima duljina i povrSina kartografskih projekcija

Pretpostavimo da je zadana sfera polumjera R geografskom parametrizacijom

X =RcosgpcosA, Y =Rcosgpsind, Z=Rsing (1)

@€ [_ EE} A€ [—m 2)
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Gaussovi koeficijenti prve diferencijalne forme te parametrizacije su

_ E): (E): (E)f_ 2 p_@xex  over , @zez
€ (Ehp + e + e R* f a.pa,i+a.pa,1+awa,1 0

— (232Y £ (Y 1 (22)° = B2 cos?
9= (ai) t (ai) t (BA) R”cos™ ¢ ®
Prva diferencijalna forma sfere je dakle
ds® = ed@® + 2fdedd + gdA* = R de” + R* cos® @ dA°. 4)

Neka je sad kartografska projekcija zadana na istom podrucju definicije (2) kao
1 sfera jednadzbama

x=x(@, ),y =v(e.1). 6))
Gaussovi koeficijenti prve diferencijalne forme preslikavanja (5) su
_ (3= () podxex avey o (3x)7 (%)

E= (a.p) + [Ehp]  F = dp 81 | Bpdd G (Eul) + (M) ’ ©)

a prva diferencijalna forma

ds” = Ede® + 2FdedA + Gd A, (7)

Faktor lokalnog linearnog mjerila (krace linearno mjerilo) ¢ kartografske pro-
jekcije definira se relacijom

2= ds®  Edg” +2Fdpdd +G6dA°
ds* R*dp®+R® cos® pdd®

(8
1 ono opéenito ovisi o pojedinoj tocki 1 smjeru. U smjeru meridijana d4 = 0 pa je

e=h="E, )

a u smjeru paralela dg = 01 stoga

c=k=—" (10)
Rreozg
Izraz za faktor lokalnog mjerila povrsina (kraée mjerila povrsina) je
[EG—F~ EG—F~
=== (11)
yeg—F*® R- cosg

Reéi éemo da je deformacija u smjeru meridijana jednaka nuli akoje h = 1, da
je deformacija u smjeru paralela jednaka nuli ako je ¥ = 11 da je deformacija
povrsina jednaka nuli ako je p = 1 (Borci¢ 1955, Snyder 1987, Francula 2004).
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3. Faktori lokalnih mjerila duljina i povrSina pri cilindricnim projekcijama

Uspravne cilindri¢ne projekcije sfere definirane su jednadzbama
x=n(d—40),y =vy(e), (12)

gdje je n konstanta projekcije, a 4, geografska duzina srednjeg meridijana
podrucja preslikavanja (Francula 2004). Za takve projekcije je

_ E _ ldy — = — n _ n dy
h(cp] TR R dg’ k[cp] Reosg  Reosg p(g:l] R cozpdp (13)
1
—Gxdx  Gydy _ 4 (14)

T agad | apai

U izrazima (13) R je radijus sfere. Iz (14) slijedi da se slike meridijana i para-
lela u projekciji sijeku pod pravim kutom. Ako za neki par geografskih sirina

Py — Py vrijedi

k(@) =k(—@) =1 (15)
tada je
n=Rcosg,ik(g)= %, (16)

Da bismo pojednostavili razmatranja razdiobe deformacija za kose 1 poprecne
cilindriéne projekcije uocimo najprije da se formula za faktor lokalnog linearnog
mjerila ¢ kartografske projekcije koja je definirana relacijom (8) za cilindri¢ne
projekcije (12) moze napisati i u obliku

2 dx®+dy’®

T _o[yde® . o coste, .
R[x.—1‘}d_}+ = :u]

)

pri cemu treba uociti da je @ = @(y). Za faktor lokalnog mjerila povrsina
mozemo prema (13) napisati

p(@) = h(@)k(e) = ﬁ'_a (18)
dy

4. Mercatorova projekcija

Mercatorova projekcija je uspravna konformna cilindri¢na projekcija. Iz uvjeta
konformnosti

hig) = k(@) (19)
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1 zahtjeva da se ekvator (p = 0) preslika u ravnu crtu (v = 0) proizlaze
jednadzbe te projekcije

x=n{A—1,), ¥y =ntanh™ (sing). (20)

Prema (16) n = R cosg,. Ako je ®; = 0, onda je n = R i umjesto x i y pisat
¢emo X 1 ¥ 1 zvat ¢emo ih nereduciranim koordinatama. Ako je ¢, # 0, pisat
¢emo x 1y 1 takve koordinate zvati reduciranima. Pojmove nereduciranih i re-
duciranih koordinata uveli smo radi lakse usporedbe s uobicejnim pristupom
kod Gauss-Kriigerove 1 poprecne Mercatorove projekcije elipsoida s primjenom
u geodeziji. Oznacimo li jos

ky= %= COS g9 (21)
onda je ocito

x= ko iy = ky¥. (22)

Ako bismo uzeli da je ¢; = 0, onda je ky = 1, i reducirane i nereducirane koor-
dinate su medusobno jednake. Drugim rije¢ima, ako u formule projekcije (20)

umjesto n stavimo R, dobit ¢emo formule za nereducirane koordinate. Nadalje,

_ _ n _ COEgg — 3,2 — cos" s
We)=klp)=rr-= pleo=rle="72". 23
1z (20) moze se izvesti

= = I — &
hiv) =k(v) = = cosh . kg costhD. (24)

Uz uvedene oznake u (21) 1 (22) mozZemo (24) napisati ovako

_y _ v

k(v)= kDCDShR . (25)

.. . . F .. . . C o .
Ako se za male vrijednosti od 7 funkcija kosinus hiperbolni, koja je na desnoj
strani formule (25), razvije u Maclaurinov red, dobije se

_ ¥y, 5

k_k[’(l+:x=+:4x‘ +) (26)
To je po obliku jednaka formula onoj koju susre¢emo kod Gauss-Kriigerove
projekcije uz odgovarajuéi izbor radijusa R (Borc¢i¢ 1955, Borci¢ 1976, Francula
2004) te uz zamjenu oznaka k s m, k, s mg, i uocavanja da je sada " ordinata,
a ne apscisa (desni koordinatni sustav). U danasnje doba takav razvoj u red
nije potreban. U ovom ¢lanku su razvoji u red napisani samo zato da bi citatelji

mogli lakse uociti istovjetnost s formulama poznatim iz literature (Borcié 1955,
Bor¢i¢ 1976, Francula 2004).
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Deformaciju duljina d; odredit éemo prema izrazu

dys =k —1, 27
odnosno priblizno
dy=ko (L5 + 4. )+ k- 1. (28)

Dakle, ako je faktor lokalnog mjerila duljina jednak 1, onda je deformacija
duljina jednaka 0, a to ¢e biti onda kad je ¥ = ¥ = 0. Za mjerilo povrsina ima-
mo najprije

_ 12 2 ¥
p = k;cosh T (29)
a zatim

p=kicosh®I=kZ(1+5+ 1 +..) (30)

Deformaciju povrsine dp odredit éemo prema izrazu

d,=p—1, (31)
odnosno priblizno
Y C a2l 2 _
d, =k} (Z+Z+.)+k3-1. (32)

Dakle, ako je faktor lokalnog mjerila povrsina jednak 1, onda je deformacija
povrsina jednaka 0, a to ¢e biti onda kad je ¥ = ¥ = 0. Bor¢i¢ (1956) 1 Francula
(2004) ne raspravljaju o deformacijama povrsina. Kod Borciéa (1976), rijec je
o Gauss-Kriigerovoj projekciji, ali je oblik formule isti. Umjesto izraza (32) uz
vrijednost k, = 0,9999, k2 = 0,9998 kod Borcica (1976) nema faktora kZ ispred
zagrade 11zracunao je da je 0,9998 — 1 = —0,0002

-3 -4
=¥ ¥ _
d, =%+ 2= —0,0002 (33)
Razlog je vjerojatno u tome sto mnozenje brojem 0,9998 neznatno utjece na
rezultat.

Primjer

Pretpostavimo da u uspravnoj Mercatorovoj projekeiji sfere polumjera R=6370
km treba izraditi kartu Hrvatske. Neka se podrucje preslikavanja proteze od
paralele 41°,61083 na jugu do paralele 46°,56083 na sjeveru. Trazi se stan-
dardna paralela za koju ¢ée razlika izmedu faktora lokalnog linearnog mjerila
na sjevernoj paraleli i 1 biti jednaka razlici izmedu 1 i faktora lokalnog linear-
nog mjerila na juznoj paraleli.
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Oznacimo s k; faktor lokalnog linearnog mjerila uzduz juzne paralele, s & fak-

tor lokalnog linearnog mjerila uzduz sjeverne paralele i s k.. faktor lokalnog
linearnog mjerila uzduz standardne paralele.

Prema formuli (25) mozemo napisati

k; =k cosh, k. =k, cosh, k.. =k, coshz, (34)
R R R

gdje smo s 7, ¥, 1 ¥, oznacili odgovarajuce vrijednosti ordinata. Postavljeni

uvjetl mogu se napisati ovako:

ke—1=1—k; ik, =1 (35)
1z (35) slijedi da je
k.ﬂ' = E& (36)
1 zatim s obzirom na (25)
Fj Fs
= cosh—=+cosh—=
cosh}f = E R 37

Vrijednosti s desne strane u (37) mogu se izracunati jer je
¥;,=R tanh™* [sin cp}.), v.=R tanh™?t (sing,), (38)
a geografske Sirine najjuznije 1 najsjevernije paralele su zadane. Nakon toga

. v Var 4o . .
izratunamo cosh=* a buduci da je k,, = 1, imamo

1
kc‘ - ccsh‘rﬁ ' (39)
R

Sad mozemo prema (34) izracunati k; i k.. Osim toga, iz k, = cos¢g,,. mozemo
izracunati geografsku Sirinu standardne paralele. Za zadane vrijednosti

@; =41°,61083 i @, = 46° 56083 (40)

racun daje
Q. = 44°, 24437 (41)
ky = 071637, k; = 0,95813, k, = 1,04187. (42)

Parametar k; mozemo interpretirati kao faktor lokalnog mjerila duljina za
tocke na ekvatoru. Prema (30), na juznoj paraleli je faktor lokalnog mjerila

povrsina p; = 0,91802, a na sjevernoj paraleli p, = 1,08548.
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5. Popreéna Mercatorova projekcija sfere

Ta se projekcija u literaturi jo$ naziva Lambert-Gaussovom ili popre¢nom
konformnom cilindricnom projekcijom. Kose 1 poprecne projekcije sfere nas-

taju iz uspravnih tako da se umjesto geografskih koordinata ¢ i 4 upotri-
jebe odgovarajuée sferne ili pseudogeografske koordinate ¢'i A". Jednadzbe
poprecne cilindricne projekcije bit ¢e dakle

x=nd', y =y(g"), (43)

gdje su pseudogeografske koordinate ¢', 1’ povezane s geografskim koordina-
tama @, 4 na sljedeéi nac¢in (Boréié 1955, str. 184; Francula 2004, str. 64):

tan ¢

cosd’ (44)

sing'=cosgsind, tan i’ =

Pri tome je n konstanta projekcije, a 4 se ne odnosi na pocetni meridijan, nego
na srednji meridijan podrucja preslikavanja. Da bismo to naglasili, napisat
¢emo umjesto (44) ovako

sing' = cosgsin(d — 4;), tan A’ = _fane (45)
cosld—A,]

Na taj smo nacin osigurali da slika srednjeg meridijana kojem odgovara geo-
grafska duzina 4, bude u sredistu projekcije.

Slika 1. Uspravna mreza sfernog koordinatnog sustava (lijevo) podudara se s geografs-
kom mreZom meridijana i paralela. Poprecna mrezZa sfernog koordinatnog sus-
tava (desno) koja se sastoji od pseudoparalela i pseudomeridijana (almukanta-
rata i vertikala) nastaje rotacijom geografske mreze za 90° oko ishodista.

Na slici 1 prikazane su mreze meridijana i paralela od kojih ona na lijevoj
strani odgovara geografskom koordinatnom sustavu, a ona s desne strane je
mreza pseudoparalela 1 pseudomeridijana koja odgovara pseudogeografskom
koordinatnom sustavu na kojem se temelje poprecne kartografske projekcije.
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Formule za faktore lokalnih mjerila duljina, odnosno povrsina izgledaju ovako

wf__ld_}r

E VE n
h(e") = " Raer k(e = =

Rcosg - R cosg

p(¢) = o (46)

2 cosgf dipt

Pri istrazivanju deformacija mozemo postupiti na nekoliko nacina. Jedan je
izraziti mjerila pomocu geografskih koordinata i na taj ih nacin dovesti u vezu
s meridijanima 1 paralelama, drugi je proucavati njihova svojstva u odnosu na
pseudoparalele 1 pseudomeridijane, a treci izraziti mjerila duljina s pomocéu
koordinata x 1y u ravnini projekcije. Prvi pristup je relativno slozen, a drugi i
treéi je moguce izravno preuzeti na temelju odgovarajucih formula izvedenih
za uspravne projekcije.

Primjena formula (43) dat ¢e sliku srednjeg meridijana polozenu vodoravno,
a sliku ekvatora okomito. S obzirom na to da smo navikli da je slika ekvatora
postavljena vodoravno, a srednjeg meridijana okomito, tj. da je sjeverni pol
“gore”, a juzni pol “dolje”, obicno se kod poprecnih projekcija zamijene koordi-
natne osi $to znaci da jednadzbe projekcije izgledaju ovako:

y=nd',x = x(¢"), (47)

paio tome treba povesti racuna.

Slika 2. Karta Europe u poprec¢noj Mercatorovoj projekciji. G. Projector i world_topo_
bathy_200407.jpg (softver i podaci: https://www.giss.nasa.gov/tools/gprojec-
tor/).

Poprecéna Mercatorova projekcija sfere ima jednadzbe

x=nlntan (f-l—%) = ntanh™!(sing"), ¥y = nd’, (48)
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odnosno
x = ntanh [cosgsin(l — A,)], v = ntan~1—22¢ (49)
- cosld-24,)
jer su pseudogeografske koordinate ¢', A" povezane s geografskim koordina-
tama ¢, 4 izrazom (45).

Na slici 2 prikazana je karta Europe u popre¢noj Mercatorovoj projekceiji. Kar-
ta je izradena s pomocu softvera G.Projector i podataka s karte world_topo_
bathy_200407.jpg.

Ako odredujemo faktore lokalnih mjerila duljina na temelju formula (48) na
isti nacin na koji smo izveli te faktore za uspravnu Mercatorovu projekciju
dobit éemo

k =k, cnsh§ , (50)
odnosno nakon razvoja u red
k=k°(1+ﬁ+:4x‘*+"')' (51)
Sli¢no za faktore lokalnih mjerila povrsina
p = kécosh: E, (52)
a zatim
p=k(1+S+=+.) (53)

Uoc¢imo da smo u formulama za faktore lokalnih mjerila duljina 1 povrsina
uspravne Mercatorove projekcije imali s desne strane ¥, a u analognim formu-

lama za popre¢nu Mercatorovu projekciju stoji s desne strane ¥ (koordinatni
sustav je matematicki).

Primjer

Pretpostavimo da u poprecnoj Mercatorovoj projekeiji sfere polumjera R = 6370
km treba izraditi kartu Hrvatske. Srednji meridijan podrucja preslikavanja

neka ima geografsku duzinu 4, = 16°30". Pretpostavimo nadalje da je podrudje
preslikavanja siroko 250 km od srednjeg meridijana na istok i na zapad te da
bi faktor lokalnog linearnog mjerila na srednjem meridijanu trebalo biti tol-
iko manje od jedan koliko je na udaljenosti od 250 km od srednjeg meridijana
istocno ili zapadno veée od jedan. Postavlja se pitanje raspodjele deformacija.

Koliko treba uzeti k, i na kojoj udaljenosti od srednjeg meridijana ¢e biti k = 1.

-

$touz @ = 250 km daje k, = 0,9996.

Izjednadzbe 1 — ko = k — 1slijedi k, = -
1+ ccshi
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Nadalje, iz uvjeta k = 1 slijedi cosh—= J;i, i zatim ¥ = Rcosh™? %’ sto uz
izracunani k, daje ¥ = £180 km. Isti rezuftat dobio bi se uz uvjet p=1. Na
udaljenosti 250 km od srednjeg meridijana faktor lokalnog mjerila duljina bit

cek =k, cosh% = 1,00037, a faktor lokalnog mjerila povrsina p = 1,00074.

6. Deformacije pri Gauss-Kriigerovoj projekciji

Prema Borcié¢u (1976) faktor lokalnog myjerila duljina (ili u njegovoj termi-
nologiji linearni modul) je priblizno

37_4
m = 1+"R‘+:4R" (54)
ako je faktor lokalnog linearnog mjerila uzduz srednjeg meridijana jednak 1,
odnosno opéenito

S ) (55)

m= m“’(l T IR? | zaRd

U izrazima (54) 1 (565) R je geometrijska sredina polumjera zakrivljenosti me-
ridijana 1 polumjera zakrivljenosti presjeka po prvom vertikalu u promatranoj
tocki. Prema Borci¢u (1976) faktor lokalnog mjerila povrsina (ili u njegovoj ter-
minologiji povrsinski modul) je priblizno

=2 -4
p=1+:+:5 (56)
odnosno
_ _4 =2 =%
p=09999(1+5+ ) =1+ + 2 —00002. (57)

Pri tome izraz (56) vrijedi kad je na srednjem meridijanu deformacija dulji-
na jednaka nuli, a izraz (57) kad je na srednjem meridijanu faktor lokalnog
mjerila duljina jednak 0,9999, faktor lokalnog mjerila povrsina —0,9998 ili de-
formacije povrsina —0,0002. Osim toga, koordinatni sustav Gauss- Kriigerove
pI’O_]GkCl]e nije matematicki ili desni, nego lijevi, t] koordinatna os y usmjerena
je u smjeru zapad-istok, a koordinatna os x u smjeru jug-sjever.

Nadalje, deformaciju povrsine Borcié odreduje po formulama
d, = + E’ (58)
odnosno

g Al
d, =3+ 5 —0,0002. (59)

opet ovisno o tome je li na srednjem meridijanu faktor lokalnog mjerila duljina
jednak 1, izraz (58), ili je na srednjem meridijanu faktor lokalnih deformacija
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duljina jednak 0,9999, izraz (59). To znaci da je u prvom slucaju na srednjem
meridijanu, odnosno na osi x, deformacija povrsine jednaka nuli, a u drugom

slucaju da je jednaka d,, = —0,0002 ili da je na 10 000 m* (na jednom hektaru)
deformacija 2 m? Svaki je hektar povrsine na srednjem meridijanu manji za 2
m?, a na kraju meridijanske zone veéi za 2 m?

Ako je na srednjem meridijanu linearna deformacija jednaka nuli, onda su
povrsine u ravnini karte u toj projekciji uvijek vece od onih na elipsoidu.

Ako gledamo umanjene deformacije duljina ili povrsina, deformacije povrsina
na srednjem meridijanu, odnosno na osi x, iznose —2 m?, na 90. kilometru su 0,
a na 127. kilometru +2 m? (slika 3).

Borci¢ (1976) na kraju zakljucuje da ¢emo o deformacijama u ovoj projekeiji
voditi ra¢una u izuzetnim slucajevima, kad je rijec o povrsinama velike vrijed-
nosti ili o povrsinama vecih podrucja.

Ponekad je potrebno odrediti razliku izmedu duljina na elipsoidu i na fizickoj
Zemljinoj povrsini (Bor¢i¢ 1976). Ta razlika ovisi o nadmorskim visinama
tocaka. Ako se ne trazi velika tocnost, moze se uzeti u obzir samo srednja

nadmorska visina. Oznac¢imo li s d horizontalnu duljinu na fizickoj Zemljinoj

povrsini, s d, duljinu na elipsoidu, /i srednju nadmorsku visinu i R srednji
Zemljin radijus, onda vrijedi

dy = m,d, (60)
gdje je
R
My = m . (61)

Faktor m;, odreduje odnos izmedu duljina na Zemljinoj fizickoj povrsini i nji-
ma odgovaraju¢ih duljina na plohi elipsoida. Npr. ako je h =500 m, onda je
m, = 0,9999.

Ako je potrebno odrediti razliku izmedu neke duljine na Zemljinoj fizickoj
povrsini i duljine u ravnini projekcije (na karti), onda se treba posluziti skupnim

faktorom (Borci¢ 1976). Taj skupni faktor m, bit ¢e jednak umnosku faktora
lokalnog mjerila duljina m i m,, tj.

m, =mm, (62)

Ako je rijec o konformnom preslikavanju, onda ¢ée skupni faktor povrsina p, biti
jednak umnosku kvadrata od m 1 m,, tj.

p, = mPm2 . (63)
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7. Poprecna Mercatorova projekcija elipsoida za Hrvatsku (H-TRS96/TM)

Koordinatnim sustavom poprecne Mercatorove projekcije — HTRS96/TM
obuhvacéeno je cijelo podrucje Republike Hrvatske sa srednjim meridijanom
16°30’ 1 faktorom lokalnog linearnog mjerila 0,9999 uzduz srednjeg meridijana.
Posljedica toga je da su linearne deformacije u podru¢jima udaljenim manje od
127 km od srednjeg meridijana manje od 1dm na 1 km, a sto se smatra prih-
vatljivim za radove katastra, inzenjerske geodezije 1 topografije.

U ostalim podruc¢jima Republike Hrvatske koja su udaljena vise od 127 km
istocno ili zapadno od srednjeg meridijana potrebno je prilikom racunanja u
ravnini projekcije uzeti u obzir 1 deformacije projekcije. Kako u praktiénim ra-
dovima ne bi trebalo uvijek iznova razmisljati o tome treba li ili ne treba voditi
brlgu 0 deformacuama prmekcue preporuca se upotreba takvog softverskog
rjesenja kO]e ce uV1Jek voditi racuna o mogumm deformacuama Ako su one
zanemarive, jasno je da njihov utjecaj neée doéi do izrazaja u konac¢nom rezul-
tatu (DGU 2009).

U toj projekeiji, kao 1 kod Gauss-Krigerove projekcije, razlikujemo reducirane
1 nereducirane koordinate 1 oznacavamo:

E = reducirana isto¢na koordinata

N =reducirana sjeverna koordinata

= . L . . = _ E—500000

E = nereducirana istoéna koordinata, tj. E = ———
0,9999

N = nereducirana sjeverna koordinata, tj. N = 5 ;999

U tehnickim specifikacijama (DGU 2009) nalaze se formule za ra¢unanje fakto-
ra lokalnog linearnog mjerila iz pravokutnih koordinata u projekciji. Osnovne
formule imaju tocnost 107%, a pojednostavljene formule imaju to¢nost 1076, Ova
posljednja tocnost dovoljna je za sva prakti¢na racunanja, a proizlazi iz prim-
jene formule za faktor lokalnog linearnog mjerila na srednjem meridijanu:

n_1+“—”E (64)

U toj je formuli m faktor lokalnog linearnog mjerila na srednjem meridijanu,
E nereducirana istoéna koordinata, N (u kurzivu da se razlikuje od reducirane

sjeverne koordinate N) polumjer zakrivljenosti presjeka elipsoida po prvom
vertikalu

@
N = —_— (65)
y1—e" 5in” pgp
1 uobicajena oznaka

n® =e"” cos®gp. (66)

Vrijednosti od N in® treba izra¢unati za ¢ = @r, a geodetska sirina gy moze se
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izracunati prema formulama za geodetsku sirinu ako je zadana nereducirana
sjeverna koordinata tocke (DGU 2009). U posebnom sluc¢aju, ako u (64) umjesto

147" vl . 1 .,
—7=  Pouzoruna Borcic¢a stavimo = dobit ¢emo

E

m= l+:£='

(67)

Bududi da je faktor lokalnog linearnog mjerila uzduz srednjeg meridijana jed-
nak 0,9999, to ¢e formula za faktor lokalnog linearnog mjerila u bilo joj tocki
projekcije biti

m = 0,9999(1 + i) (68)

U tehnickim specifikacijama (DGU 2009) za prakticnu upotrebu projekcije
HTRS96/TM ne nalazimo izraze za deformaciju povrsina. Medutim, buduéi da

je rije¢ o konformnom preslikavanju za koje je » = m*, lako mozemo dobiti

p= 0,9998(1 + i) & 0,9998(1 +;) (69)
Izraz za deformaciju povrsina bit ce
d =p—1=0,9998 l—|—f—: —1”(3):—00002 (70)
p — P T B2 “\r ’ ’

Napomena

U Zakonu o drzavnoj izmjeri i katastru nekretnina (DGU 2024) pise: ,,Povrsine
katastarskih cestica te povrsine njihovih dijelova koji se upotrebljavaju na
razli¢ite nacine su povrsine u sluzbenoj ravninskoj kartografskoj projekciji
iz ¢lanka 12. stavka 1. ovoga Zakona, a iskazuju se u kvadratnim metrima.”
Tako smo veé vise puta pisali da nema smisla govoriti “ravninska” kartograf-
ska projekcija, jer su sve kartografske projekcije preslikavanja u ravninu (vidi
npr. Lapaine 2020), pridjev “ravninska” 1 dalje se provlaci kroz sluzbene doku-
mente. Osim toga, u spomenutom zakonu nigdje se ne spominje potreba uzi-
manja u obzir deformacija zbog projekcije.

Primjer

Neka se na udaljenosti E = 200 km od srednjeg meridijana podrudja presli-
kavanja nalazi zemljiste velicine 20 000 ha (npr. oranice Belja, HTE 2025).

Deformacija povrsina prema formuli (70) bit ¢e priblizno d, = 0,000786. Ako ta]
broj pomnozimo s 20 000 ha, dobit ¢emo 15,7 ha. Dakle, ako racunamo povrsinu
toga zemljista u projekciji (npr. iz koordinata lomnih to¢aka) ne uzimajuéi u
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obzir deformaciju povrsine zbog projekcije, dobit ¢emo povrsinu koja je za 15,7
ha veéa od stvarne povrsine.

8. Zakljucak

Clanak se bavi deformacijama povrsina konformnih cilindriénih projekcija. U
tu svrhu istrazuju se uspravna i poprecna Mercatorova projekcija sfere, Gauss-
Kriigerova projekcija i poprecna Mercatorova projekcija elipsoida za Hrvatsku,
odnosno HTRS96/TM. Pokazuje se da su izrazi za faktore lokalnih mjerila
duljina 1 povrsina za sve te projekcije istoga oblika, samo treba uociti na sto
se pojedine oznake odnose. Pregled konac¢nih formula za faktore lokalnih de-
formacija duljina i povrsina u navedenim projekcijama dan je u tablici 1. Za
svaku je projekciju za ilustraciju odabran 1 izraden po jedan primjer raspodjele
deformacija.

Tablica 1. Pregled izraza za faktore lokalnih deformacija duljina i povrsina u uspravnoj
i poprecnoj Mercatorovoj projekciji sfere, Gauss-Kriigerovoj projekciji i
poprecnoj Mercatorovoj projekciji elipsoida za Hrvatsku (HTRS96/TM). Sve
oznake objasnjene su u prethodnim poglavljima.

Faktor lokalnih deformacija duljina Faktor lokalnih deformacija povrsina
Uspravna M F 95 S 2 E’
Mereatorova kE=ky cosh (25) p = kjcosh
projekcija _ ¥ 7
sfere k=k (l+nR-_-, E-I_) p—h l+ + + )
Poprecna . Ir i — K2 2®
Mercatorova k= R'}CDSh p= DCDSh R
projekcija Foad o 2 =
sfere k=ko(Lt gt te) p=k (L g+t
Gauss- _ 7 7 _ 7Y
Kriigerova m = 0,3999 (l + 2R" + 24}?‘) p= 0,9998 (l + RZ + ER") -
projekcija 0.9998 72 o
=099 et e
HTRS96/TM = f’* & 7 2
m = (,9999 (l + e + 345—5) p=0,9998 (1 + = + :45.-1) b
—!. —
% (0,9998 (l +— +—)
3R=

Na slici 3 dan je graficki prikaz faktora lokalnih mjerila duljina i povrsina koji
vrijedi za sve Cetiri istrazene projekcije. Sa slike 3 se vidi kako udaljenost od
srednjeg meridijana podrucja preslikavanja utjece na raspodjelu deformacija.
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1,0018

1,0016

06,9996
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Slika 3. Raspodjela linearnih i povrsinskih deformacija kod konformnih cilindri¢nih
projekcija. Na horizontalnoj osi su kilometri, a na vertikalnoj faktori lokalnih
linearnih mjerila (plavo i oker) te faktori lokalnih mjerila povrsina (crveno i
zeleno).

Plava boja: deformacije duljina uz ky =1
Oker: deformacije duljina uz ky = 0,9999
Crveno: deformacije povrsina uz ky =1
Zeleno: deformacije povrsina uz ky = 0,9999

Napomene

Zakon o drzavnoj izmjeri 1 katastru nekretnina propisuje da se povrsine
katastarskih cestica te povrsine njihovih dijelova koji se upotrebljavaju na
razli¢ite nacine odreduju u sluzbenoj kartografskoj projekciji. Medutim, u tom
zakonu nigdje se ne spominje potreba uzimanja u obzir deformacija zbog pro-
jekcije. Ipak, u Tehnickim specifikacijama za postupke racunanja i podjelu
na listove sluzbenih karata i detaljne listove katastarskog plana u kartograf-
skoj projekciji Republike Hrvatske — HTRS96/TM (DGU 2009) pise da je u
podrucjima Republike Hrvatske koja su udaljena vise od 127 km istocno 1 za-
padno od srednjeg meridijana potrebno prilikom racunanja u ravnini projekcije
uzeti u obzir i deformacije projekcije.
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Spomenimo na kraju da iako je bilo rije¢i samo o cilindri¢nim prOJek(n]ama nig-
dje u tekstu nije bio spomenut ni valjak ni cilindar. Naime, opisane cilindri¢ne
projekcije ne nastaju ni preslikavanjem ni projiciranjem na plast valjka. Nazi-
vamo ih cilindricnima zato jer se karta izradena u takvoj projekciji moze sav-
inuti u plast valjka, odnosno cilindra.

ZAHVALA. Autor zahvaljujem anonimnim recenzentima na korisnim primjed-
bama.
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Area Distortions in the Normal and Transverse
Mercator Projection

ABSTRACT. The article deals with area distortions in conformal cylindrical pro-
jections. For this purpose, the normal and transverse Mercator projection of the
sphere, the Gauss-Kriiger projection and the transverse Mercator projection of
the ellipsoid for Croatia, i.e. HTRS96/TM, are researched. It is shown that the
expressions for the local scale factors of length and area for all these projections
are of the same form, it is only necessary to note what the individual symbols refer
to. This means that all four projections are related and that we can study them in
this way. For each projection, one example of the distribution of distortions was
selected and created for illustration. The Act on State Survey and Real Estate Ca-
dastre stipulates that areas are determined in the official map projection but does
not mention the need to consider distortions that are inherent in the projection.
This article should influence a change in such practice.

Keywords: map projections, projection distortion, Mercator projection, transverse
Mercator projection, Gauss-Kriiger projection, HTRS96/TM.
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