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1. Uvod

Vecini je prva asocijacija na jednoznacnu faktorizaciju rastavljanje prirodnih brojeva na proste faktore. Naprimjer,
30=2-3-5, 60=2-2-3-5=22-3-5,

To je i prirodno, tako je i bilo u razvoju matematike. Cinjenica da su takvi rastavi jednoznaéni (do na poredak prostih faktora) obiéno se naziva osnovnim
teoremom aritmetike (OTAr).

Druga je asocijacija rastavljanje polinoma na nerastavljive polinome. Naprimjer,
Pox=x(x—DE+1), x¥*-x2=x-x(x—Dx+1D=x2(x-1)(x+1).
Cinjenica da su takvi rastavi jednoznaéni (do na poredak prostih faktora) obi¢no se naziva osnovnim teoremom algebre (OTALl).

Naravno, mogu se gledati i rastavi poput
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13=(2-3i)@2+3i), 6=(—15) (1 +5i).

Mnogi bi se brzo slozili s time da i ovakvi rastavi spadaju u aritmetiku. Jednostavno receno, aritmetika se odnosi na brojeve (prirodne, cijele, Gaussove...).
Prirodno je postavljanje pitanja jesuli6 =3 - 216 = (1 — V5i)(1 + 5i) razligiti rastavi broja 6 na nerastavljive faktore 1 kako to treba tumaciti. Analogno
tomu, mogli bismo gledati rastav

x—1=—%(x—1—i\1—x2)(x—1+i\1—x2)

i pitati se kako ga treba tumagiti. Ili, naprimjer, ako gledamo prsten C[x,y] gdje su varijable x, y povezane relacijom x2 + 3 = 1, pitamo se je li
1y =(1-x)(1+x)

primjer nejednoznadnosti rastava na nerastavljive faktore ili nije. I je li isto s prstenom C[x,y] gdje su varijable x, y povezane relacijom )? =
(x — ep)(x — ex)(x — e3), za razliCite (kompleksne) brojeve e, ep, e3, tj. treba 1i tu relaciju tumaciti kao nejednoznacnost rastava? Kako bilo da bilo, ove
posljednje primjere dovodimo u vezu s osnovnim teoremom algebre i to bi, dakle, spadalo u algebru. Cesé¢e se govori da je to funkeijski slu¢aj (jer se
polinomi mogu razmatrati 1 kao funkcije), pa ¢emo 1 mi tako govoriti. Dakle, uocava se analogija izmedu aritmeti¢kog 1 funkcijskog slucaja (brojeva 1
funkcija-polinoma). To je jedna od najplodonosnijih analogija u razvoju matematike. Osvrnut ¢emo se na neke njezine aspekte bez pretenzije da sve
dokazemo 1 istjeramo nacistac. Pocet ¢emo s aritmetickim, ali viSe ¢emo prostora posvetiti funkcijskom slucaju jer je on manje zastupljen na dodiplomskoj
razini. Veéina pojmova i tvrdnja kojima ¢emo se koristiti mogu se nac¢i u Langovoj Algebri [La] 1 u knjizi [IR]. Za sada recimo jo$ to da gore postavljena
pitanja nisu samo zanimljive glavolomke za razonodu 1 krac¢enje vremena, ve¢ se, naprotiv, uklapaju u same temelje matematike.

2. Aritmeticki slucaj

U ovom, prvom dijelu ¢lanka, osvrnut ¢emo se na aritmeticki slucaj, tj. sluc¢aj brojeva. Osnovni teorem aritmetike poznavali su i koristili jo§ stari Grei, samo
Sto nisu smatrali da ga trebaju formulirati kao posebnu tvrdnju, a kamoli dokazivati. Neizravno, taj je teorem koristen kroz Euklidov algoritam (zanimljivo
nagadanje o vezi tih dvaju teorema moze se proéitati u [Go]). Cini se da je Gauss bio prvi koji je smatrao da (OTAr) treba dokazati (vidi [Ga], gdje ga Gauss
dokazuje na samom pocetku). Vjerojatno je Gauss bio i prvi koji je znao da (OTAr) ne vrijedi u opcenitijim prstenima brojeva. Da to pojasnimo, najprije
uoc¢imo da se (OTAr) izvorno odnosi na prirodne brojeve 1, 2, 3, 4, 5, 6... 1 pripadne proste brojeve 2, 3, 5, 7, 11... (OTAr) tvrdi da se svaki prirodni broj »n

razli¢it od 1 jednoznacno rastavlja na umnozak prostih brojeva, tj. da postoje jedinstveni prosti brojevi py, ..., pi 1 jedinstveni prirodni brojevi 7, ..., r; tako
da bude
_ N, Fy
" p 1 p k
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Pokazuje se da je korisno gledati nesto veci skup: prsten cijelih brojeva {..., —4,-3,-2,-1,0,1,2,3,4, ...}.

Tu je nula za sebe, —1, 1 su invertibilni elementi (¢ine multiplikativnu grupu), a —p, p parovi su medusobno pridruzenih (asociranih) prostih brojeva. Sad
(OTAr) postaje tvrdnja da svaki cijeli m razli€it od 0, —1, 1 ima jedinstven prikaz

Iy Tk

"eoeP Py

gdje su p; medusobno neasocirani prosti brojevi, a ¢ = +1 (u pravilu, od dvaju medusobno asociranih prostih brojeva, u ovakvim rastavima biramo onaj
pozitivni, ali to nije nuzno).

Jedna od glavnih posljedica jednozna¢ne faktorizacije jest tvrdnja da neki prosti broj dijeli umnoZzak dvaju cijelih brojeva ako i1 samo ako dijeli bar jednog od
njih. Kao ilustraciju primjene teorema o jednoznac¢noj faktorizaciji navedimo primjer odredivanja cjelobrojnih tocaka na jednoj eliptickoj krivulji.

Primjer 1. Jedina cjelobrojna rjeSenja jednadzbe y2 — y = x3 jesu (0, 0) i (0, 1).
Uputa. JednadZbu treba napisati u obliku y(y — 1) = x°.

Prihvacanje prstena (komutativnih s jedinicom) prirodnim okvirom razmatranja problema jednoznac¢ne faktorizacije, pogodno je u sloZenijim okolnostima,
naprimjer, za prsten cijelih Gaussovih brojeva

A=1Z[ = {a+bi abel.

Tu je opet 0 za sebe, 1, —1, i, —i ¢ine grupu invertibilnih elemenata (tj. to su jedini Gaussovi cijeli brojevi kojima je 1 inverz cijeli Gaussov broj). To se lako
vidi, a mnogo je teze pokazati sljedece (za ovo i dio daljnjeg razmatranja vidi [IR]):

(F1) A ima jednoznac¢nu faktorizaciju na nerastavljive elemente (tj. elemente koji se ne mogu rastaviti na umnozak dvaju neinvertibilnih), koje onda zovemo
prostim.

Ovdje napomenimo da uz svaki broj a prstena, razli¢it od nule, idu njemu pridruzeni, -a, ia, -ia, koji zajedno s a ¢ine klasu pridruzenosti (asociranosti) broja
a.

(F») Klase pridruzenosti nerastavljivih elemenata su:
(0) Klasa od 1 + i koji ima svojstvo da je 2 =—i (1 + i)? rastav od 2.

(I) Klase prostih p oblika 4k — 1, tj. kongruentnih —1 modulo 4, primjerice 3, 7, 11, 19, ... (lako se vidi da su takvi nerastavljivi).
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(IT) Za svaki prosti p oblika 4k + 1, klase pripadnih kompleksno konjugiranih parova a + bi, a — bi gdje su a, b prirodni brojevi sa svojstvom da je (a +
bi)(a — bi) = p (napomenimo kako nije tako lako dokazati da takav rastav postoji).

Dakle 3 je prost, ali 1 =3, 3i, —3i 1 oni ¢ine klasu medusobno pridruzenih. Sli¢no je s 2 + 3i, =2 — 3i, =3 + 2i, 3 — 2i.
Za ilustraciju funkcioniranja jednoznacne faktorizacije u Z[i] skicirat cemo dokaz Fermatova teorema o prostim brojevima koji su sume dvaju kvadrata.

Teorem (Fermat). Svaki prosti broj oblika 4k + 1, k € N suma je dvaju kvadrata prirodnih brojeva.

Naprimjer, 5 = 12+ 22, 13 =22 + 32 itd. Jo§ je 2 = 12 + 12, a prosti brojevi oblika 4k — 1 ne mogu biti zbroj dvaju kvadrata (to je lako) i time je tvrdnja
kompletirana.

Uocite da je trazeni teorem upravo tvrdnja (F,)(II). Dakle, pretpostavljamo da vrijedi (F]), a dokazujemo (F,)(II). To i nije tako neobicno jer standardni
dokazi najprije pokazuju jednoznacnost faktorizacije, potom opisuju nerastavljive elemente.

Za dokaz ¢e nam biti dovoljno pokazati da je svaki prosti p koji je oblika 4k + 1 rastavljivu 4 = Z[i], tj. da je
p =¢(a + bi)(c + di)

gdje je e =1, +i jedinicau 4, a a, b, ¢, d su cijeli brojevi uz ab # 0, 1 cd # 0. Naime, tada bismo konjugiranjem i mnoZenjem dobili
p’ = (@ + b))+ d%)
pa bi bilo p = a? + b°.

Ostaje pokazati da je p rastavljiv u 4. Za to nam dobro dode poznata karakterizacija prostih brojeva oblika 4k + 1 - to su upravo oni p za koje jednadzba x? +
1 = 0 ima dva razli¢ita rjeSenja modulo p (naprimjer, modulo 5 to su klase od £2, a modulo 13 klase od +5). To znaci da postoji cijeli broj m tako da bude p |
m?+ 1 uZ,pa e biti p | (m — i)(m + i) u A. Ako je p nerastavljiv u 4, a faktorizacija jednoznaé¢na (to je jedino mjesto gdje nam to treba), onda p | m + i, §to
Jje nemoguce. Zato je p rastavljiv u 4.

Primjer 2. Koristec¢i se jednoznacnosc¢u faktorizacije u prstenu Z[\-2] pokazuje se da su (3, £5) jedine cjelobrojne tocke na elipti¢koj krivulji y? = x> — 2
(Fermatov zadatak). Dovoljno je jednadzbu napisati u obliku (y + V=2)(y — V=2) = x3 i analizirati rastave.

Situacija opcenito nije takva. Ako se usredotoimo samo na kvadratna proSirenja polja racionalnih brojeva, a nije tesko uvidjeti da su to polja K := Q(\/;l) gdje
su d cijeli brojevi slobodni od kvadrata (tj. koji su prosti, umnosci razli¢itih prostih ili broj —1; takoder, drugi korijen gledamo u kompleksnom podrucju i
smatramo da smo izabrali jednu od dviju mogucih vrijednosti od \/;l), prvo se postavlja pitanje koje je prstene A analogne prstenu cijelih brojeva potrebno
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razmatrati. Pokazuje se da tzv. prstene cijelih brojeva u Q(\/;l) ¢ine oni elementi od Q(\/;l) koji su korijeni polinoma s cjelobrojnim koefcijentima, ali tako da
je koefcijent uz najvisu potenciju jednak 1. Tada se dobije da je

A=1{a+bVd a b eZ} akojed=2,3 modulo 4;

1+Vd
2

A={a+bw abel,o:= } ako je d = 1 modulo 4.

Naprimjer, za Gaussove brojeve d = —1 = 3 modulo 4, pa je prsten cijelih 4 = {a + W-1,a b€ Z.}, §to je upravo prsten cijelih Gaussovih brojeva Z[i], kako
smo i o&ekivali (treba uogiti da je broj i rjeSenje jednadzbe x2 + 1 = 0). Kako je pak —3 = 1 modulo 4, prsten cijelih brojeva u polju Q(\=3) je Z[p] gdje je p
jedan od netrivijalnih tre¢ih korijena iz 1, naprimjer p = Y2(—1 + \/3) (treba uogiti da je p rjeSenje jednadzbe x° + x + 1 = 0). Taj prsten ima jednozna¢nu
faktorizaciju (na osnovi toga lako je odrediti nerastavljive elemente, kao i kod Z[i]). Takoder, vidi se da je grupa invertibilnih elemenata {1, —1, p, —p, p?,
—p?}. Detalji se mogu vidjeti u [IR].

Prsten Z[V-3] potprsten je prstena Z[p] 1 ne sadrzava p. Euler je, dokazuju¢i Fermatov teorem za n = 3, pogrjesno, bez dokaza, na njega primijenio svojstvo:
ako su brojevi relativno prosti (tj. nemaju zajednickih pravih djelitelja) i njihov umnozak je kub, onda je svaki od njih kub. Pogrjesno je to Sto je za takav
zakljucak potrebna jednoznaéna faktorizacija, a Z[N—3] je nema, naprimjer, u tom su prstenu brojevi 2, 1 + =3, 1 — V=3 nerastavljivi, a vrijedi

4 = 22=(1+-3)(1 —\=3).

Za d = =5 pojavljuje se novi moment: odabran je pravi prsten, ali je jednoznacna faktorizacija izostala.

Primjer 3. Budu¢i da je d = —5 = 3 modulo 4, dobijemo da je 4 := Z_(\/—_S) prsten cijelih u polju Q(\/—_S). Grupa invertibilnih elemenata je {—1, 1}. Tuje 2 - 3
=1+ \/—_5)(1 - \/—_5) 1 nije tesko provjeritidasu 2,3, 1 + \=5,1--5 nerastavljivi elementi u 4 pa je to primjer nejednoznacne faktorizacije.

O tom ¢emo fenomenu nesto viSe rec¢i poslije, a sad uo¢imo da su prsteni Z[i] 1 Z[p] povezani i time §to su generirani korijenima iz jedinice (Cetvrtim,
odnosno treé¢im). Opéenito, za svaki prirodni broj n, primitivni n-ti korijen iz jedinice izvodnica je grupe n-tih korijena iz 1, naprimjer ¢, := e2™/. Pripadno
ciklotomsko (kruzno) polje je Q({,), a pokazuje se da je pripadni prsten cijelih brojeva 4 := Z[(,] (to opéenito nije tako lako pokazati, za proste n vidi [IR],
Prop. 13.2.10). Kako za n = 3 i n = 4 prsten cijelih 4 ima jednoznacnu faktorizaciju, moze se pomisliti da to vrijedi opcenito, i zaista, vrijedi za mnoge male n.
Prvi prirodni broj za koji ne vrijedi je n = 23. Francuski matematicar Lame 1847. uputio je Pariskoj akademiji podnesak s "rjeSenjem" Fermatova teorema, a
rjeSenje se zasnivalo na pretpostavci da prsten cijelih ciklotomskih brojeva ima jednoznacnu faktorizaciju. Taj je prsten ulazio u raspravu tako $to se
hipotetska diofantska jednadzba X" + Y = Z" u tom prstenu, za neparne # (a samo su takvi bitni) rastavlja kao

X+ NX+ENX+ED -+ =2,
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Sto se dalje pokusSava razrijesiti koristeci se djeljivos¢u u tom prstenu. Sve bi bilo dobro da je faktorizacija jednoznacna, ali nije. Tek se od sedamdesetih
godina 20. st. zna potpun popis onih n za koji to vrijedi (vidi [Po], str. 14). Jedan od nacina prevladavanja nejednoznacnosti faktorizacije u spomenutim
prstenima jest njithovo dovodenje u vezu s objektima u kojima je ona jednoznac¢na. Podsjetimo se najprije pojma ideala.

Ideal / prstena 4 (komutativnog i s jedinicom) neprazan je podskup od 4 koji je zatvoren na zbrajanje (dakle je Abelova grupa) 1 na mnozenje s elementima iz
A. Sam prsten 4 ima ta svojstva, ali ga ne smatramo idealom (odnosno kazemo da nije pravi ideal). Prototipovi ideala su svi viSekratnici nekog cijelog broja

m, tj. skupovi oblika {..., —2m, —m, 0, m, 2m, ...} = {mk : k € Z}.

Opcenito, ako f € A nije invertibilan, onda je () := {fa : a € A} ideal u A. Kazemo da je to glavni ideal generiran s f (da je f bio invertibilan ispalo bi (f) =
A). Mnogi prsteni imaju samo glavne ideale (naprimjer, prsten cijelih brojeva Z ili prsten polinoma [ X] s koeficijentima u polju k), ali to ne vrijedi opcenito.
Najjednostavniji primjer takvog prstena mozda je prsten polinoma s dvjema varijablama s koeficijentima u nekom polju, primjerice u C. Tu su glavni ideali
oblika (f) gdje je f neki nekonstantni polinom, ali je, naprimjer skup

I'={(x—a)fx, )+ (v —b)glx, y): £ g € Clx, y]}

ideal koji nije glavni. Kazemo da je taj ideal generiran s x — a 1 y — b i oznatavamo ga kao (x — a, y — b) (da taj ideal nije generiran s jednim elementom
vidimo po tome $to je zajednicki korijen svih njegovih elemenata upravo (a, b), a elementi ideala (f) imaju beskona¢no mnogo zajednickih korijena).

Kazemo da je ideal / prost, ako izab € [ zaa, b € A vrijedi a € [ili b € I. Vidjet ¢emo da taj pojam dobro generalizira pojam prostog broja.
Na skupu ideala nekog prstena mozemo uvesti operaciju mnozenja. Kada bi svi ideali bili glavni, to bi bilo jednostavno, naime
(a)(b) = (ab),

a umnozak ideala bio bi upravo umnozak pripadajucih skupova (pomnozili bismo svaki element sa svakim). Opc¢enito, tj. kad nisu svi ideali glavni, to ne bi
bilo dovoljno, tj. umnozak dvaju ideala kao skupova nije nuzno ideal. Zato definiramo:

I - J == najmanji ideal koji sadrzava umnozak skupova /1 J.
To je isto kao da kazemo

I1-J=>ab;:a;€l b€}
gdje su sume konacne.

Ideja je da umjesto rastava na nerastavljive elemente gledamo rastav na proste ideale (vidi [IR], 12. poglavlje).

Takvo neSto moze se provesti za dosta Siroku klasu prstena (Dedekindove prstene - vidi [Mi], 3. poglavlje). Pokazuje se da se u tim okolnostima, poput toga
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da se obic¢ni slozeni brojevi mogu rastaviti na umnozak prostih, i ideali mogu rastaviti na umnozak prostih ideala. U situacijama koje mi razmatramo nije
problem da ne mozemo rastaviti elemente na nerastavljive (tj. da moZemo rastavljati sve dalje 1 dalje - drugim rijecima, nasi su prsteni noetherski), vec¢ je
problem S§to ti rastavi mogu biti bitno razliciti.

Medutim, u prstenima cijelih algebarskih brojeva vrijedi (a 1 Sire, u Dedekindovim prstenima):

(I) svaki se ideal rastavlja na umnozak kona¢no mnogo prostih ideala (koji su upravo oni §to se dalje ne mogu rastavljati),

(IT) taj rastav je jednoznacan (do na poredak).
Sad imamo sljedecu proceduru.

1. korak. Svakom neinvertibilnom ne-nul elementu a prstena A4 pridruzimo glavni ideal (a).

2. korak. Skup (monoid s obzirom na mnozenje) glavnih ideala ulozimo u skup (monoid s obzirom na mnozenje) svih ideala.

Kako je svaki ideal umnozak prostih ideala, tako se i svaki glavni ideal («) jednozna¢no rastavlja na umnozak prostih ideala, iako se o opcenito ne rastavlja
jednoznac¢no na umnozak nerastavljivih elemenata (rastavlja se, ali mozda na bitno razli¢ite naCine).

Odatle dolazi terminologija u prstenima cijelih algebarskih brojeva, ali i Sire.

(i) Kazemo da je element prstena 4 nerastavljiv (ireducibilan) ako nije invertibilan niti O i ako se ne moze rastaviti na umnozak dvaju neinvertibilnih
elemenata.

(i1) Kazemo da je element « prstena 4 prost ako je ideal (7) prost.
Lako se vidi da je svaki prosti element ujedno 1 nerastavljiv, medutim, suprotno ne vrijedi opcenito.

Nejednoznacna faktorizacija u prstenima cijelih algebarskih brojeva manifestira se 1 tako Sto ima prostih ideala koji nisu glavni, tj. koji nisu oblika I = (a) = a
- A zaneki o € A. Tu je, prema definiciji, a - 4 = {a - x : a € A}. Moze se dokazati da vrijedi sljedece (naprimjer, koriste¢i se Teoremom 3.41 u [Mi]):

1. Ideal P u A4 := Z[\—5] generiran s 211 1 +\=5, tj. P := (2, 1 + V=5) je prost i u 4 vrijedi (2) = P2, tj. ideal u A generiran s 2 nije prost (iako je 2
nerastavljiv element u 4, on nije prost u 4) ve¢ je kvadrat prostog ideala.

2.Ideal Q := (3,1 +V=5) u 4 je prost, pa je i ideal 0 = (3, 1 — \=5) prost i u 4 vrijedi (3) = O - O - umnozak razligitih prostih ideala
(kompleksnokonjugiranih) pa 3 u 4 ne generira prosti ideal (iako je nerastavljiv, nije prost).

Vol 13.
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3.U 4 vrijedi (1 + V=5)=P - Q pa vrijedii (1 —\=5)=P - Q.
Sad za ideale u 4 vrijedi
() 3)=PQ Q=P QP 0=(1+V5) (1-35)
(ovo posljednje produkt je ideala), pa se razli€iti rastavi na nerastavljive elemente svode na iste rastave na proste ideale.
Pokazimo izravno na primjeru da 2 1 3 nisu prosti u ovom prstenu 4.
Kako je (1 +V=5) - (1 —\=5) = 6, taj je umnozak i u idealu (2) i u idealu (3) (u 4), ali nijedan od faktora nije ni u (2) ni u (3).

Cinjenica da se svaki ideal u prstenu algebarskih brojeva rastavlja jednoznaéno na umnozak prostih ideala moze se izreéi i preciznije. Naprimjer, broj faktora
u tom rastavu, ogranicen je stupnjem pripadajuceg prosirenja. Radi jednostavnosti, izrecimo tvrdnju za kvadratna proSirenja.

Neka je 4 prsten cijelih brojeva u K := Q(d), gdje je, kako smo 1 prije rekli, d kvadratno slobodan cijeli broj i neka je:

D :=d, ako je d =1 modulo 4;

D := 4d, ako je d = 2, 3 modulo 4.
Tada za (cijele) proste brojeve p vrijedi (vidi [IR], 13. poglavlje):
(i) Ako p | D onda je (p) u 4 kvadrat prostog ideala (koji moze biti glavni). To je tzv. slucaj grananja.

(i) Ako je p neparan i p ne dijeli D, onda
(A) (p) je prost u 4 ako jednadzba x? = d modulo p nema rjesenja (to je nerascjepivi slucaj),
B) @)= PP je umnozak dvaju razli¢itih prostih ideala u 4 (koji mogu biti glavni) ako jednadzba x? = d modulo p ima dva razli¢ita rjeSenja (to je
rascjepivi slucaj).
(i11) Ako D nije paran, tj. ako je d = 1 modulo 4, onda je
(©) (2) je prost ako je d =5 modulo 8,
(D) (2) = PP je umnozak razli¢itih prostih ideala u 4 (koji mogu biti glavni) ako je d = 1 modulo 8.

Pogledajmo gornju tvrdnju za 4 := Z[i]. Tu je d = —1, D = —4, pa se samo p = 2 grana, kako smo i prije rekli. Za neparne p treba gledati jednadzbu x? = —1
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modulo p, koja o€ito nema rjesenje ako je p = 3 modulo 4 (pa takvi p ostaju prosti). Kako smo ve¢ rekli, ta jednadzba ima dva rjeSenja ako je p = 1 modulo 4
(pa se takvi (p) rastavljaju na umnoZak dvaju prostih ideala - tu se pokazuje da su glavni). Dakle, sve se slaze.

Dok smo ovo obrazlagali, preSutno smo se koristili s relacijom
() = b2
P
gdje je
(=)
P
Legendreov simbol (vidi [IR]), definiran kao
(6—1) =1lili—1,
P

uz uvjet da prost broj p ne dijeli d, ovisno o tome ima li jednadzba x* = d modulo p rjesenje ili ne. Gornja jednakost samo je dio tzv. zakona kvadratnog
reciprociteta

-1 2
N e D2 (2 @ (L = 1y - D@12 P
(p) (-1) ,(p) 1) ,(p) (-1) q (q),

za neparne proste p, g (vidi [IR]).

Vaznost zakona kvadratnog reciprociteta je u tome $to on omogucuje opis razlaganja prostih ideala u kvadratnim poljima u terminima kongruencija modulo
D. Provedimo to za d = 5.

Tuje D=-20pase2i5 granaju, s tim da je (5) kvadrat glavnog ideala (Y=5), a (2) kvadrat neglavnog ideala (2, 1 + V=5). Dalje treba gledati samo neparne p
razli¢ite od 5. Kako je

d -5 -1_5 _ 1V — p - p
A —D=(—)( 2\ = (—1\e— D2 (17— D2(p— D2 E——1\@—- D2
== D) = () 1) (=D~ DY)

Sto je jednako
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() 1 akoje p=11li 9ili 3 ili 7 modulo 20,
a jednako

(Il) -1 akoje p=13ili 17 1li 11 ili 19 modulo 20.

Ako je (II) onda je (p) prosti ideal u 4. Ako je (I) onda (p) nije prosti ve¢ je (p) = PP. Medutim, u slucajevima s 1 1 9 ideali P, P su glavni, u onima s 317
nisu. Naprimjer:

(a)41=(6+ \/—_5)(6 - \/—_S)je rastav na proste elemente; sli¢no je za p = 61, 101, 141...
(b) 29 = (3 + 2V=5)(3 — 27-5) je rastav na proste elemente; sli¢no je za p = 89, 109, 129...,
dok za 3, 23, 43... niti za 7, 47, 67... nema takvog neceg.

Matematicari 19. stolje¢a pravilno su procijenili da je generalizacija kvadratnog zakona reciprociteta vazan problem. I Kummer je doSao do jednoznacnog
rastava na proste ideale tragajuci za zakonom reciprociteta u ciklotomskim poljima, a onda je to primijenio na Posljednji Fermatov teorem 1 napravio velik
prodor. I nedavno konacno rjeSenje tog teorema moze se tumaciti kao posljedica parcijalnog rjeSenja problema proSirenja zakona kvadratnog reciprociteta na
neabelova prosSirenja.

[lustrirajmo primjenu jednoznacne faktorizacije na proste ideale u prstenu 4 := Z[\/—_S]. Trebat ¢e nam jo$ jedna €injenica o tom prstenu. Naime, iako postoje
prosti ideali P koji nisu glavni, ipak je kvadrat svakog prostog ideala glavni ideal (vidi, naprimjer [Mi], 3. poglavlje, Primjer 4.6).

Primjer 4. Elipti¢ka krivulja y? = x3 — 5 nema cjelobrojnih to¢aka (tj. jednadzba nema cjelobrojnih rjesenja). Jednadzbu pisemo u obliku
»+N=5)(p—V=5) =23

pa imamo i jednakost pripadaju¢ih glavnih ideala u 4. Ideali (y + V-5 iy - \-5 5) nemaju zajednickog prostog ideala u rastavu, osim mozda ideala Q sa

svojstvom (2) = 02 u A. Za ideale oblika (p) uz cijele proste p to je jasno, za ideal (\N=5) takoder (jer bi onda x bio djeljiv s 5, $to je nemoguce). Za ideale P
takve da je P # P takoder. Naime, kada bi bilo P|(y + \-5 5)1P|(y— \/_5) onda i P|(y + \/_) pa bi bilo PP|(y + \/_5) Sto je nemoguce. Sada dobijemo

G+V-5)=04 i (y—-\-5=04
gdje su 4 i A relativno prosti. Iz Q’AQ’Z = (x) = (x)? vidimo da je 2" = 235 za neki s, pa je = 3s. Sad je

G+N-5)=0%B> i (y—-5=0%B

Vol 13.



math.e - Ideja jednoznacéne faktorizacije I (print-verzija)

za neki ideal B i, kona¢no, (y + V=5) = D3 za neki ideal D. Kako je D? glavni, zaklju¢ujemo da je i D glavni, pa je y + V=5 = (a + b\—5)3 za neke cijele a, b.
Lako se vidi da je to nemoguce.
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