Sto dobivamo kada promatramo neSto na drugi nac¢in?

Zeljko Hanjs, Alija Muminagié

Trokut je naizgled jednostavna geometrijska figura, ali ima mnoga interesantna svoj-
stva. Izmedu njh smo ovaj puta izabrali Cetiri karakteristicne ili zna¢ajne tocke trokuta. To
su srediSte U upisane kruZnice, srediSte O opisane kruZnice, ortocentar ili sjeciste visina
H i teziste ili sjeciste teZiSnica T. Svaka od njih je jedinstvena.

Prisjetimo se da za njih vrijede ovi poucci:

Poucak 1. Simetrale unutarnjih kutova trokuta sijeku se u jednoj tocki. To je srediSte
U upisane kruZnice.

Poucak 2. Simetrale stranica trokuta sijeku se u jednoj tocki. To je srediSte O opisane
kruZznice.

Poucak 3. Neka su O i H srediSte o_pisaﬁ kruznice i ortocentar trokuta ABC te M,
N, P polovista njegovih stranica AB, BC, CA. Tada vrijedi:

— —

(1) 20M = CH
— — — — .

(2) OA + OB + OC = OH (Hamiltonov' poucak)

— — — — — —
(3) 2(0A + OB + OC) = AH + BH + CH.

Poucak 4. Pravci odredeni visinama trokuta sijeku se u jednoj tocki. To je ortocentar
trokuta H.

Poucak 5. TeziSnice trokuta sijeku se u jednoj tocki 7' koju zovemo teziste trokuta.
Ono dijeli svaku teZiSnicu u omjeru 2 : 1, mjereéi od vrha trokuta.

U ovom prilogu Zelimo prikazati na jedan drugi, ali manje poznat nacin, kako konstru-
irati tocke U, O, Hi T.

SrediSte U upisane kruznice

Neka je |AB| = ¢ najdulja stranica u trokutu ABC, |BC| = a, |AC| =b.

Lukovi sa sredistima u vrhovima A i B polumjera AC i BC sijeku stranicu A_i u toc-
kama D i E, a lukovi sa sredidtima B i A polumjera BD i AE sijeku stranice BC i AC
u tockama F i G. Tada je:

|BD| = |BF| =c — b, |AE| = |AG| =c—a
|[FC|=a—(c—b)=a+b—c, |CG|=b—(c—a)=a+b—c
pa je |FC| =|CG|.

I'V. R. Hamilton () irski je matematicar
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Simetrale duzina FC i CG (kroz njihova polovista K i L) sijeku se u to¢ki U. Sada
imamo:

ACLU = ACKU (|CL| = |CK|, CU je zajedni¢ka stranica i pravi kutovi)
i iz te podudarnosti slijedi SLCU = 4KCU, tj. CU je simetrala kuta SKCL.
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Slika 1.

1z slike 1 imamo:

1 1 1
|AL| = |AG| + |GL| = |AG|+5|CG| =c—a+ §(a+b—c): E(bJrcfa),

1 1 1
|BK| = |BF| + |FK| = |BF| + §|FC| =c—b+ §(a+b—c) = 5(a+c—b).
Ako je T poloviste duzine DE imamo:
1
2
1 1
|BT| = |AB| — |AT]| :cfE(bJrcfa): E(a+cfb): |BK]|.

1 1
|AT| = |AE| + S|ED| = |AE| + 5 (|AB| — |AE| — [BD|) = 5 (b + ¢ — a) = |AL|,

Gore smo pokazali da je
1 . 1
|AT|:|AL|:§(b+C—a) i |BT|:|BK|:§(Q+Cfb)

i osim toga je
1 1
|CK| = |CL| = |AC| — |AL| = b — §(b+c—a) = E(aijfC)

pa prema poucku o udaljenostima vrhova od diralista trokutu upisane kruznice: udaljenost
vrha trokuta od dirali§ta upisane kruZnice sa stranicama trokuta, kojima je taj vrh zajed-
nicki, jednaka je razlici poluopsega i duljine tom vrhu nasuprotne stranice, slijedi da su
tocke K, L, T upravo diraliSta upisane kruZnice u trokut ABC.

Citateljima prepuitamo da sli¢na razmatranja izvedu za tupokutan i pravokutan trokut.
SrediSte O opisane kruznice

Okomice na stranice trokuta ABC u vrhovima B i C sijeku se u tocki D. Konveksni
Cetverokut ABCD je tetivni ako i samo ako su mu nasuprotni kutovi suplementni. Cetve-
rokut ABCD je tetivni i vrijedi SABD + JACD = 180° (slika 2).
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Tocke A, B, C, D leZe na jednoj kruZnici i ona je opisana trokutu ABC'. Spojimo tocke
A 1 D. Trokuti ABD i ACD su pravokutni sa zajedni¢kom hipotenuzom AD cije poloviste
O je srediste opisane kruZnice trokutu ABC.

Slika 2.

Promatrajte posebno tupokutan i pravokutan trokut.

Hamiltonov poucak

(1) Vektori OM i CH su kolinearni pa je OM = aCH i analogno ON = PAH,
. . L — 1 — 1 — 1— .
zaneke o, B € R koje treba odrediti. Kako je NM = ECA =5 H + EHA is

— — —_— — P . . 1 —
druge strane NM = NO + OM = BHA + a CH odakle zaklju¢ujemo (E — ﬁ) HA +

1 - = . . . = = 1
(E — a> CH = 0 . Zbog linearne nezavisnosti vektora HA i CH slijedi o = § = 7
— —
tj. CH =20M.
— — — — — — — —
(2) OC +(OA + OB) = OC +20M = OC + CH = OH. "

(3) CH + AH + BH

Slika 3.

Matematicko-fizicki list, LXXVI 1 (2025. — 2026.)



Ortocentar H trokuta

Gore smo dokazali da vrijedi
— — — —
OA + OB + OC = OH
(Hamiltonov pucak).

Tocku H moZemo konstruirati ovako. Konstrukci-
ja tocke O nam je poznata (vidi sliku 4). Translati-

. — .
rajmo vektor OB tako da mu je pocetak (O) zavr-

- . .
Setak vektora OA (A), a zatim konstruiramo vektor

— . . —_— =
OC tako da mu je pocetak upravo krajod OA+ OB .
Prema Hamiltonovom poucku, upravo je taj zavrse- Slika 4.
tak tocka H.

Drugi nacin. Neka su O i H srediSte opisane kruZnice i ortocentar, a M, N, P redom

polovista stranica AB, BC, CA trokuta ABC i ON =%, OM = v, OP = 7. Tada
je
— =

1 1
¥ =3(0B+0C), ¥ =3(04+0B), 7 =2(0A+0C)

N =

(na osnovu pravila paralelograma za zbrajanje dvaju vektora).
Nakon zbrajanja ovih jednakosti dobivamo

- —

X+3V+7=0A+0B+0C=0
(na osnovu Hamiltonovog poucka).
Konstrukciju tocke H vidimo sa slike 4.

TeziSte T trokuta

Citateljima prepuitamo dokaz ovog poucka: U svakom trokutu, koji nije jednakstrani-
¢an, srediSte O opisane kruZnice, teziSte 7 i ortocentar H leze na istom pravcu. Pritom
T lezi na duzini OH i vrijedi |OT|:|TH| =1:2. Nakon dokaza konstruirati to¢ku 7.
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