ZADATCI | RUESENJA

Redakcija, iz tehnickih razloga, daje ovo upo-
zorenje:

Krajnji rok za primanje rjeSenja iz ovog bro-
ja je 31. prosinca 2025. RjeSenja (i imena rje-
Savatelja) bit ée objavljena u br. 3/303.

Ujedno molimo da pripazite na upute rjesa-
vateljima koje su na str. 72.

A) Zadatci iz matematike I

4043. Odredi ostatak pri dijeljenju broja
285194 brojem 14.

4044. Nadi sva rjeSenja jednadzbe

[4x — |x — 2| + 3| = 16.

4045. Za svaki pozitivan cijeli broj n s g(n)
je oznacen broj uredenih parova (x,y) pozitiv-
nih cijelih brojeva takvih da je

I 1 1
x 'y
Odredi g(20) i g(2000).

4046. Ako su x, y, z realni brojevi takvi da
je x> +y° +23 #£0, dokazi da je

2z — (x+y+2)
BT

2
jednako 3 ako i samo ako je x+y+z=0.

4047. U skupu realnih brojeva rijeSi sustav
jednadzbi

1 1
"':5("2*5)

1 1
=g (nrg)

1 1
X3:§<X4+E)

x*lx—ﬁ—l
4=5 (N o)

4048. Odredi i skiciraj u kompleksnoj ravni-
ni skup

S:{ze(C,0<argz_l,<E}.

z+i 4

4049. Odredi najvecu vrijednost izraza

(a+b)' + (@t + (a+a)
+b+ )+ b+ ) + (c+a).
gdje su a, b, ¢, d realni brojevi takvi da je
@bl rd =1
4050. Odredi brojeve x i y takve da je
5(log, x + log, y) = 26
xy = 64.

4051. U trokutu ABC je |BC| =a, |AB| =
|[AC| = b i ¥BAC = 80°. Dokazi jednakost
@ + \/§b3 — 3ab?.

4052. Nadi x sa slike.

4053. Ispitaj periodi¢nost funkcija:

a) f(x) = +/|cosx|

b) f(x) = cos

4054. Trokutu ABC upisana je kruZnica. Ne-
ka je P njezino diraliSte sa stranicom AB, a Q
je tocka na kruznici dijametralno suprotna toc-
ki P. Pravac CQ sijece stranicu AB u tocki R.
Dokazi da je poloviste stranice AB ujedno i po-
loviste duZine PR.

4055. Tocke A| i B su poloviita kateta BC
i AC pravokutnog trokuta ABC, a E i F su
presjeci simetrala unutarnjih kutova o i 3 s ka-
tetama BC i AC. Ako je |[AA1| = mq, |BB}| =
my, |AE| = sq, |BF| = sg, r i R radijusi upi-
sane i opisane kruznice, dokaZi nejednakost

2 2
m—2“+m—2”2§(3+1)l
& g 8 R

-

4056. Petar se sprema $kolske praznike pro-
vesti s grupom izvidaca. Njegovi planovi su to-
¢no definirani: svaki drugi dan kupat ¢e se u
moru, svaki treé¢i dan njegov je red za odlazak
u obliznji duc¢an po namirnice, a svaki peti dan
posvetit ¢e se rjeSavanju matematickih zadata-
ka. Prvi dan ¢e provesti, naravno, sve troje. Ako



planira na odmoru provesti 90 dana, koliko e
biti dana kada ne mora ni prstom maknuti?

B) Zadatci iz fizike I

0S - 554. Ucenici su serijski spojili Cetiri
jednaka otpornika na izvor napona 6 V. Amper-
metar spojen u taj krug je izmjerio struju od
100 mA. Njihov ampermetar moZze mjeriti stru-
judo 2 A. Mogu li ga koristiti ako iste otpornike
spoje paralelno na isti izvor?

0S - 554. Automobil se uspinje na brdo vi-
soko 400 m po cesti dugackoj 5 km. Do vrha
mu je trebalo 10 min. Masa automobila zajedno
s vozacem je 1500 kg, a prosjecna sila trenja iz-
nosi 300 N. Kolika je snaga automobilskog mo-
tora?

0S — 556. Drvena kocka ima volumen 8 cm>.

Kolikim tlakom ona tlaci podlogu? Koliki volu-
men ima kocka ispod koje je tlak dvostruko ve-
¢i? Gustoca drva od kojeg su kocke napravljene
iznosi 700 kg/m?.

0S - 557. Uciteljica je dala zadatak uceni-
cima u kojem su trebali odrediti gustocu nepra-
vilnog komadic¢a metala koriste¢i samo preciz-
nu vagu i malu plasti¢nu ¢asu. Ucenici su prvo
izvagali metal i odredili da ima 24 g. Zatim su
¢asu do vrha napunili vodom i izvagali ju. Ima-
la je 57 g. U punu ¢aSu su pazljivo stavili svoj
metal i kad se dio vode izlio iz nje ponovo ju iz-
vagali. Sada joj je masa bila 77 % Ucenici znaju
da je gustoéa vode 1000 kg/m’ i pomocu tog
podatka su izracunali gusto¢u metala. Kolika je
gustoda tog metala?

1875. Izracunajte ukupan omski otpor struj-
nog kruga na sliciza Ry =1 Q, Ry =4 Q i
R3; =2 Q.

1876. Valjak polumjera 2 cm i mase 200 g
pluta u uspravnom poloZaju u tekuéini gustoce
2 g/cm3. Nakon $to ga potisnemo malo dublje
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u tekucinu i otpustimo pritisak, valjak pocne ti-
trati. Kolika je frekvencija njegova titranja ako
je prigusenje titranja zanemarivo?

(Zadatak osmislio Duje Dodig.)

1877. U posudu je naliveno 5 litara mjeSavi-
ne vode i etanola. MjeSavinu zagrijavamo grija-
¢em radne snage 1 kW i ucinkovitosti zagrijava-
nja 80 %. Ako se mjeSavina zagrijala od 20°C
do 50°C za to¢no 10 minuta, odredite ukup-
nu masu tekuéine. Uzmite da je volumen smjese
jednak zbroju volumena pojedinih tekuéina. Ko-
ristite sljedece vrijedosti:  specificni toplinski
kapacitet vode 4200 J/kgK, specifi¢ni toplin-
ski kapacitet etanola 2400 J/kgK, gustoéu vode
1000 kg/m? i gustocu etanola 780 kg/m”>.

1878. U sljede¢im nuklearnim raspadima od-
redite nepoznate atomske (Z;, Z;) i masene
(A1, Ay) brojeve izotopa te oznake nepoznatih
elemenata (x, y):

A 213
Séx —a+zy

142 A
67X —=PrLY

%lx —n +é22 He

A — 24

ZX—e +i1y

Pt iy

1879. Kosina je sastavljena od dvije paralel-

ne Sipke, svaka od kojih je jednim krajem oslo-
njena o rub police odredene visine, a drugim je
uprta o tlo. Sipke su udaljene 2 cm. Niz njih je
iz mirovanja u kotrljanje bez proklizavanja pus-
tena homogena kugla polumjera 2 cm. Ako je
pocetna visina sredista kugle nad tlom 10 cm,
kolika je njezina brzina u trenutku kada dotak-
ne tlo?

p

(Zadatak osmislio Duje Dodig.)

1880. Elektron-pozitron par prolijece uz mi-
rujuéeg promatraca i zatim anihilira u tri fotona.
Jedan foton emitiran je u smjeru gibanja para, a
preostala dva okomito na taj smjer. Ako svi fo-
toni imaju istu energiju, kolika je pocetna brzi-
na para? Potreban je relativisticki racun.




1881. Staklena kugla polumjera 15 cm i in-
deksa loma 1.5 nalazi se u zraku. Unutar kugle,
na udaljenosti 12 cm od njezina srediSta nalazi
se toCkasti izvor svjetlosti. Neka je 6 kut oda-
Siljanja svjetlosne zrake s obzirom na spojnicu
sredista kugle i svjetlosnog izvora. U kojem ras-
ponu kuta 0 svjetlosna zraka mora biti odaslana
da bi izasla iz kugle? Za koje udaljenosti izvo-
ra od sredista kugle je mogude da neke zrake ne
izadu iz kugle?

C) Rjesenja iz matematike I

4015. Nadi sve troznamenkaste prirodne bro-
Jeve koji pri dijeljenju s 37 daju ostatak 2, a pri
dijeljenju s 11 ostatak 5.

Rjesenje. Neka je x traZeni troznamenkasti
broj. Iz uvjeta zadatka moZemo pisati:

x=37a+2, acZ i x=11b+5, beZ,

37a+2=11b+5
_37a73_3a+4a73
T 11

Bududi da su a i b cijeli brojevi vidimo da i
4a -3
11

b

treba biti cijeli broj. Tako je:

4a —3 _
n__°
C llc+3
4“7y
L 407c+ 119
4
407¢ + 119
Wer 19

cEZ

100 <

281 3877

407 < T 407
Jer je ¢ € Z,slijedi ¢ € {1,2,...,9}, ali
jedine vrijednosti za koje jei @ € Z su ¢ €
{3,7} itada je a € {9,20}. Konac¢no je x €
{335,742} .

< 999

C

Duje Dodig (4),
Gimnazija Lucijana Vranjanina, Zagreb

4016. DokaZi da za svako x > 0 vrijedi ne-
Jjednakost

Vx(x+1) +x(x—4)+1>0.

Rjesenje. Za x > 0 je (y/x—1)% >0, tj.
x+12>2v/x
Sada je
Vx(x+1) +x(x—4) + 1
> VE 2Rl —4) + 1
=2+ —dx+ 1

=x272x+1
:(x—l)2
> 0.

Jednakost se postize u slucaju x = 1.
Duje Dodig (4), Zagreb
4017. Odredi sve realne brojeve b > 1 takve
da je
[logy, x| = [log; | x]]
za sve realne x > 1.
Rjesenje. Razmatramo dva moguca slucaja.
1° b e N\ {1}.
Ako je k = [log,|x]|], vrijedi:
k<logylx] <k+1
= "< |x) <
Bududi da je x prirodan broj, to je ekvivalentno
s:

B< < B
= k<logyx <k+1
< |log, x| = k.
2° b ¢N.

Tada postoji prirodan broj k za koji x = bk
takoder nije prirodan broj. No, tada vrijedi:

llog, b*| = [k] = k = log, b*
k k
> log, |07 > [log,|57] ]
pa nemamo identitet.

Dakle, svi realni brojevi b > 1 za koje vri-
jedi dana jednakost su iz skupa:

{b|b>=2, beN}L
Duje Dodig (4), Zagreb
4018. Odredi i skiciraj skup S u kompleks-

noj ravnini ako je

z—1 T
= 20 — .
S {ZG(C <argz+i<4}




Rjesenje.
i—i_x+(—Di x—(@+1)i
z+i x+(+1)i x—(y+1)

_ x +y2 —1 —2x ;
(1?21
Iz uvjeta zadatka je:
0 < arct o < T
-2
0< 55— <!
x> +ys—1
Vidimo iz uvjeta zadatka da je broj < _7_ l u pr-
i

vom kvadrantu pa je lijevi dio gornje nejedna-
kosti ekvivalentan s:

—2x>0
x2+y271>0
(D
x<0
x2+y2>l
1z
—2x 2, 2
—— <1 . —1(>0
Tra <1/ A =160
x2+y271>72x
(x+ 12+ > (V2)~. 2)

Konacno rjesenje je presjek uvjeta (1) i (2) $to
¢emo prikazati u Gaussovoj ravnini.

2
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KruZnice se sijeku u to¢kama A(0, 1) i B(0,—1).

Duje Dodig (4), Zagreb

4019. PokaZi da je

ay +bix  ayx+ by Cl
ar +byx  axx+by
ay+bix azx+b3z 3

s | @ by ¢
=(1-x)] a2 by ¢
a3 by 3

Rjesenje. Retke ili stupce determinante po-
mnoZene nekim brojem moZemo dodavati dru-
gim retcima ili stupcima, a da se njihova vri-
jednost ne mijenja. Dakle, oduzimanjem prvog
stupca pomnoZenog s x od drugog stupca ima-
mo:

ay + bix

ay + byx
az + bzx

aix+by ¢
ax+by ¢
asx + by c3

ay +bix ayx+ by —x(a; + bi1x) ¢
=| ay +byx arx+ by —x(ay +brx) ¢
as +byx azx+ by —x(az + b3x) 3

ay + byx (l 7x2)b1 Cl
=| aa+byx (11— xz)bz 1)
as + bix (l 7x2)b3 c3

a; +bix b Cl
ay+byx by ¢
az+byx by c3

=(1-x)

ay +bix—bix by cl
ar) +byx —byx by ¢
as + bsx —bsx b3y 3

=(1-x)

ap by
= (1 7x3) a by o R
az b3 c3

gdje smo od prvog stupca oduzeli drugi pomno-
7Zen s x.

Duje Dodig (4), Zagreb

4020. Pravokutnik je upisan u trokut sa stra-
nicama 10 cm, 17 cm i 21 c¢m, tako da dva nje-
gova vrha leZe na jednoj stranice trokuta. Od-
redi stranice pravokutnika ako je njegov opseg
22.5 cm.

Matematiéko-ﬁz*ékj list, LXXVI 1 (2



Rjesenje.

a=21, b=10, c=17
op=2(x+y) =225 = x+y=1125
a+b+c 48
S A A R V'
2 2
P:%:\/s(s—a)(s—b)(s—c)
— V243 14-7 =84
2.84
= —=28.
" T
A
b v-y c
v
y
X
C a B
Sli¢nost trokuta:
v—y v v—y v
X a 1125—-y a
88—y 8
— 25—y 2
= y=6, x=25.25

Franka Horvat (2),
X. gimnazija “lvan Supek”, Zagreb

4021. Dijagonale konveksnog cCetverokuta
ABCD sijeku se u tocki O pod pravim kutom
tako da je |AO| = 8, |[BO| = |CO| = 1 i
|DO| = 17. ProduZeci stranica |AB| i |CD| si-
Jeku se u tocki M. Koliki je SAMD ?

Rjesenje. Vidimo da je:
1

8
8
7

tg JBAO = -, tgJOAD =

)

tg JODA = =, tg 4ODC =

G — 0

Sada je:
JAMD
1 1
= 180° —arctg g—arctg %— arctg %— arctg =

= 180° —arctg éf(arctg %+ arctg% ’
1

—arcto - 90°
arctg
=90°—( arct l—Q—arct 1
= g8 g7
11
:900—arcth:90°—arctgl3—1

L
8 7
=arctg?.

Duje Dodig (4), Zagreb

4022. Neka su a, b, ¢ duljine stranica tro-
kuta sa svojstvom da su za svaki prirodan broj
n, d*, b", " duljine stranica trokuta. DokaZi
da je trokut jednakokracan.

Prvo rjeSenje. Neka je a > b > ¢. Ako su
a', b, ¢" stranice trokuta mora biti:
A<V +" = 4" -V <"
— (a—b)(d" ' +d" b+ 4" < "
(1)
Zbog a > b > c je:
an71 + anizb + ... +b”71 >n-c""

i nejednakost (1) piSemo u obliku:

1

(afb)-nc"*1 < = a-b<=.
n

Posljednja nejednakost mora biti ispunjena za
svaki n € N, a to je mogucée samo u slucaju
ako je a = b, tj. ako je trokut jednakokracan.

Duje Dodig (4), Zagreb

Drugo rjesenje. Pretpostavimo da je trokut
raznostranic¢an.

Neka je ¢ najdulja stranica. Tada je za svako
n " <d +0b" zan>1.Toje ekvivalentno

n b n
1<<3) +<—) Con> 1
c c
Kako je a < ¢ i b < ¢ prelakom na limes kada
n — oo dobivamo 1 < 0, $to nije moguce.

Dakle, trokut je jednakokracan.
Franka Horvat (2), Zagreb
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4023. Dan je paralelogram ABCD, E tocka
osnosimetricna toc¢ki B u odnosu na pravac AC
i F sjeciste pravaca AE i CD. DokaZi da su
trokuti ADF i CEF sukladni.

Rjesenje. 1z svojstava paralelograma vrijedi

ANADC = ANCBA = ACEA

pa je |AD| = |CE| i YADF = JCEF.

D M\ e

A B

Iz jednakosti sukuta JAFD = JCFE, pre-
ma KSK poucku o sukladnosti slijedi tvrdnja
NADF = N\CEF.

Duje Dodig (4), Zagreb

4024. Neka je x = sin18°. Doka%i da je
47 +2x = 1.

RjeSenje. Neka je ABC jednakokracan tro-
kut s kutom od 36° pri vrhu C. Povucimo si-
metralu AD kuta BAC. Vidimo da jei AACD
jednakokracan i AABC ~ ABDA.

Iz ABCE je:
|AB|
. EB| 2
80— EBL_ 2
s BC| ~ |BC]

= |AB| = 2sin 18°|BC|7
odnosno
|CD| = |AD| = |AB| = 2x|BC|. (@8]

Matematicko-fizicki list, LXXVI 1 (2

Iz AABF je:
|BD|
. BF| 2
180 = BEL_ 2
S |AB| ~ AB]

= |BD| = 2sin 18°|AB|
= 2x|AB| = 4%|BC|.  (2)
Sada je:
|BC| = |BD| + |CD| = (4x* + 2x)|BC|
— 4’ f 2= 1.
Duje Dodig (4), Zagreb

4025. Za kutove trokuta vrijedi o : f:y =

4:2: 1. DokaZi da za njihove stranice vrijedi
1 1 1
ate ¢

Prvo rjesenje. Kako je o = 4k, = 2k,
Y = k, iz sinusova poucka imamo:
a b ¢
sindk  sin2k  sink’
sin 4k _sin2k
sink O = Sink &

tj.

Sada je:
1 1
a b
sin k
" sindk ¢ sin2k-c

__sink 1 n 1
T sin4k  sin2k

sink 1+ 2cos2k
¢ sindk
sink sin” k + cos” k + 2(cos” k — sin® k)
¢ sin 4k
sink 3cos?k — sin®k
¢ sindk
sink 3 —4sin’k
¢ sindk

3sink — 4sin® k
T sindk
sin 3k
sin 4k
sin(180° — 4k)

sin 4k
sindk 1

sindk ¢’

sin k

A== a|l=0|—

Duje Dodig (4), Zagreb




. 4

Drugo rjesenje. Dobivamo o = 7”, B =
2 .
—ﬂ, Yy = E. Stavimo x = E. Iz poucka o
7 7 7
sinusima imamo:
a=2Rsin4x, b =2Rsin2x, ¢ = 2Rsinx,
. 1 1 1
. — , =—.

sindx  sin2x  sinx

Kako je 4x = 7 — 3x imamo
1 1 1

sin2x  sinx’

sin 3x
Nadalje,
1 1 1

sinx  sin3x
sin 3x — sinx

sin 2x

sinx sin 3x
2 cos 2x sinx

sin x sin 3x
2 cos 2x

= - tj.
sindx ' 0

sin 3x = 2 sin 2x cos 2x = sin 4x,
Sto vrijedi jer je sin4x = sin(7 — 3x) = sin 3x.
Ur.

4026. Vrh C paralelograma ABCD spojen
je s polovistem L stranice AD. Na duZini LC
izabrane su tocke M i N tako da je BM para-
lelno s DN (tocka N je izmedu L i M ). Odre-
di omjer povrSina mnogokuta ABMND i troku-

ta CDN.

Rjesenje. Vidimo da je ALND ~ ACMB s
koeficijentom sli¢nosti

Lol _ 1
|BC| ~ 2

N . Parnp 1

Za povrsine tih trokuta je _OIND

Pacus 4

.. P | .

Ocito je LABL (visine iz vrhova B i
ABCL

L na nasuprotne osnovice su jednake). Stavimo

Parnp =X 1 Paapp =y, imamo:
PApMND
Pacnp
_ PnasL +Paper — Papem + Paino
Pacpr — Parnp
_y+2y—dx+x  3y—3x
; y—x T oy—x
Duje Dodig (4), Zagreb

4027. Na stolu se nalazi a bijelih, b crnih
i ¢ crvenih kuglica. U jednom koraku moZe se
izabrati dvije kuglice razlicitih boja i zamijeniti
ih s kuglicom trece boje. Na kraju ostane samo
Jedna kuglica cija boja ne ovisi o toku igre. Ka-
da se to moze dogoditi?

Rjesenje. Najprije uo¢imo da se svakim ko-
rakom broj kuglica na stolu smanjuje za 1, pa ée
se igra zavrsiti u kona¢no mnogo koraka. Npr.
ako smo u prvom koraku izabrali jednu bijelu
i jednu crnu kuglicu i njih zamijenili crvenom
kuglicom, na stolu imamo a — 1 bijelih, b —
1 crnih i ¢ + 1 crvenih kuglica. Takoder vidi-
mo da broj kuglica u sve tri boje mijenja svo-
ju parnost nakon svakog koraka. Ako jedan od
brojeva ima razli¢itu parnost od druga dva, to
ée svojstvo zadrzati do kraja igre bez obzira na
njezin tok. Kuglica te boje ¢e na koncu jedina
ostati na stolu.

Duje Dodig (4), Zagreb

4028. Ako je p prost broj, dokaZi
p—D!=p—1(modl1+2+...4+p—1).

RjesSenje. Za p = 2 tvrdnja vrijedi.
Za p > 2 treba dokazati da je:

(p—1)—(p—1)=0 (mod 1?(}'%*1))

p-Dlp-21-1]=0 <modp-’%1)

Dovoljno je pokazati da je lijeva strana djeljiva

—1
. Po-

s P

i's p. OCito je dieljivo s 2
kazimo da je

(p—2)!'—=1=0 (mod p).
Kako je za prost broj p
(p—1)!'=—1 (mod p).



l=p-1)=E-2)(p-1)
=—(p—-2)! (mod p), 4.
(p—2)!—1=0(mod p).

Helena Rukavina (4),
Gimnazija “Isidora Sekuli¢”, Novi Sad

D) RjeSenja iz fizike I

0S - 546. Staza koja od Bjelskog vodi na
vrh Kleka je duga 2.9 km. Izletnici su krenuli u
9:30 i na vrh su stigli u 11:05, ali su se u pla-
ninarskom domu, prije glavnog uspona, odma-
rali 15 minuta. Na vrhu su proveli 10 minuta.
Silazak im je bio laksi pa su se na Bjelsko vra-
tili ve¢ u 11:45. Koliko je puta prosjecna brzina
silaska veca od prosjecne brzine uspinjanja?

Rjesenje.
s =2.9 km
t1=9:30
th=11:05
t3 = 15 min
t4 = 10 min
ts = 11:45

Vsilaska _9

Vuspinjanja
Tuspinjanja = 12 — 11 — 13
=11 h 5 min — 9 h 30 min — 15 min

=1 h 20 min
s 2.9 km km
L _ =2.175 —
uspinjanja tuspinjanja 1.3 h h

Lsilaska = 15 — 12 — I4
=11 h 45 min — 11 h 5 min — 10 min

=30min=05h
Vsilaska = - 29 km = 5-8@
Lsilaska 0.5 h h

Vsilaska 5.8 km/h

= =2.7.
Vuspinjanja  2-175 km/h

Katja Delié¢ (8),
OS Mate Lovraka, Zagreb

OS - 547. Najhladniji planet u Suncevom
sustavu nije Neptun, najdalji od Sunca, nego
Uran. Prosjecna udaljenost Urana od Sunca iz-
nosi oko 2.871 milijardu kilometara, dok je Nep-
tunova oko 4.5 milijarde kilometara. Uran je u
proslosti imao sudar s nekim velikim tijelom sto
ga je “prevrnulo na bok”, os rotacije mu je na-
gnuta 98 stupnjeva u odnosu na putanju oko Sun-
ca. U tom je sudaru vjerojatno izgubio dio svo-
Jje topline. Koliko dulje putuje Sunceva svjetlost
do Neptuna nego do Urana? Brzina svjetlosti
u vakuumu iznosi 299792458 m/s.

Rjesenje.
ry = 2.871 - 10° km
N =45-10" km

¢ =1299792458 ? =299792.458 1%

N —ty =?
IN = m
C
4500000000 km
= DRI 15010.4
209702458 kmys 0104 s
ty = m
C
_ 2871000000 km _ o

299792.458 km/s
N — 1y =15010.4 s — 9676.6 s
=5333.8 s = 1.48 h.

Ema Stanesié¢ (8),
OS Mate Lovraka, Zagreb

OS - 548. U utrci na 100 m je mjereno vrije-
me ubrzavanja trkaca koji krece iz niskog star-
ta. Izmjereno je da je on 2 s ubrzavao i nakon
toga je do cilja trcao stalnom brzinom. Utrku je
istréao za 10.2 s. Koliku je brzinu postigao ti-
jekom ubrzavanja?

Rjesenje.
s =100 m
1nH=2s

Hh=102s—2s=82s

v =7
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2
s = —I—I—Vlz: 71+at1t2

2
2
<—1 + l1l2)

a =

—% + 111
2
== 100 m =5.435 m/s’
> +25-82s
v =at
=5435m/s> -2 s = 10.87 ?

Lovro Juraié (8),
OS Mate Lovraka, Zagreb

0S - 549. Etanol na 20°C ima gustocu
789 kg/m3. Kad ga se zagrije za 1°C njegov
se obujam poveca za 1.1- 1073 pocetnog volu-
mena. Kolika ée biti gustoca pola litre etanola
pocetne temperature 20°C ako ju se 2 minute
zagrijava grijacem snage 200 W? Specifi¢ni to-
plinski kapacitet etanola je 2400 J/kgK.

Rjesenje.

Prooc = 789 kg/m’
AViec = 1.1-1073V
V=05L=05-10""

fpo = 20°C
t=2min=120s
P =200 W
¢ = 2400 J/kgK
Pron =?
m="Vp
=05-107° m’ - 789 kg/m’
= 0.3945 kg
0=pt
=200 W - 120 s =24000 J
ar=<
cm
= 2J4 000 J =2535K
2400 kg—K -0.3945 kg

At = 25.35°C

AV = AVjoc - 25.35
—1.1-107°-05L-2535
—0.014 L

Vion = V + AV

—0514L=0514-10"°m’
m
Pxon = V
0.3945 kg

kg

= —=—=7675 —=.
0.514 - 1003 m3 m3

Leon Hudoletnjak (8),

OS Mate Lovraka, Zagreb

1861. Nuklearni fizicar mjeri aktivnost radi-
oaktivnog uzorka u razlicitim trenucima. U pr-
voj (A) rundi mjerenja mjeri je tocno u 8 sati
ujutro (8:00:00 h) te zatim tocno u 9 sati ujutro
i za omjer tih aktivnosti dobiva vrijednost 1/3.
Ako drugu (B) rundu mjerenja zapocinje tocno
u 10 sati ujutro, u kojem trenutku mora pono-
viti mjerenje da bi za omjer tih dviju aktivnosti
dobio vrijednost 1/6? Izrazite rezultat u obliku
sat:minuta:sekunda.

RjeSenje. Aktivnost uzorka nakon vremena
At jednaka je A(r) = Age ™ . Primjenjujuci
formulu na prvi slu¢aj, uz Ay = A(8 h), Ay =
A9 h), Ap/A; =1/3 i At=1 h, imamo
My =3

At
Primjenom na drugi slucaj, uz A3 = A(10 h),

A2 =A]€_}L

Aq = A(t), Ag/A3 = 1/6, za traZeni trenutak 7
nalazimo
Ay = Ase™ A(t—10 h)
odakle
In6 In6
t=10h+ —=10h+ — (1 h).
) Finz (D)

Brojcana vrijednost je ¢ ~ 11.63093 h, Sto pre-
raCunavanjem u minute i sekunde daje

t = 11:37:51 h.

Duje Dodig (4),
Gimnazija Lucijana Vranjanina, Zagreb

1862. Valjak polumjera 10 cm zarotiramo po-
cetnom kutnom brzinom od 10 okretaja u sekun-
di te ga paZljivo spustimo na horizontalnu pod-
logu. Cim ga postavimo na podlogu, prestane-
mo ga pridriavati. Zbog proklizavanja njegova



oboda po podlozi dinamicko trenje ¢e ga tran-
slacijski ubrzavati te istovremeno rotacijski us-
poravati sve dok obodna brzina ne postane jed-
naka translacijskoj brzini valjka. Uz pretpostav-
ku da nema trenja kortljanja, valjak se nakon
toga nastavlja gibati konstantnom brzinom, ko-
trljajuci se bez proklizavanja. Izracunajte konac-
nu brzinu valjka ako je on:

a) Supalj, tako da je sva masa raspodijeljena
duZ vrlo tankoga plasta zadanog polumjera;

b) pun i homogen.

Rjesenje. Sila F dinami¢nog trenja neovis-
na je o brzini. Dok ono djeluje, translacijsko gi-
banje valjka jednoliko je ubrzano (a = F/m).
Kako valjak krece iz translacijskog mirovanja,
vremenska ovisnost njegove brzine tijekom dje-
lovanja trenja je

F
v(t) = .

Racunato s osi rotacije valjka, moment sile tre-
nja jednak je M = FR, uz R kao polumjer va-
ljka. On uzrokuje rotacijsko usporenje o kroz
M = Ilo, uz I kao moment inercije valjka. Uz
o kao pocetnu kutnu brzinu, rotacijsko gibanje
jednoliko je usporeno (o¢ = FR/I) pa je vre-
menska ovisnost kutne brzine

FR

o(t) = wy — —t.

1
Proklizavanje valjka po podlozi prestaje u tre-
nutku 7" kad translacijska brzina postane jedna-
ka obodnoj brzini

v(T) = o(T)R.
Izjednacavanjem
2
Fr_wr- TR,
m 1
nalazimo
ImR
T = ———— .
F{I+mR2) ™
Povratkom T u v(r) nalazimo
IR
t>T)= ——— .
W=D = e ™
Moment inercije Supljeg valjka je I = mR?,

stoga je uz wy =27 - 10 s7! njegova konacna

Matematicko-fizicki list, IJ,XXVI 1 (2025.

brzina R
Va = % =3.14 m/s.
Moment inercije punog homogenog valjka je
1 = mR? /2 pa u drugom sluéaju slijedi
_ @R

V== 2.06 m/s.

Ur.

1863. Na slici je prikazan strujni krug sas-
tavljen od otpornih Zica. Sve Zice imaju ista ot-
porna svojstva (otpornost i povrSinu poprechog
presjeka), a svi prikazani trokuti su jednakostra-
nicni. Ako je otpor najkraceg ravnog komada Zi-
ce 1 Q, koliki je ukupan otpor kruga izmedu to-
caka A i B?

A

B

Uputa. Nemojte odmah napasti problem ra-
¢unom. Neke od Zica mogu se ukloniti iz price
pravilnim argumentom.

Rjesenje. Kako su stranice svih malih troku-
ta jednake duljine, svi takvi komadi Zica imaju
jednak otpor od 1 Q. Na shemi

brojevima su oznaceni pojedini komadi samo za-
to da bismo ih uspjeli prepoznati u ekvivalent-

noj shemi.
a1




U opéem slucaju ona se ne mozZe svesti na
niz serijskih i paralelnih spojeva pa bismo uku-
pan otpor morali nalaziti Kirchhoffovim zakoni-
ma. No kako su svi otpori jednaki, zbog simetri-
je strujnog kruga elektri¢ni potencijal u dvjema
tockama C je jednak. Stoga medu njima nema
napona, a kroz otpornik 5 ne tece struja pa se on
ne pojavljuje u Kirchhoffovim jednadZbama, tj.
strujni krug ponasa se kao da Zica 5 uopée ne
postoji. Uklonimo 1i je iz ekvivalentne sheme,
vidimo da se krug svodi na kombinaciju serija i
paralela. Prvo racunamo serijski spoj otpora 2 i
3: Ry3 =2 Q. On je u paralelnom spoju s otpo-
rom 4, odakle: Rp34 = 2/3 Q. Taj spoj je pak u
seriji s otporom 1 pa je Rjp34 = 5/3 Q. Kona-
¢no, dva su takva spoja u paraleli pa je ukupan
otpor sheme 5/6 Q.

Ur.

1864. Dva tockasta izvora svjetlosti udalje-
na su 1 m. Kamo, duZ pravca na kojem leZe iz-
vori, treba postaviti konvergentnu lecu Zarisne
duljine 18 cm da bi im se slike nasle u istoj toc-
ki?  Kolika je udaljenost obiju slika od lece?
Kakva je priroda tih slika (realna, virtualna)?
Gdje se moZe naci leca: na spojnici izvora (iz-
medu njih), van njihove spojnice ili oboje? Gd-
Jje se nalazi slika? Skicirajte relativne poloZaje
izvora, lece i slike.

Rjesenje. Za dva izvora (udaljena za d) vri-
jede jednadzbe

1 n 1 ; 1 " 11
a b f a b f
gdje su a; udaljenosti izvora od lece, a b; uda-
ljenosti njihovih slika od lece. Pri tome b; moZe
biti pozitivan (ako je slika relana) ili negativan
(ako je virtualna).

Prepostavimo prvo da se leca moZe nadi van
spojnice izvora. Tada su oba s iste strane lece
pa im slike moraju biti ili obje realne ili obje
virtualne da bi se nasle u istoj tocki. U svakom
slu¢aju mora biti by = by, = b, bez obzira na
predznak od b. U ovom slucaju takoder vrijedi
a = d+ay, Sto uvrStavanjem u jednadzbu lece
daje

LIS U T D S|
a b f d+a b f’
Odavde je a; = d + aj, §to nije moguce za

d # 0 pa se ovako slike ne mogu preklopiti.

Preostaje mogucnost da se le¢a nade izme-
du izvora. Sada slika jednog izvora mora biti na
suprotonoj strani lece, a slika drugoga na istoj
strani na kojoj je on sam, tj. jedna mora biti re-
alna, a druga virtualna (b; moraju imati suprot-
ne predznake). Uz by = —by = b vrijedi ap =

d—ay paje
1 1 1 . 1 I 1
— == —— ==,
a b f d—a b f
Eliminacijom ¢lana 1/b imamo
[ R B |
fooa d—a  f’

Sto daje kvadratnu jednadzbu za a,

2a} — 2a1d +fd =0,
¢ija su rjeSenja
d+ \/d?> - 2df
—
Rjesenja su realna, tj. scenarij je moguc¢ samo
za f < d/2. U oba slu¢aja korijenski ¢lan ma-
nji je od d pa su oba rjeSenja unutar [0, d]. Nji-
hov je zbroj d pase (aj)+ ocito odnose na slu-
¢ajeve kad je leca bliZza jednome ili drugome iz-
voru. U tom smislu su ekvivalentna pa mozemo
zadrZzati bilo koje od njih. Za a; biramo ono s
negativnim predznakom (pa drugo izravno daje

(a1)+ =

a):
d—+/d*—2d
a) = ff =10 cm.
Pocetna jednadzba daje b
b= _ 25cm,
ar—f

Dakle, slika izvora blizega leéi je virtualna, a

slika daljega izvora je realna. Kako je |b| > ay,

vidimo da se slika na$la van spojnice izvora.
slika

izvor 1 izvor 2

1865. U otvorenoj posudi od jedne litre na-
lazi se pola litre vode. Vodu pri atmosferskome
tlaku zagrijavamo do vrenja. U trenutku dosti-
zanja vrelista (100 °C) posudu hermeticki zat-
varamo te je nastavljamo zagrijavati. Koliki ce
biti tlak u posudi nakon sto vodi prenesemo jos
200 kJ topline? Zrak i vodenu paru smatraj-
te idealnim plinovima. Pretpostavite da tlak ne
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utjece na latentnu toplinu isparavanja. Atmos-

ferski tlak je 10° Pa. Gusto¢a vode Jje 1000 kg/ m3.

Latentna toplina ispravanja vode je 2260 kJ/kg.
Molarna masa vode je 18 g/mol.

RjeSenje. Oznac¢imo s Vy volumen posude
(1L = 1dm® = 1073 m’), as Vy pocetni
volumen plina u posudi u trenutku njezina zat-
varanja. Iz jednadZbe idealnog plina

poVo = noRTy

i poCetnih podataka (py kao atmosferski tlak i
To kao temperatura vreliSta od 373 K) prvo od-
redujemo koli¢inu tvari ng u plinu u trenutku
zatvaranja posude

_ Vo

n .
O~ RT,

Zbog zakona parcijalnih tlakova nebitan je po-
Cetni sastav plina, tj. od kojih se udjela zraka
i vodene pare sastoji. Sve dok imamo mjesavi-
nu faza, daljnjim zagrijavanjem temperatura u
posudi ostaje ista, dok se isparavanjem smanju-
je volumen tekudine, a povecava volumen plina.
Uz latentnu toplinu isparavanja L, maksimalna
toplina koju vodi mozemo dovesti prije nego $to
sva ishlapi jednaka je

Omax = (Vuk — Vo)pL = 1.13 MJ,

gdje je p gustoéa tekuce vode, tako da je (Vyx—
Vo)p njezina poéetna masa. Vidimo da je do-
datna dovedena toplina Q manja od QOmax, $to
znaci da sve vrijeme imamo mjesavinu faza pa
ostajemo pri stalnoj temperaturi 7, a sva topli-
na “tro$i” se na isparavanje vode. Zbog toga is-
pari masa Am = Q/L, odnosno volumen vode

ay = am_ 2

p  Lp

pa se toliko volumena oslobodi za plin (gustoca
vode se povecanjem tlaka plina ne mijenja zbog
nestlacivosti tekucine). Koli¢ina tvari u plinu po-
veca se za koli¢inu tvari koja je isparila, a koju
odredujemo iz

_am_ 0

M LM

gdje je M molarna masa vode. Dakle, nakon do-
vodenja dodatne topline Q plinu je dostupan vo-

lumen Vy + AV te se u njemu nalazi koli¢ina
tvari no+An. Novi tlak odredujemo iz jednadz-

An

be idealnog plina

ORTy

_ ng+An 7p0V0+ M

P veravtt T T 0
(b

$to daje 110871 Pa.

1866. Kamen mase 0.5 kg privezan je za ko-
nop duljine 50 cm i rotira u vertikalnoj ravni-
ni brzinom stalnoga iznosa. Napetost konopa u
najnizoj tocki kruZne putanje je 45 N. Ako ko-
nop pukne u trenutku kad je brzina kamena us-
mjerena vertikalno uvis, do koje Ce se visine
(mjereno od tocke odvajanja od konopa) dignuti
kamen? Koristi g =10 m/s”.

(Zadatak osmislio Duje Dodig.)
Rjesenje. Za silu napetosti Fy u najniZoj toc-

ki putanje vrijedi Fy = Fcp+mg, odakle slijedi
centripetalna sila

Fep = Fy —mg =40 N.
Iz Fep = mv% /R za brzinu tijela nalazimo

FepR
Vg = % =40 m?/s>.

Nakon S$to konop pukne, kamen se giba verti-
kalno uvis pocetnom brzinom vy. Maksimalna
visina je

hmax =

Duje Dodig (4), Zagreb

1867. Cestica mase mq sudara se s miruju-
com Cesticom mase my,, pri cemu dolazi do re-
akcije nakon koje podrucje medudjelovanja na-
pustaju Cestice masa me i mg (mg+mp < me+
my ). Odredi minimalnu potrebnu energiju ces-
tice ‘a’ da bi reakcija bila moguca (1j. energiju
praga reakcije). Potreban je relativisticki racun.

* % K

Primjenom dobivenog rjeSenja izracunaj ener-

gijske pragove sljedecih reakcija:
n+7Li—> lH—§—7He
n+"Li —*H+°He
n+'Li— *H+°He
n+"Li —*H+*He
n+"Li —°H+He
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u kojoj neutron nalijece na mirujucu atomsku
Jjezgru Li. Izrazi te energije u megaelektronvol-
tima (MeV). Nuklearne mase u jedinicama
MeV/c? su:

m(n) = 939.565 i m(’Li) = 6533.833

te:
m(*H) = 938.272;  m("He) = 6545.509
m(*H) = 1875.613; m(°He) = 5605.534
m(3H) = 2808.921;  m(’He) = 4667.679
m(*H) = 3750.086; m(*He) = 3727.379
m(PH) = 4689.852;  m(*He) = 2808.391

(Zadatak osmislio Duje Dodig.)

RjeSenje. Na pragu rekacije novonastale ¢es-
tice ¢ i d u sustavu centra mase miruju. U bilo
kojem drugom sustavu gibaju se kao jedno cje-
lovito tijelo, ukupne mase

My = me +my

(vidi:  Tvorba mase — 1. dio, MFL 291). Sto-
ga na njihovu zajednicku ukupnu relativisticku
energiju mozemo primijeniti jedinstven izraz

Eeq = \/P%dcz + Mczdc47

gdje je pcqg njihova zajednicka kolic¢ina gibanja.
Kako je pcq ukupna kolic¢ina gibanja nakon re-
akcije, a prije reakcije svu koli¢inu gibanja nosi
samo Cestica a, iz zakona ocuvanja koli¢ine gi-
banja imamo
Pa = Pcd-
Iz zakona ocuvanja energije imamo
Ea + Ep = Ecq,

$to raspisom u na pragu reakcije u sustavu mi-
rujuce mete te uvrstavanjem p.q = pa daje

\/PA2 + mict + myct = \/pac? + Mt

Kvadriranjem i sredivanjem dolazimo do

Eq = \/p3c2 + m2c

M — (g + mg)cz

B 2mb
Ovo je minimalna relativisticka energija projek-
tila potrebna za pokretanje reakcije. Energija pra-
ga odgovara kinetickom dijelu te energije, od-
nosno razlici ukupne relativistice energije i ener-

gije mirovanja
Eprag =Eq
Sredujemo uz raspis M.q = mc + mqg pa je
2 2
(me +mgq)” — (ma + myp)~ 2
Eprag = ¢,
2mb
$to je konacno traZeno rjeSenje. Zgodno je pri-
mijetiti da primjenom izraza za razliku kvadrata
i koriStenjem oznake

X = (me +mq) + (ma + my)
za zbroj te

A = (mc +mg) — (ma + my)
za razliku masa prije i poslije reakcije rjeSenje
poprima oblik:

2
— mac”.

2A
Eprag = %02 .

* Kk

Uz pokratu
Ep = Eprag("H +* " He)

za energiju praga danih reakcija, uvrStavanjem
zadanih masa nalazimo:

E; =11.88 MeV

E, = 8.87 MeV
E; = 3.66 MeV
E4 = 4.65 MeV

E5 = 28.46 MeV.
Duje Dodig (4), Zagreb

* * x

Ako su ay, by, cj strogo pozitivni realni bro-
jevi za 1 < k < n, dokazi vrijednost

(ane)
< (B4 (&) (%)

k=1 k=1



