ZANIMLJIVOSTI

66. Drzavno natjecanje iz matematike
Hrvatska, 28.—30. travnja 2025. g.

Skolsko natjecanje iz matematike ove §kolske godine odrzano je 14. veljace, a Zupanij-
sko natjecanje 14. oZujka. Samo DrZavno natjecanje iz matematike ove je godine odrZza-
no od 28. do 30. travnja u Vodicama, za ucenike srednjih Skola, A varijante i B varijante.
Zadatke je priredilo posebno potpovjerenstvo za A varijantu i B varijantu DrZavnog po-
vjerenstva za matematicka natjecanja.

Sudionici ovogodis$njeg DrZzavnog natjecanja bili su smjeSteni u hotelu Imperial. Sudje-
lovalo je 260 ucenika osnovnih i srednjih Skola, te oko 170 mentora. Domacdin natjecanja
je bila Osnovna Skola Vodice. Za vrijeme natjecanja, mentori su imali seminar na kojem su
predavali Mea Bombardelli, Azra Tafro, Marijana Krni¢ i BoZena Palanovic. U slobodno
su vrijeme ucenici i mentori mogli posjetiti kanal sv. Ante u blizini Sibenika.

Za srednje je Skole podijeljeno 10 prvih, 8 drugih, 8 tre¢ih nagrada i 14 pohvala za A
varijantu, te 6 prvih, 7 drugih, 11 trecih nagrada i 20 pohvala za B varijantu.

Nagrade i pohvale u¢enika srednjih skola

A varijanta

I. razred

Matej Krizanié, Prva gimnazija Varazdin, Varazdin, Lovro Klickovié, XV. gimnazija,
Zagreb (1. nagrada); Ivan Kataleni¢, XV. gimnazija, Zagreb, Leonardo Stare§inci¢, XV.
gimnazija, Zagreb (II. nagrada); David lan Luci¢, Gimnazija Sesvete, Zagreb, Luka Mi-
lani, Gimnazija Andrije Mohorovici¢a, Rijeka, Franjo Brigi¢, XV. gimnazija, Zagreb (III.
nagrada); Roko Gasparovié, XV. gimnazija, Zagreb, Petar Primorac, I1I. gimnazija, Split
(pohvala).

II. razred

Fran Pilipovié¢, XV. gimnazija, Zagreb, Martin Vidovié¢, XV. gimnazija, Zagreb, Matej
Svilokos, XV. gimnazija, Zagreb (1. nagrada); 1li¢ Lovro, XV. gimnazija, Zagreb (II. nag-
rada); Kaja Passek-Kumericki, XV. gimnazija, Zagreb, Fran Cacinovié¢, Gimnazija Luci-
jana Vranjanina, Zagreb (III. nagrada); Gabriel Prvulovié¢, Gimnazija Pula, Pula, Gabri-
el Augustin, XV. gimnazija, Zagreb, Vilim Livada, Gimnazija Marul, Zagreb, Mate Saric,
Gimnazija Frane Petrica, Zadar (pohvala).

III. razred

Kristijan Simovi¢, XV. gimnazija, Zagreb (1. nagrada); Fabijan Cika¢, XV. gimnazija,
Zagreb, Emil Missoni, XV. gimnazija, Zagreb, Hrvoje Valent, Gimnazija Lucijana Vranja-
nina, Zagreb (II. nagrada); Masa Dobri¢, XV. gimnazija, Zagreb (IIl. nagrada); Karlo Br-
¢i¢, XV. gimnazija, Zagreb, Masuro Kritovac, XV. gimnazija, Zagreb, Lovro Tunji¢, XV.
gimnazija, Zagreb, Tomislav Vlajcevié, XV. gimnazija, Zagreb (pohvala).
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IV. razred

Emanuel Bajami¢, 111. gimnazija, Split, Marko Hreni¢, Prva gimnazija Varazdin, Va-
razdin, Jurica Spoljar, XV. gimnazija, Zagreb, Dario Vuksan, XV. gimnazija, Zagreb (I.
nagrada); Patrik Cvetek, Elektrotehnicka Skola — Split, Split, Luka Krasnjak, XV. gimna-
zij, Zagreb (II. nagrada); Zvonko Adrijevié, 1. gimnazija, Zagreb, Karlo Jokos, Gimnazija
Petra Preradoviéa, Virivitica (II. nagrada); Karlo Ahel, Gimnazija Andrie Mohorovicica,
Rijeka, Borna Cizmarevié¢, Gimnazija Andrie Mohorovici¢a, Rijeka, Val Karan, XV. gim-
nazija, Zagreb, Nikola Vujica, XV. gimnazija, Zagreb (pohvala).

B varijanta

I. razred

Josip Celi¢, Tehnicka $kola Rudera Bogkovica, Zagreb, Mateo Foder, Srednja Skola
Ivanec, Ivanec (I. nagrada); Ema SuSec, Prirodoslovna Skola Vladimira Preloga, Zagreb
(II. nagrada); Danilo Bartoli¢, Tehnicka Skola Rudera Boskovica, Zagreb, Lovre Cepo, V.
gimnazija Vladimira Nazora, Split, Natasa Drakuli¢, Gimnazija Josipa Slavenskog, Cako-
vec (III. nagrada); Rafael Schlosser, Nadbiskupska klasi¢na gimnazija s pravom javnos-
ti, Zagreb, Dorotea Jesih, Prirodoslovna $kola Vladimira Preloga, Zagreb, Artur Krumm,
Srednja Skola Jeklovec, Sesvete (pohvala).

I1. razred

Jan Filakovié, Elektrotehnicka i prometna Skola Osijek, Osijek (I. nagrada); Marta Go-
Jjevié, Prirodoslovna §kola Vladimira Preloga, Zagreb (II. nagrada); Nikola Lovri¢, Gimna-
zija Nova GradiSka, Nova GradiSka, Mateo Maras, Gimnazija i stukkovna Skola Jurja Do-
brile, Pazin, Niko Baoti¢, Gimnazija i ekonomska Skola Benedikta Kotruljevi¢a, s pravom
javnosti, Zagreb, Petar Brajkovi¢, Srednja $kola Mate Balote, Pore¢, Ivan Markié¢, Tehnic-
ka Skola Rudera Boskovi¢a, Zagreb (I1I. nagrada); Bartol Dragicevi¢, Gimnazija Andrije
Mohorovici¢a, Rijeka, Lovro Hatvalié, Srednja Skola Petrinja, Petrinja, Grgur Petrov¢id,
Gimnazija i ekonomska Skola Benedikta Kotruljevica, s pravom javnosti, Zagreb (pohva-
la).

III. razred

Niko Josipovié, Tehnicka Skola Rudera Boskoviéa, Zagreb (I. nagrada); Sven Todoro-
vi¢, Prirodoslovna Skola Vladimira Preloga, Zagreb, Ana Karla Vodanovi¢, XV. gimnazi-
ja, Zagreb (II. nagrada); Anja Tuskan, Gimnazija Karlovac, Karlovac (III. nagrada); Lana
Sufec, Prirodoslovna 8kola Vladimira Preloga, Zagreb, Luka Ozvaci¢, Srednja Skola Ivan
Svear, Ivani¢ Grad, Viktorija Pribanié, IX. gimnazija, Zagreb, Ivano Horvatin, Elektro-
strojarska Skola, Varazdin Petar Bic¢ani¢, Tehnicka Skola Rudera Boskovica, Vinkovci, Ti-
na Rosandi¢, Gimnazija Matije Antuna Reljkovica, Vinkovci, Ivan Vuk, Prva gimnazija
Varazdin, Varazdin, Karlo Jurcevié, Gimnazija Karlovac, Karlovac, Vjeran Zlatar, Klasi¢-
na gimnazija, Zagreb (pohvala).

IV. razred

Dora Drenski, X. gimnazija Ivan Supek, Zagreb, Mihael Miloslavié, Strukovna klasic-
na gimnazija Rudera BoSkovica s pravom javnosti, Dubrovnik (1. nagrada); Petar Jadro, 1.
gimnazija, Zagreb, Stefano Stocco, Talijanska srednja Skola Dante Alighieri — Scuola me-
dita superiore italiana Dante Alighieri, Pola, Pula, Petar Mari¢, Srednja §kola Dugo Selo,
Dugo Selo (IL. nagrada); Matija Ljuti¢, Prirodoslovna i graficka Skola Rijeka, Rijeka, Jan
Dolacki, Prirodoslovna $kola Vladimira Preloga, Zagreb, (III. nagrada); Noa Crnié, Pri-
rodoslovna i graficka Skola Rijeka, Rijeka, Jakov Matulié, 1. tehnicka Skola Tesla, Zagreb,
Ivan Luka Sabolovié¢, Gornjogradska gimnazija, Zagreb, Borna Basi¢, Prirodoslovna §kola
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Vladimira Preloga, Zagreb, Filip Prov¢i, Isusivacka klasicna gimnazija s pravom javnosti
u Osijeku, Osijek (pohvala).

Zadatci s Drzavnog natjecanja — A varijanta

I. razred
1. Odredi sve trojke cijelih brojeva (a,b,c) za koje vrijedi
la+ 3|+ b* +4c* — 14b — 12¢ + 56 = 0.
2. Odredi sve trojke realnih brojeva (a, b, c) koje su rjeSenja sustava jednadzbi
a + b*c = ac
b* + c*a = ba
e +a*b = cb.
3. Odredi sve etvorke prirodnih brojeva (a,b, k,n) za koje vrijedi
k-2 —(2k—1)-2"+k— 1=k -2 - 2",

4. 1z ploce dimenzija 2025 x 2025 uklonjen je kvadrat dimenzija 7 x 7, a preostali dio
ploce prekriva se plo¢icama dimenzija 1 x 4 (tako da svaka plocica prekriva tocno
cetiri polja).

1. Ako uklonimo sredi$nji 7 x 7 kvadrat, dokaZi da je preostali dio plo¢e moguce
pokriti plo¢icama dimenzija 1 x 4.

2. Ako uklonimo 7 x 7 kvadrat koji sadrZi jedan ugao ploce, dokaZi da preostali dio
ploc¢e nije moguce pokriti plo¢icama dimenzija 1 x 4.

5. Neka su K i L redom polovita stranica CD i AD paralelograma ABCD. Za to¢ku
T unutar paralelograma vrijedi |KT| = |AK| i |LT| = |CL|. Neka je M poloviste
duZine BT. DokaZi da je SMAT = STCM.
II. razred
1. Odredi sve uredene trojke realnih brojeva (x,y, z) koje su rjeSenja sustava jednadzbi

xy+1=2z
vz+1=2x
o+ 1 =2y

2. U stozac osnovke polumjera 1 i visine duljine 2v/2 upisan je kvadar takav da jed-
na strana kvadra pripada osnovki stoSca, a vrhovi suprotne strane pripadaju plastu
stoSca. Ako je strana kvadra koja pripada osnovki stoSca kvadrat, koliko je najvece
oplosje koje takav kvadar moZe imati?

3. Odredi sve uredene parove prirodnih brojeva (k,n) takve da vrijedi
7-n" —n® = (n+8)~

4. Neka je M tocka unutar trokuta ABC na simetrali kuta <\BAC. Pravci AM, BM i
CM ponovo sijeku opisanu kruznicu trokuta ABC redom u to¢kama A;, By i C;.
Neka je P sjeciste duZina A;C; i AB te Q sjeciste duZina A|B; i AC. DokaZi da
su pravci PQ i BC paralelni.
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5. U svako polje pravokutne ploce s 3 stupca i 14 redaka upisan je simbol X ili O.
Za ploc¢u kazemo da je balansirana ako su zadovoljeni sljedeci uvjeti:
e svaki 3 x 3 kvadrat sadrZava najviSe 5 simbola X i najviSe 5 simbola O
e u svakom 3 x 3 kvadrati nijedna dijagonala ni redak ni stupac ne sadrzavaju

tri ista simbola.

Za balansiranu ploc¢u P, centar od P je ploc¢a s 3 stupcai 12 redaka dobivena ukla-
njanjem prvoga i posljednjega retka iz P. Medu svim balansiranim plo¢ama koliko
postoji razlicitih centara?

III. razred

1. Odredi sve parove pozitivnih realnih brojeva (x,y) koji su rjeSenja sustava jednadz-
ba

xx+y — y180
)/c+y — x45'

2. Neka je n prirodni broj. Svakom je vrhu kvadrata pridruZen cijeli broj. Broj pridru-
Zen vrhu moZe se zamijeniti zbrojem brojeva pridruZenih dvama od ostalih vrhova.
DokaZzi da je uvijek (neovisno o odabiru pocetnih brojeva pridruZenih vrhovima) ni-
zom opisanih zamjena moguce posti¢i da brojevi pridruZeni svim Cetirima vrhovima
budu djeljivi s .

3. Tablica dimenzija 2025 x 2025 popunjena je tako da se u polju u i-tome retku i
Jj-tome stupcu nalazi broj i + j — 1, za sve i,j € {1,2,...,2025}. Odabrano je
2025 polja koja se nalaze u razli¢itim retcima i razli¢itim stupcima. Koja je najmanja
moguca vrijednost umnoska brojeva na odabranim poljima?

4. Neka je D to¢ka unutar trokuta ABC i neka je E to¢ka na duZini AD razli¢ita od A
i D. Opisane kruznice trokuta BDE i CDE sijeku stranicu BC redom u to¢kama F

i G. Neka je X sjecicte pravaca DG i1 AB, a Y sjecicte pravaca DF i AC. Dokazi
da su pravci XY i BC paralelni.

5. Zarazlicite prirodne brojeve m i n kaZemo da su prijatelji ako postoje prirodni bro-
jevi a i b koji nisu djeljivi sa 101 takvi da je

(mH"  a

(n)" b
Postoji li prosti broj koji ima tocno 12 prijatelja?
IV. razred
1. DokaZi da je broj
102102 _ 100100

djeljiv sa 1012,

2. Odredi sve funkcije f : R — R takve da za sve x,y € R vrijedi
FE@)+f0) =2y +f(x—y).

3. Neka je n prirodan broj. Za prirodni broj m, neka f,,(n) oznacava broj djelitelja
broja n*! koji su veéi od n™. DokaZi da postoji prirodni broj K takav da za svaki
m > K vrijedi f,,(n) = fu1(n).

4. Dan je jednakokraéni trokut ABC sa stranicama duljina |AB| = |[AC| =5 te |BC| =
6. To¢ka D odabrana je na stranici AC, a tocka P na duZini BD tako daje SCPA =
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90°. Ako je SPBA = 4PCB, odredi omjer
|AD|
IDC|
5. Dana je plo¢a dimenzija 9 x 9 €ija su sva polja bijela. Odredi najveci broj polja koja
je mogucde obojiti u crveno tako da svaki dio ploce dimenzija 2 x 2 sadrZava najvise
dva crvena polja.

Zadatci s Drzavnog natjecanja — B varijanta

I. razred
1. U skupu realnih brojeva rijesi nejednadzbu

‘\/xZ 1 90x + 2025 — /% — 90x + 2025 < x.

2. Za prirodni broj k veéi od 2, svaki je broj iz skupa {6, 8, 10,...,2k} pomnoZen sa
svakim brojem iz skupa {5,7,9,...,2k — 1} te je Sy zbroj svih dobivenih umno-
zaka. Za koji k vrijedi Sy =210007?

3. U jednakokra¢nome je trapezu jedna osnovica Cetiri puta dulja od druge, duljina kra-
ka iznosi 6 cm, a mjera je Siljastoga kuta 60°. Trapez je podijeljen na pet troku-
ta jednakih povrSina tako da svi vrhovi tih trokuta pripadaju osnovicama trapeza, a
svaki vrh trapeza moZe biti zajednicki vrh najviSe trima trokutima. Odredi povr§inu
toga trapeza i zbroj opsega svih pet navedenih trokuta.

4. Jednoga dana uciteljica je na dodatnu nastavu matematike donijela dvije kutije s jed-
nakim brojem jabuka. Jabuke iz jedne kutije podijelile su djevojcice, a iz druge dje-
¢aci. Broj djevojcica za pet je manji od broja jabuka koje je dobila svaka od njih,
a broj jabuka koje je dobio svaki djecak za dva je veci od broja djeCaka. Drugoga
je dana na dodatnu nastavu doSla jedna djevojcica vise te dva djeCaka manje nego
prvoga dana. U¢iteljica je ponovno donijela dvije kutije s jednakim brojem jabuka
(broj jabuka u kutijama prvoga i drugoga dana nije nuzno jednak) te su djevojcice
podijelile jabuke iz jedne kutije, a djecaci iz druge. Svaka je djevojcica dobila jednu
jabuku manje, a svaki djecak osam jabuka viSe nego prvoga dana. Koliko je dje¢aka
i djevojcica bilo na dodatnoj nastavi prvoga dana?

5. Neka su a, b i ¢ pozitivni realni brojevi. DokaZi nejednakost
2 2
(aJrS) +<b+£> > 8c.
b a

II. razred
1. Neka su a i b rjeSenja jednadzbe x> + px + 1 = 0, a ¢ i d rjeSenja jednadZbe
x> +gx+1=0, pri ¢emu su p i ¢ realni brojevi. Odredi |p — g| ako vrijedi
(a—c)(b—c)la—d)(b—d)=2025.
2. Neka je S ={1,2,3,...,102}. Treba odabrati podskup T skupa S takav da zbroj

nikoja dva razli¢ita elementa skupa T ne bude djeljiv s 10. Koliko najvise elemenata
moze imati skup 7°?

3. Zadan je jednakostrani¢an trokut ABC duljine stranice 2 cm. Na stranicama BC i
AC redom su odabrane to¢ke D i E takve da je |CD| + |CE| = 3 cm. Ako je M
poloviste stranice AB, odredi mjeru kuta SDME.
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4. Odredi sva realna rjeSenja sustava jednadZba

x+y =y

y+xt=x.

5. Medu svim trapezima koji su upisani u kruZnicu promjera AB duljine 2 cm tako da

im je taj promjer jedna osnovica, trapez ABCD ima najveci opseg. Odredi duljinu
druge osnovice toga trapeza.

III. razred
1. DokaZi da nejednadZba

1
2log; (49sz_2 - 1) + logs (7\/‘”2—8 + 5) > 1

nema rjeSenja u skupu cijelih brojeva.
Tocka C(4,—2) vrh je trokuta ABC. Visina povudena iz vrha B leZi na pravcu za-
danome jednadZbom 6x—5y+35 = 0, a teZiSnica povuena iz vrha A leZi na pravcu
zadanome jednadzbom 7x 4 3y + 5 = 0. Odredi koordinate vrthova A i B.
Pravokutnome je trokutu upisana kruZnica polumjera 3, a kruZnica koja dira hipote-
nuzu i produZetke kateta ima polumjer 18. Odredi duljine stranica toga pravokutnog
trokuta.
Odredi najmanju mogucu pozitivnu vrijednost realnoga parametra B za koji jed-
nadzba

30 — 30 cos(Bx) = |x — 30| + |x + 30|
ima to¢no 30 rjeSenja u skupu realnih brojeva.

Prirodni broj zovemo mocnim ako je djeljiv s kvadratom svakoga svojeg prostog fak-
tora. DokaZi da se svaki mocni prirodni broj moZe zapisati u obliku a’b*, pri ¢emu
su a i b prirodni brojevi.

IV. razred

1.

X —

1
Neka su f(x) = 1 i fu(x) = (fi ofu—1)(x) za sve n € N, n > 2 pravila pri-
X

druZivanja funkcija zadanih na njihovoj prirodnoj domeni. Koliko iznosi f2025(5)?
Odredi najveci prirodni broj n za koji je broj

24344+...+n+(n+1)
nulto¢ka polinoma P(x) = x> — 151x% 4 2175x — 2025.

Za svaki pravac koji prolazi tockom (0, 1) koordinatne ravnine konstruirana su nje-
gova sjeciSta s pravcima zadanim jednadZbama

x+y—-2=0 1 —x+y—-2=0
te poloviste duZine kojoj su rubne tocke navedena sjecista. Koju krivulju odreduje
skup svih tako dobivenih polovista? Odredi jednadzbu te krivulje.

Prirodni broj koji se ¢ita jednako slijeva nadesno i zdesna nalijevo naziva se palin-
drom. Ako slucajno odaberemo Sesteroznamenkasti palindrom x, kolika je vjerojat-

nost da je i broj 1x_1 palindrom?

Neka je ABCD C&etverokut kojemu se moZe opisati kruznica. Vrijedi |BC| = |CD| =
3 i |[DA| =5, a mjera kuta ADC iznosi 120°. IzraCunaj duljinu kraée dijagonale
toga Cetverokuta.

Matko Ljulj
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