ZADATCI | RUESENJA

Redakcija, iz tehnickih razloga, daje ovo upo-
zorenje:

Krajnji rok za primanje rjeSenja iz ovog bro-
ja je 28. veljace 2026. RjeSenja (i imena rjeSa-
vatelja) bit ¢e objavljena u br. 4/304.

Ujedno molimo da pripazite na upute rjesa-
vateljima koje su na str. 144.

A) Zadatci iz matematike I

4057. Dokazi da realne brojeve a # b vri-
jedi nejednakost

(@ + %) < 2d® + 1)

4058. Nadi sva realna rjeSenja (x,y) jednadz-

be
4 42 2 2

v +4y"x—11y" +4xy—8y+8x" —40x+52 = 0.

4059. Dan je polinom

P)=x*+x+ 2 +x+1.

Nadi polinome Q(x) i R(x) koji imaju pozitiv-
ne stupnjeve i cjelobrojne koeficijente, tako da
vrijedi Q(x)R(x) = P(5x%) za svaki x.

4060. Nadi imaginarni dio kompleksnog bro-
ja 22, ako vrijedi arg[z’(—1+4i)] = 7 i Re(z%) =
—2v/3.

4061. Dokazi da vrijedi jednakost determi-
nanti

1 a be
det| 1 b ca
1 ¢ ab
1 a &
=det| 1 b b
1 ¢ &

4062. Stranica AD paralelograma ABCD
produljena je do toc¢ke F. Pravac BF sijece di-
jagonalu AC u E i stranicu DC u G. Ako je
|EF| =32 i |FG| = 24, koliko je |BE|?

4063. Radijus trokutu upisane kruZnice jed-
nak je 1, a duljine njegovih stranica su cijeli bro-
jevi. DokaZi da su stranice trokuta jednake 3, 4,
5.

4064. Ako je ABCDEFGHK pravilni deve-
terokut, |AB| = a, |[AC| =b, |AD| =c i |AE|
c a
=d, dokazi daje - — - =1.
, dokaZi da je o — -

4065. U rombu ABCD su M, N, P, Q po-
lovista stranica AB, BC, CD, DA, tim redom.
Kolika je povrSina cetverokuta odredenog prav-
cima AN, BP, CQ, DM ako je povrSina romba

jednaka 100 cm”.

4066. Nadi vezu izmedu stranica a, b, ¢ tro-
kuta ABC ako se teZi$nica AM, visina BH i si-
metrala CD kuta SACB sijeku u jednoj tocki.

4067. 1z jednog vrha trokuta povucena je te-
ZiSnica duljine 7. Ona dijeli kut pri tom vrhu na
dijelove € i @. DokaZi da je povrSina trokuta
jednaka

_ 2/% sin e sin 0]
~ sin(e + @)

4068. Upisana i pripisana kruznica trokuta
ABC dodiruju stranicu AB u to¢kama D i E.
Pokazi da je |AD||DB| = |AE||EB| i da je to
povrsina pravokutnika ¢ije su duljine stranica
jednake duljinama polumjera tih kruZnica.

4069. Tri kruznice sa srediStima A, B, C do-
diruju se medusobno i imaju zajedni¢ku tangen-
tu, kao na slici.

Ako su a, b, ¢ polumjeri kruznica sa sre-
distima A, B, C dokazi

1 1 1

v

Va

+\/E.

4070. Brojevi 1, 2, ..., 2n poredani su pro-
izvoljno na 2n mjesta koja su numerirana s
1,2, ..., 2n. Zatim se zbroji svaki redni broj
s brojem koji mu je pridruzen. Dokazi da medu
tim sumama postoje barem dvije koje imaju isti
ostatak pri diobi s 2n.
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B) Zadatci iz fizike I

0S - 558. Opruga se produlji za 3 cm kad
se na nju objesi uteg mase 50 g. Kad se na nju
objesi staklena kocka produljenje opruge iznosi
9.6 cm. Kolika je duljina brida kocke? Gustoca
stakla iznosi 2500 kg/m?>.

0S - 559. Luka je mjerio broj otkucaja srca
i utvrdio da u mirovanju ima 60 otkucaja u mi-
nuti. Zna da je snaga ljudskog srca oko 2.5 W.
Koliko energije potrosi srce tijekom dana, a ko-
liko za jedan otkucaj?

0S - 560. Baterija ima svoj unutarnji otpor.
Ucenik je, Zelec¢i ga odrediti, izmjerio napon na
novoj bateriji od 4.5 V dok nije bila spojena u
strujni krug. Napon je tada iznosio 4.8 V. Kad ju
je spojio sa zaruljicom i ampermetrom izmjerio
je struju od 250 mA. Napon na krajevima Zaru-
ljice je tada iznosio 4.4 V. Koliki je unutarnji ot-
por baterije?

0S - 561. U Zagrebu se provodi projekt pos-
tavljanja solarnih panela na krovove Skola. Je-
dan panel ima povrsinu 10 m?. Prosjec¢na koli-
¢ina Sunéevog zraGenja iznosi 1000 W/ m?. Ko-
risnost panela je oko 20 % i dnevno radi prosje-
¢no 5 sati. Ako Skola dnevno trosi 30 kWh elek-
tricne energije, koliko bi trebalo postaviti takvih
panela da pokriju sve potrebe $kole?

1882. U svakome vrhu pravilnog 2025-tero-
kuta duljine stranice 1 m nalazi se jedna Cesti-
ca. Svaka Cestica giba se brzinom stalnog iznosa
(i istoga za sve Cestice) prema Cestici u prvome
susjednom vrhu, u smjeru kazaljke na satu. Ko-
liki e put prijeci svaka Cestica prije nego se sve
nadu u istoj tocki?

1883. Schwarzschildov polumjer je polum-
jer koji bi kugla dane mase morala imati da bi
postala crna rupa. On se pravilno izvodi unutar
Einsteinove opce teorije relativnosti, no sretna
je okolnost i zanimljiva podudarnost da se is-
ti rezultat moZe dobiti i klasicnim racunom. U
sklopu klasi¢nog razmatranja Schwarzschildov
polumjer odreduje se iz uvjeta da druga kozmic-
ka brzina za lansiranje tijela s povrSine kugle
postane jednaka brzini svjetlosti. (Druga kozmi-
¢ka brzina je minimalna brzina potrebna da bi
se lansirano tijelo uspjelo odmaknuti na besko-
nacnu udaljenost od drugoga tijela — u nasem
slu¢aju od promatrane kugle.) Izracunajte
Schwarzschildov polumjer Zemlje, tj. koliki bi

polumjer Zemlje morao biti da bi ona postala
crna rupa. Masa Zemlje je 6 - 10%4 kg.

1884. Zica duljine 2L rastegnuta je horizon-
talno izmedu dva stupa za rasvjetu. Svjetiljka
mase 3 kg objeSena je na sredini Zice. Koliki
¢e biti kut Zice prema horizontali ako je presjek
Zice 0.2 cm?, a njezin Youngov modul elastic-
nosti 50 GPa? Uz g = 10 m/ s2, koristi aprok-
simaciju malih kutova.

(Zadatak osmislio Duje Dodig.)

1885. Zavojnica induktiviteta 0.318 H spoje-
na je u seriju s kondenzatorom promjenjiva ka-
paciteta i otpornikom od 22 Q. Strujni krug za-
tvoren je prikljuc¢ivanjem na izvor izmjeni¢noga
napona amplitude 380 V i frekvencije 50 Hz.

a) Ako je kapacitet kondenzatora 0.5 uF, iz-
racunaj efektivnu struju u krugu, amplitudu na-
pona na zavojnici te fazni pomak izmedu struje
i napona u krugu.

b) Na koju vrijednost treba podesiti kapaci-
tet kondenzatora da bi krugom tekla maksimal-
na struja? Kolike su tada traZene vrijednosti iz
a) dijela zadatka?

(Zadatak osmislio Duje Dodig.)

1886. Raketa se lansira vertikalno uvis izba-
civanjem vrucih plinova u dva navrata, s vre-
menskom razlikom Ar (prvo izbacivanje nastu-
pa dok raketa jo§ miruje na tlu, a drugo nakon
At). Svako izbacivanje plinova traje vrlo kratko,
a koli¢ina izbacenoga plina u oba je slucaja jed-
naka. Ako je brzina plina s obzirom na raketu
jednaka u, koliki treba biti Az da bi raketa do-
segla najvecu visinu? Zanemari otpor zraka.

(Zadatak osmislio Duje Dodig.)

1887. U medicini se ¢esto koriste radioaktiv-
ni kobalt ® Co, ¢ije je vrijeme poluZzivota 5.27
godina, te radioaktivni jod BT yremena polu-
zivota 8.025 dana. Izracunajte omjer pocetnih
masa %Co i *'T ako su im u pocetnome tre-
nutku aktivnosti jednake. Nakon koliko vreme-
na ¢e im omjer aktivnosti biti jednak 100? Ko-
ristite molarnu masu (po molu atoma) Mc, =
60 g/mol za °Co i My = 131 g/mol za 1.

1888. Svjetlost prolazi kroz tri staklena blo-
ka. Indeks loma prvoga bloka je 1.5, a drugoga
1.6. Razlika u valnim duljinama svjetlosti u tim
dvama blokovima iznosi 20 nm. Kolika je valna
duljina svjetlosti u treCem bloku, indeksa loma
1.8?
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C) Rjesenja iz matematike I

4029. DokaZi da za pozitivne realne brojeve
ay, ap, as, a4 vrijedi nejednakost

ai a as
a) +az + ag az + ag + ay as +ay1 +ap
ag 4

2= .
a)+a +az 3

RjeSenje. Oznac¢imo s
ap a
+
ay +az + as az +ayg + aj
as aq
+ + s
as +ay +ay ay +apy +az

te jos:
a n a3
a) + a3z +ag az + a4 + ap
as n ai
as +a1 +ap ay +ax +az
a a.
3 + 4
a) +az +ay az +aq + ay
ag an
as +a1 +ap a) +ay +az
a. a
4 n 1
ar) +az +ag az + a4 + ap
ap n a3
as +a1 +ap a1+a2+a3'
Ocito je Ly + L3z + Ly = 4. Sada imamo:

L+Ly+ L3+ Ly
=(a1 +ax + a3 +a4)

L=

Ly =

Ly =

1 1
. +
<a2+a3+a4 az + a4 + ap

1 1
+ +
as +a1 +ap a) +ax +az

A-H
> (a1 +ay+az +as)
16 16
3(&] +ax + a3 +a4) - 3
16 4
L>— —4=12_
- 3 3

Jednakost se postize ako i samo ako je
ay = ay) = az = dg4.

Duje Dodig (4),
Gimnazija Lucijana Vranjanina, Zagreb
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4030. DokaZi da za pozitivne realne brojeve
a, b, c vrijedi nejednakost
av? b*c? *d? - S+ + 3

a+b b+c c+a 2 '
Kada vrijedi jednakost?

Rjesenje. Koriste¢i poznatu nejednakost a+
b* > ab(a + b) imamo:

S+ +3
2
_a3+b3 b3+c3+a3+c3
T4 4 4
> ab(a + b) n be(b +¢) n ac(a +c) .
4 4 4
Bududi da vrijedi
ab(a+b) _ a°b® 2
> —b)" =0
4 “a+b = la-b)
slijedi
&+b+3 a*b? b2c? d?
= + .
2 a+b b+c c+a

Jednakost se postize ako i samo ako je
a=b=c.
Duje Dodig (4), Zagreb

4031. Dokazi da jednadiba X" = 2" — 1
nema rjeSenja u skupu prirodnih brojeva, ako su
m > 1 i n> 1 prirodni brojevi.

Rjesenje. Najprije uoc¢imo da x ne moze biti
paran broj jer je desna strana jednadzbe nepar-
na. Sada razlikujemo dva slucaja:
1° m je paran.

Jednad?bu zapiSemo: x4 1 = 2". Kako je
x neparan, vidimo X" +1 =2 (mod 4), pa taj
broj ne moZze biti jednak 2" za n > 1.
2° m je neparan.

Tada mozZemo zapisati:

X

=(x+ 1)(xm71 A"+ —xt 1)
=+ D" 2=+ +xx—1)+1].
I u ovom sluéaju x" + 1 ne moZe biti jednako
2" jer je taj broj djeljiv s neparnim brojem koji
nije jednak 1 za x > 1. Ako je x =1, tada je
2" =1 = n =1, $to prema uvjetu zadatka
nije moguce.

Ovime je zadatak rijeSen.

Duje Dodig (4), Zagreb
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4032. U kompleksnoj ravnini skiciraj skup to- - L .
X C1 C3 =3 —C]
Caka
; 1 L
U i b1 S
C:= — <2 = (@3 — 1) — u(bs — by)]
{ZE 6 S < arg 12 4} -

AL L - o
Rjesenje. Kako je argi = g, arg(1+i) = % “1-u (@5 — d@2) — p(bs — b)]
o jrec— oo ME — ) = 26
Mgz TN arg[(1 +i)z] odakle slijedi C; = C, = C5 ilidasu Cp, Ca,
T ) C3 na istom pravcu.
=5 — 2 [arg(l+i) +argz]
b1 b1
=Z_2.(Z
2 (4 * (”)
=-20=-20+2kn, keZ.
Sada je:
7 b
- <2 2k —
6 ¢+ 2kn < 7
3 T
— < - km < =
nSTeTmsg
7 T . .
km — 3 <@ < km— vE k=0.1. Duje Dodig (4), Zagreb
y 4034. Neka je O srediste paralelograma
S. ABCD i P po volji izabrana tocka izvan njega.
e Tocke M i N su polovista duZina AP i BP, a
\\\\ Q je sjeciste dufina MC i ND. DokaZi da su
ol == T tocke O, P i Q kolinearne.
T~3T N Prvo rjesenje. Neka je cijela ravnina raza-
~So — — -
S< peta vektorima AB =d i AD = b. Ako doka-

— —
Duje Dodig (4), Zagreb ~ Zemo da su vektori OQ i OP kolinearni, do-

kaz je gotov.
4033. Na pravcima p i r, koji se sijeku, da-

ne su redom medusobno razlicite tocke Ay, As,
—_— —_—
Az i By, By, B3, tako daje AlAz = /‘{A2A3
L — —_—
1 BlB3 = 13233, za A 75 0. Tocke Cl’ C2,
C3 dijele A\By, AxBy, A3B3 u istom omje-
ru. DokaZi da su one identic¢ne ili leZe na istom
pravcu.

Rjesenje. Neka je O = pNr, 5;4),‘ = d,
— o — .
OB; =b;, OC; =c¢; (i:172,3). = . o
Neka je AP = ad + b. Imamo:
—_— —_—
Iz A1A3 = /‘{A2A3 slijedi — — —

e 0P=0A+AP

s —dy = Ads — dp)

-,

i sli¢no . . . . ( —b)+ od + ﬂb

by — by = A(b3 — b)

i ub =(a-= b. (1
pa iz ¢ = a,l 'LLbl (i=1,2,3) dobivamo (cx ) < > M
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Dalje imamo: Ovime smo dokazali da su tocke O, P i Q ko-
—  — linearne i Q dijeli duZinu OP u omjeru 1 : 2.

— —
00 = OA +AM + MQ Duje Dodig (4), Zagreb
1, . = 1, -
= 5(—“ —b)+ E(O‘a + Bb) Drugo rjesenje. Kako je MN||AB||CD, tro-
N kuti MNQ i CDQ su sli¢ni. Dakle, |[MN| =
+7(MA +AC) [AB| _ |CD]
1. 1. a. B 2 2
= —d--b+2a+Ep
272720
+y<—%&’—§*+&’ E)
o

S druge strane je: |CQ|
Nadalje, |OM| = T'U ANACP, |CM| je te-

ziSnica i Q dijeli CM u omjeru 1 : 2. Dakle,

— — — — —
0Q = O0C+ CB+ BN + NQ

_ l(5+ b)—b+ l(B—>A —I—Z]_)V) 15 ND @ jeteZiste AACP i teZidnica PO prolazi kroz
2 2 0.
=%5+%5—5+%(—5+a5+ﬁ5) ur
I 4035. Na stranici AC trokuta ABC dana je
+ 6(NP + PA + AD) tocka E. Pravci kroz E paralelni s BC i AB
1, 1- - 1. o, PB- sijeku AB i BC u tockama D i F. DokaZi da
=5dtsb-b-za+-d+th Jje Sppre = 2+/SapE - SEFC-
L5 (_ l&'—i-g&'—i-ﬁl_;—(x[i—ﬁg—i-l_;) Rjesenje. Iz AEFC ~ AADE slijedi
; 26 2 |EF| _ [Serc
_(%_0_ % s)a [AD| — V Sape”
= (2 ) + 2 O£5>a
1 B Bé -
+(—§+5—7+5 b. (3)
1z (2) i (3), izjednaCavanjem komponenti uz vek-
tor b slijedi ¥ = §. Sada izjednacavanjem
komponenti uz vektor d je y = § = =. Ti-

3
me smo dobili da to¢ka Q dijeli duzine MC i
ND u omjeru 1: 2. Sada, npr. iz (2) imamo: Bududi da AADE i paralelogram BDEF imaju

N 1 a o 1 istu visinu v imamo:
0G=(5+5-5+3) Jerly | fSie
1 SADE
. —IAD| -
(42 o
SpBrE SeFC
(e D\ (B_1); Swe > Vs /5P
“\3 6 3 6
1 1 NG (1) 1= SpBrE = 2 \/SapE - SeFC-
= g{(a_z)ﬁ'f‘ <ﬁ—§>b} =3 P. Duje Dodig (4), Zagreb
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4036. Pravokutnik ABCD upisan je u kruz-
nicu na kojoj je dana tocka P. Iz nje su spus-
tene okomice PM, PN, PQ, PR na AB, BC,
CD, DA, tim redom. DokazZi da vrijedi |PM| -
|PQ| = [PN| - |PR|.

Rjesenje. Prema potenciji unutarnje tocke Q
obzirom na kruZnicu vrijedi:
PO - |oP'| = |oC| - |DQ).
Jo§ éemo koristiti da je |PQ| = [MP'|.

|PM| - |PQ| = [PQ| - |QP'| = |QC| - DO
= |PN| - |PR|.
Duje Dodig (4), Zagreb

4037. Na stranici BC trokuta ABC dana je
tocka D. Iz B i C spustene su okomice BE i
CF na pravac AD. Ako je R poloviste stranice
BC, dokaZi |RE| = |RF|.

Rjesenje. Produzimo CF i BE tako da je
|CF| = |FG| i |BE| = |EH|, i povucimo
stranice AG, BG, AH i CH. BE 1 AE i
|BE| = |EH| po konstrukciji. Tada su trokuti
ABE i AHE sukladni (|AB| = |AH|, JBAE =
JHAE). Sli¢no se vidi da su trokuti ACF i AGF
sukladni: JAC| = |AG| i SCAF = JGAF.
Oduzimanjem se dobiva 4BAG = JCAH .

Dakle, trokuti AGB i ACH su sukladni pa
je |BG| = |CH|. U trokutu CBG, R i F su po-

lovista stranica CB i CG pa je |RF| = %|BG|.

1
Sli¢no je u trokutu CBH, |RE| = §|CH|. Ka-
ko je |BG| =|CH| imamo |RE|= |RF|.
Ur.

4038. Neka su D, E, F noZista visina tro-
kuta ABC s kutovima o, B, v. Nadi omjer po-
vr$ina trokuta DEF i ABC.

Prvo rjesenje. Neka je dan trokut ABC Ciji
su kutovi pri vrhovima A, B i C redom «, f
i y. Neka su nozista D, E i F oznaCena kao
na slici.

Nacrtamo kruznicu kroz tocke A, B, E, F
¢iji je promjer stranica AB. Tada za kutove nad
istim lukom te kruZnice vrijedi:

JABF = JAEF = 90° — o i
IBAE = BFE = 90° — B.
Odavde slijedi: FEC = o i SEFC = f.
Konstruiramo i druge dvije kruznice nad pro-

mjerima BC i AC. Analogno kao i u prvom slu-
¢aju dobivamo kutove kao na slici. Dobili smo:

ANAFD ~ AEBD ~ AEFC ~ AABC
jer su im svi kutovi jednaki.

Sada je redom

|FE|  |CE|
AEFC ~ AABC = +— = ——
|[AB|  |AC]|
FE
IFE| =cosy = |FE|=c-cosy
¢
|FD|  |AD|
AAFD ~ ANABC = —— = ——
[BC|  |AC|
FD
IFD| =coso = |FD|=a-coso
|[ED|  |BE|
AEBD ~ NABC — —— = ——
|AC|  |AB|
|Ebe| =cosf§ = |ED|=1b-cosp.



Konacno je

1 .
PApEF §|FE||DE| sin(180° — 2q)

Paasc

1
Ebc sin o

__ccosy -bcosf-sin2a
- bc sin o
__ 2sinocos orcos fcosy
B sina

= 2cos cosfcosy.
Duje Dodig (4), Zagreb
Drugo rjesenje.

Ppgr = Papc — Pare — Pepr — Pcep-
C

A F B

1 .
Parg = §|AF||AE| sin o
1
= §|AC|cosoc - |AB| cos a sin o

1
=5 ~2Rsinﬁ-2Rsinycoszocsincx

2R sin o sin fsin y cos’ a
i analogno
Pgpr = 2R sin asin f sin y cos” 3

Pcep = 2R sin o sin f sin y cos? Y.

1
Papc = §|AB||AC| sin &
1
=5 -2Rsiny - 2R sin B sin o
= 2R? sin asin B sin Y.
Dakle,
P
—DEE _ | _ cos? o — cos® B fcoszy.
Pape
Sada je
cos® a + cos® B + cos? y
_14cos20  1+4cos2B 1+ cos2y
- 2 2 2

= % + %[cosZOz + cos2f + cos2(a + B)]

= % + cos(a + B) cos(or — B)

+ cos? (o0 + B) — 3
= 1+ cos(a + B)[cos(a — B) + cos(a + B)]
=1+cos(ax+ B)-2cos o cos fB
=1—2cosacosfcosy

Ppgr
Papc

=2cos o cos Bcosy.
Ur.

4039. Kruznice polumjera r i R dodiruju se
izvana, a AB i CD su njihove zajednicke tan-
gente. DokaZi da se u cetverokut ABCD moZe
upisati kruZnica te odredi njezin polumjer.

Rjesenje. Neka se produzetci tangenata AB
i CD sijeku u tocki O. Zbog simetrije, Cetve-
rokut ABCD je jednakokracni trapez. Da bi se
njemu mogla upisati kruznica nuzno je i dovolj-
no da vrijedi |AD|+|BC| = |AB|+|CD|, odnos-

1
no, zbog |AB| = |CD|, |AB| = §(|AD|+|BC|).

Znadi, dovoljno je dokazati da je duzina |AB|
jednaka srednjici trapeza. Nacrtajmo zajedni¢ku
unutarnju tangentu EF .

Kako je |DF| = |FG|, |CF| = |FG| i
|AE| = |EG|, |BE| = |EG]|, zbrajanjem slije-
di |AB| = |FE|. Dakle, trapezu ABCD se mo-
7e upisati kruZnica ¢&iji je promjer |[MN|. Uz oz-
nake |[MO|| = x i [NOy| = y iz jednakosti
|MG| = |NG| (srednjica EF raspolavlja duzinu
MN) slijedi R—y=r+x.1z

AOAM ~ AO,BN —>
[OiM| 04| X r

= — = .
|O2N|  |02B| y R
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Iz sustava

R—-—y=r+x

Y R
x_r = y=
y_R

R
R——x=r+x

r
_r(R—r) _R(R-7)
" r+R’ r+R

2rR

TrazZeni polumjer i i: R—y= .
raZzeni polumjer iznosi y TR

Duje Dodig (4), Zagreb

4040. U ladici se nalazi 10 crvenih, 8 plavih,
8 ljubicastih i 4 Zute olovke. U mraku biramo
olovke iz ladice. Koliko najmanje olovaka treba
izvaditi da bi medu njima bilo:

a) ne manje od 4 olovke iste boje;
b) barem po jedna olovka od svake boje;

¢) najmanje 6 plavih olovaka?

Rjesenje. a) Da bi pronasli najgori mogudi

slucaj, Zelimo izvudi §to viSe olovaka bez da ima-

mo 4 iste boje. Maksimalno mozemo imati 3 cr-
vene, 3 plave, 3 ljubicaste i 3 zute, tj. ukupno
12 olovaka, a da jo§ nemamo 4 olovke iste boje.
No, ako sada odaberemo jo$ samo jednu olov-
ku, bilo koje boje, prema Dirichletovu principu
postojat ¢e ne manje od 4 olovke iste boje. Zna-
¢i, u ovom slucaju odgovor je 13 olovaka.

b) Najgori slucaj ovdje je da izvu¢emo sve

olovke u 3 boje. Kako je Zutih olovaka najma-
nje, to je slucaj da smo izvukli 10 crvenih, 8
plavih i 8 ljubicastih olovaka, tj. ukupno 26 olo-

vaka. Ako sada izvucemo jo$ jednu olovku, ona

mora biti Zuta i kompletirali smo 4 boje. Znaci,
u ovom slu¢aju odgovor je 27 olovaka.

¢) Najgori raspored ovdje je da smo izvuk-
li 10 crvenih, 8 ljubicCastih, 4 Zute i najvise 5
plavih olovaka. Dakle, ako sada izvu¢emo jo§
jednu olovku opet, prema Dirichletovu princi-
pu, ona mora biti plava. U ovom slucaju je od-
govor 28 olovaka.

Duje Dodig (4), Zagreb
4041. Neka je
Fi=F=1 Fi=Fy_1+F,
za n > 2, Fibonaccijev niz. DokaZi jednakost
F2—F 5 =Fopn, n>2.

Rjesenje. Koristit ¢emo Binetovu formulu:

Fo = %{(12\6)"7 (1 _2ﬁ>n}

Fy
_L[(1EVENT (15
5 2 4

<1 +\/§>2(n2) 2(14—5>n2

H
—

>

+

S

54

L
— |
(O8]

+

S

3]
SN~—

| —

:<l+\/§>2n—2_ 1\/§>2n—:|

I
o
T
)

Duje Dodig (4), Zagreb
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4042. Za prirodan broj n odredi sumu Jjednako udaljena. Kolika je masa jednog od tih

n n n Jjednakih utega?
<1> cos X+ ( ) cos2x+ ...+ <n) COoS nx.

2 RjeSenje.
Rjesenje. Oznacimo: =90 cm
ki =45 cm

S]Z(Y)costr(g)cost mp =1 kg

my =m3z =my =m

+...+ Z cos nx kr =45 cm
2\ )\ k3 =30 cm
S2=<1)smx+<2>sm2x ky = 15 cm
n\ . m="?
+ ...+ " sin nx. Fiki = Faky + F3ks + Faky
Sada je: migky = mgky + mgks + kagks / : g

148 +i-S, miky = mky + mkz + mky
mik; = m(kz + k3 + k4)

= (") + (" (cosx + isinx) mik
0 1 mo Mk

Tkt k4 Ky
+<g>(0052x+isin2x) N 1 kg - 45 cm _ 45ke
\ T 45cem+30cm+15cm 90
+u.+<n)(cosnx+isinnx) =0.5kg.
n Jakov Smoljak (8),
= Z) (cos kx + isinkx) OS Mate Lovraka, Zagreb

0S - 551. Loptica mase 100 g je izbacena

Z) (cosx + isinx)k vertikalno uvis pocetnom brzinom 6 m/s s ne-

ke pocetne visine. Nakon drugog odskoka od-

skocila je na visinu 1.47 m. Pri svakom odskoku

loptica izgubi 30 posto svoje energije. Izracunaj
pocetnu visinu s koje je loptica izbacena.

. e n
+ cosx + isinx)

1
X X x\"
= <2(:os2 3 + 2isin ECOS E)

Rjesenje.
n n
= ( 2cos? f) (cos 4 isin E) m =100 g
2 2 2 v=06m/s
= 2" cos" = <cos 2 L isin @) h3 =147 m
2 2 2 n=170%
S1 —2"(:05"{005@71. ho =7
2 2 h3 1.47 m
Helena Rukavina (4), hy = 07= 07 - 2.1 m
Gimnazija “Isidora Sekuli¢”, Novi Sad : )
o hy 201m im
T 077 07
D) RjeSenja iz fizike | Loy _6mis o
; g 10 m/s2
OS - 550. Poluga dugacka 90 cm ima zane- gt2 10 m/s2 (0.6 s)2

marivu masu. Na jednom joj je kraju uteg mase s = R S——— 1.8 m

1 kg, a na drugoj strani od oslonca su raspore-

dena tri utega jednakih masa. Jedan od njih se hp=h —s=3m—18m=12m
nalazi na kraju poluge i sva su tri medusobno Ur.
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0S = 552. Lovro je izmjerio da ploca Sted-
njaka zakuha 2 dl vode pocetne temperature
20°C za 56 sekundi. Jaja kuha u istoj koliCini
vode i kad voda zakuha, kuha ih joS pet minu-
ta. Pocetna je temperatura jaja 5 °C. Masa jed-
nog jajeta je 80 g. Koliko Ce trajati kuhanje dva
Jjajeta?  Specificni toplinski kapacitet jajeta je
3200 J/kgK, a vode 4200 J/kgK.

Rjesenje.
Vy,=2dL=02L
my = 0.2 kg
t1y = 20°C
tr, = 100 °C
1 =568
1= 5°C

tp =5 min = 300 s
m; =160 g = 0.16 kg

J
i = 3200 —
¢y = 4200 I
" kgK
tkuhanja =?
p=2

t
J
Q1 = cymyAt, = 4200 kg—K -0.2 kg-80 K

=672001J
67200 ]
= —— = 1200 W
56 s
O =01+0
Q; = ¢jmiAty = 3200 ﬁ -0.16 kg - 95 K
=48640 ]
0, =672007]+48640 J =1156401]
0 1156407
5= oow 07

Txuhanja = 12 + 13 = 396.37 s.

Luka Saboli¢ (8),
0OS Mate Lovraka, Zagreb

OS - 553. 51 Pegasi b je prvi otkriveni eks-
trasolarni planet. Otkriven je 1995. godine i fi-
zic¢ari koji su ga otkrili dobili su za to Nobelovu
nagradu za fiziku. Taj planet oko svoje zvijezde
kruzi na udaljenosti od oko 7.9 milijuna kilome-
tara, a za jedan okret oko nje treba 101.54 h.
Usporedi brzinu kruZenja oko maticne zvijezde

tog planeta sa Zemljinom brzinom kruZenja oko
Sunca. Zemlja je od Sunca udaljena 149.6 mili-
Jjuna kilometara i za jedan joj okret treba 365.25
dana. Pretpostavi da su staze tih planeta kruz-
nice.

Rjesenje.
rp = 7900000 km
tp =101.54 h
rz = 149 600 000 km
t7 =365.25d
P
vz
s
v=-
t

27900000 km - 7 km
= To1sa 36005 07
2149600 000 km - 7

365.25 - 24 - 3600 s
vp 13579 km/s

— = ———— =4.56.
vz 29.79 km/s 3

vz = =29.79 ]%

Mihael Ratkajc (8),
OS Mate Lovraka, Zagreb

1868. Banane su poznate po visokom udjelu
kalija od 3.6 g/kg i blagoj radioaktivnosti zbog
izotopa g koji ima prirodnu zastupljenost od
0.012 % (molarni omjer) i vrijeme poluraspada
1.251 milijardi godina. Koliko raspada Ok se
dogodi u jednoj sekundi u kilogramu banana?
Molarna masa prirodnog kalija je 39.098 g/mol.

Napomena. Vjerojatno e biti potrebna nu-
mericka aproksimacija: 2° ~ 1+ xIn2 koja
vrijedi za vrlo male vrijednosti x. Zelis li pro-
vjeriti greSku te aproksimacije, to moZes uciniti
razmatranjem egzaktog izraza:

' (xIn2)" (xIn2)
2" = E ] =1+xIn2+ > +- -
k=0

Rjesenje. U bananama ukupne mase m masa
sveg kalija je mg = wgm uz wg = 3.6 g/kg
(tj. 0.36 %) pa je ukupna koli¢ina kalija:

ng = TK WK 0,092 mol,
My Mk
uz Mg kao molarnu masu prirodnog kalija. Je-
dino je g odgovoran za radioaktivnost, a nje-
gova koli¢ina je nqg9 = rqong uz rs9 kao njego-
vu prirodnu zastupljenost. Odavde moZemo iz-



racunati ukupan broj atoma K.

raoWwgNam
K

uz Np kao Avogadrovu konstantu. Nakon ¢ =

1 s broj prezivjelih 40K atoma (ako ih je u po-

Cetnom trenutku bilo Ngg) jednak je N(1) =

N402_t/ T uz T kao vrijeme poluZzivota. Stoga
je ukupan broj raspada:

AN = N(0) — N(t) = Nyo(1 —27/T)
Koristenjem predloZene aproksimacije imamo
1—27"T ~ (t/T)In2, odakle:

tln2

Nyg = ngogNa = = 6.654 - 10187

AN = Nyg ~ 117

(to¢nije, 116.9).

Duje Dodig (4),
Gimnazija Lucijana Vranjanina, Zagreb

Napomena. Vidi napomenu uz rjeSenje za-
datka 1854 iz MFL 300 (str. 251), vezanu uz
nuznost koriStene aproksimacije.

1869. Pri temperaturi od 15 °C masivna plat-
Jforma postavljena je na vertikalnu oprugu cija
Jje prirodna duljina pri danoj temperaturi jedna-
ka 20 cm. Pritiskom platforme opruga se sabija
na duljinu od 15 cm. Zagrijavanjem opruge nje-
zina prirodna duljina produljuje se za 0.2 mm
po Celzijevom stupnju temperaturne razlike. No
zagrijavanjem ona takoder postaje “meksa”, ta-
ko da u nekom rasponu oko sobne temperature
njezin koeficijent elasticnosti ovisi o temperatu-
ri kao kr = K//T +50°C. Kolika je mini-
malna visina do koje se platforma moZe spustiti
hladenjem ili zagrijavanjem opruge i pri kojoj
Ce se temperaturi to dogoditi?

Rjesenje. Neka je oo = 0.2 mm/ °C koefi-
cijent linearnog rastezanja opruge, ¢, prirodna
duljina opruge pri Top = 15°C, a {7 prirodna
duljina pri nekoj temperaturi 7 oko zadane. Ta-
da je

br =ty + OC(T - To).
Neka je Ly duljina opruge pri kojoj je platforma
u ravnoteZi na temperaturi Tj. Kasnije ¢e Ly
biti duljina opruge pri kojoj je platforma u rav-
noteZi na nekoj drugoj temperaturi 7. Iz uvjeta
ravnoteZe sila ky(¢y — Lo) = mg i zadanog ob-
lika kr slijedi:

K
ﬁ(fo —Lo) = mg,
X

uz Tx = —50°C. Nalazimo konstantu K iz
ovisnosti koeficijenta elasti¢nosti kr:

mg/ Ty — Tx

b—Ly
Ako oprugu zagrijemo ili ohladimo na tempera-
turu T, uvjet ravnoteZe bit Ce

kT(ET — LT) = mg.
UvrStavanjem svih parametrizacija imamo

mg\/To — Tx by + OC(T - T()) — Lt

K =

= mg.

Lo — Lo VT — Tx
Sredimo izraz za Lp:
T —T,
Lr =ty +o(T = To) =/ = TX (o — Lo)
0 — Ix

i uvedimo pokratu t = /T — Tx, tako da T =
2 + Tx. Odavde je
2 by—Ly

Lt ot m
Dobili smo kvadratnu jednadZbu po ¢. Minimal-
nu visinu nalazimo traZenjem tjemena parabole
at® + bt + ¢, koje se nalazi u to¢ki —b/2a, $to
daje

t+ [lo + a(Tx — Tp)].

_fo—Lo

200:/Tg — Tx

Temperatura koja minimizira visinu platforme sto-
ga je

1=

T =1+ Tx = 190.4°C.
Povratkom 7 u L7 nalazimo minimum
Ly = 13.9 cm.
Ur.

1870. Promotri tijelo mase 10 g koje se sa-
stoji od dvaju slijepljenih valjaka (slijepljene su
im baze). Donji valjak manje je baze, polumje-
ra 5 cm, a gornji valjak vece je baze, polumjera
10 cm i visine 7 cm. Tijelo je pritisnuto o dno
c¢aSe manjom bazom pa je u c¢asu nalivena vo-
da, tako da se zbog pritiska na tijelo voda ne

2R,

hl | 2R,

‘—-l»

™~
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uspijeva uvuci pod njegovu bazu. Voda je nali-
vena do odredene visine, tako da nakon popus-
tanja pocetnog pritiska tijelo i dalje ostaje pri-
ljubljeno uz dno case. Voda se zatim pocinje is-
pustati kroz otvor na ¢asi. Do koje se visine nad
gornjom bazom tijela razina vode mora spustiti
da bi tijelo pocelo izranjati? Gustoca vode je
1000 kg/m’>.

Rjesenje. Sila uzgona nastaje zbog razlike hi-
drostatskih tlakova na sveukupnu donju i gornju
plohu tijela izloZenu fluidu. Njezin iznos jednak
je pgV (uz p kao gustocu fluida, a V kao vo-
lumen uronjenog tijela) samo ako je tijelo u cje-
losti okruzeno fluidom. U nasem slucaju to nije
zadovoljeno pa je moramo izraCunati iz opisane
geometrije:

F= Fdonja ploha — f"gornja ploha
2
= pg(H + h)(Ry —

gdje pozitivan predznak odgovara sili prema go-
re. Tijelo ée se poceti uzdizati kad se takav “dje-

) 2
Ry)m — pgHRi™,

lomi¢ni” uzgon izjednaci s teZinom
2 2 2
mg = pgn[h(R] — R3) — HR3],
odakle je
=20.9 cm.

RZ
H=h(=L-1) -2
R; PR57

Duje Dodig (4), Zagreb

1871. Ljestve mase 10 kg stabilno su oslo-
njene o zid te zatvaraju kut od 80° s obzirom na
tlo. Ako se centar mase ljestava nalazi na po-
lovici njihove duljine, koliko iznosi sila njihova
trenja s tlom? Ako je koeficijent statickoga tre-
nja ljestava s tlom jednak 0.8, koliki je najmanji
kut koji one mogu zatvarati s tlom prije nego sto
pocnu proklizavati? U statickome slucaju nije
prisutno trenje ljestava sa zidom.

Uputa. Ne zaboravi na momente sila.
Rjesenje. Ako su ljestve u ravnoteZzi, vektor-
ski zbroj svih sila mora iS¢ezavati:
Fxr=N i

Fx je sila trenja s tlom, a N reakcija podloge

vvvvv

Fy = mg.

svih sﬂa Racunamo ga oko uporis$ne tocke ljes-
tava s tlom:

d .
mg«zcosadesmoc:O,

110

gdje je d duljina ljestava. Odavde je

mg
2tga’
Za o = 80° je: Fx =N =~ 8.65 N.
N
d/2
mg
FyA -
F

Do proklizavanja dolazi kad se postigne mak-
simalna sila statickog trenja
(Fo)max = iy = um,
gdje je u koeficijent statickog trenja ljestava s
tlom. Izjednac¢avanjem
mg

_ " —um
2 tg Olmin mmg

1
nalazimo Omin = arctg — = 32°.
min 2“
Duje Dodig (4), Zagreb

1872. Cestica =° raspada se iz mirovanja
u Cesticu AV i Y -zraku. Izracunaj energiju y -
zrake. Masa 50 Jje 1192.642 MeV/cz, a masa
A9 je 1115.683 MeV/cz. Potreban je relativis-
ticki racun. Izrazi energiju y-zrake i u mega-
elektronvoltima (MeV) i u dzulima (J).

Uputa. Veza izmedu ukupne relativisticke
energije E l kollcme gibanja p danog objekta
je E —p & +m?ct . Y -zraka (tj. foton) nema
masu.

RjeSenje. Ukugna energija sustava prije ras-
pada mirujuée X° cestice jednaka je njezinoj
energiji mirovanja

Ey = msc’,
a ukupna kolic¢ina gibanja je 0. Nakon raspada u
AY i y -zraku, dvije se Cestice moraju gibati po
istome pravcu, ali u suprotnim smjerovima zbog
ocuvanja ukupne koli¢ine gibanja. To znaci i da
za iznose njihovih koli¢ina gibanja vrijedi
DA = Dy,

odnosno pAc = p%cz, $to ¢e nam olaksati ra-
¢un jer se upravo takvi ¢lanovi pojavljuju u re-
lativistickoj Vem S energljom Kako Ag ima ma-
su, vrijedi: pAc = Ej mlc Y -zraka nema
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masu pa je p%,c2 = E% Stoga je E/2\—m/2\c4 =

E% Iz oCuvanja ukupne energije prije i poslije
raspada imamo Ey = E\ + Ey, tj. mgc2 =
EA+Ey. Ovo su dvije jednadZbe s dvije nepoz-
nanice, medu kojima traZimo Ey pa moramo eli-
minirati E, . Iz druge izrazimo E, = mzcz—Ey
pa to uvrstimo u prvu
(msc® — Ey)2 —mct = E,Z,7
nakon ¢ega samo treba izraCunati

2 _ .2
_ My T 2 (mzc?)? — (mac

2my 2myc?

2)2

Ey

U drugome izrazu (s mc? ¢lanovima) izravno
koristimo zadane podatke, odakle je

Ey =745 MeV =1.19- 1071 J.
Ur.

1873. Za strujni krug na slici, moZes li pred-
loZiti neku specificnu kombinaciju otpora Ry,
Ry, R3, Ry takvu da ukupan otpor sklopa ne
ovisi o Rs? (Opravdaj prijedlog argumentom
ili racunom.)

Rjesenje. Ova shema (Wheatstoneov most)
ne moZe se svesti na niz serijskih i paralelnih
spojeva pa bismo ukupan otpor morali nalaziti
preko Kirchhoffovih zakona. Kad bi elektri¢ni
potencijal u to¢kama izmedu R; i Ry te izme-
du R3 i R4 bio jednak, izmedu njih ne bi bilo
napona pa struja ne bi tekla kroz Rs. Stoga se
Rs5 ne bi pojavljivao u Kirchhoffovim jednadz-
bama pa otpor kruga ne bi mogao ovisiti o nje-
mu. Kad bi bilo — = —3, tada bi zbog simet-

Ry R4
rije pada napona u gornjoj i donjoj grani poten-
cijal na krajevima R5 bio jednak pa ne bi bilo
napona nad njime. U tom slu¢aju ukupan otpor
je
Ry — (Ri + Ro)(Rs + Ra)

Ry + Ry + R3 + Ry
Jo§ je jednostavniji slucaj kad su sva Cetiri ot-
pora jednaka: Ry =Ry =Rz =Ry.

Duje Dodig (4), Zagreb

1874. Uska zraka bijele svjetlosti upada iz
zraka na blok stakla debljine 1 cm, pod kutom
od 45° s obzirom na njegovu okomicu. Indeks
loma materijala opcenito ovisi o frekvenciji svje-
tlosti. Neka je indeks loma stakla za zadnju vid-
ljivu nijansu crvene svjelosti jednak 1.50, a za
zadnju vidljivu nijansu ljubicaste svjetlosti 1.53.
Zbog loma svjetlosti u staklu dolazi do pomaka
izlaznih zraka, koji je za svaku boju razlicit. Ko-
lika je Sirina snopa vidljive svjetlosti po izlasku
iz stakla?

RjesSenje. o je upadni kut zrake s obzirom
na okomicu materijala; 8 je kut s obzirom na
okomicu nakon ulaska u materijal. Za danu frek-
venciju svjetlosti (tj. za dani indeks loma n) vri-
jedi Snellov zakon

sina
sinfB "
Neka je [ duljina dijela zrake (dane boje) unu-
tar bloka stakla debljine d,
d
cos 3’

Pomak zrake nakon izlaska je

p =lsin(o — B) = d(sina — cos o tg B).

o je jednak za sve boje pa samo 3 ovisi o boji
svjetlosti. Neka su fBc i fjj kutovi loma krajnjih
nijansi crvene i ljubicaste svjetlosti. Tada je Si-
rina & vidljivog dijela zrake jednaka razlici po-
maka dviju krajnjih boja

8 = pjj — pc = dcos a(tg e — tg fy)-
Izrazimo tangense preko sinusa

sin 3 B sin o
V1—sin2B Vn2 —sinZa’
gdje smo koristili sin 8 = (sin &) /n iz Snellova
zakona. Slijedi da je § jednak:

tgf =

. 1 1
dcos o sin o - — .
Vn2—sin? a nlzj— sin? o

UvrStavanjem brojeva slijedi § = 94.5 um.
Duje Dodig (4), Zagreb
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