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KORIJENI BROJEVA

Uovom ¢emo tekstu razmotriti domisljato razmatranje problema koji
je Matemagicar Martin Gardner obradio u svojoj knjizi Matema-
ticke mozgalice i razrada. U tom razmatranju problema uocio je i primijenio
matematiku nekih starijih Matemagicara.
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U podlozi rjesavanja problema nalazi se Gaussova modularna aritmetika
ili aritmetika skupova ostataka o kojoj smo pisali uWlatki broj 116 na stranica-
ma 273.-275. u ¢lanku Gaussov racun ostataka.
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Racun ostataka vidimo u svakodnevnoj uporabi, no on se sluzbeno ne
uci u temeljnom matematickom kurikulu pa ga ve¢ina ljudi ni ne koristi jer ga
ne poznaje. Ljudi se muce s najobi¢nijim problemima svakodnevnih izra¢una
koje bi vrlo lako proveli kad bi znali Gaussovu ideju ra¢unanja s ostatcima koji
se dobiju pri dijeljenju brojeva.
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1. Uvodni problem

Napisite broj svojeg telefona. Iz njegovih znamenaka formirajte drugi broj
te od vecega broja oduzmite manji. Slozite sve znamenke odgovora prema
oznakama na slici. Svaki znak na slici predstavlja jednu znamenku. Oznaka A
oznaka je znamenke 1, B znamenke 2 itd. (u smjeru satne kazaljke).

Vas je broj djeljiv brojem M.

Ako je, primjerice, broj vaseg telefona 1 234 567, a drugi (ve¢i) broj napisan
pomocu istih znamenaka 4 567 123, razlika tih dvaju brojeva iznosi 3 332 556.
Rasporedene znamenke tada su CCCBEEEF, a broj je djeljiv s M, tj. brojem 9.
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Sto je u podlozi ovog ra¢una?

Gauss je tvrdio: dva su broja kongruentna (jednaka po modulu)
ako svaki pri dijeljenju s nekim zadanim brojem k daje jednak ostatak.

Kazemo da su ti brojevi jednaki po modulu k, a sam broj k na-
ziva se modulom. Primjerice, brojevi 16 i 23 pri dijeljenju brojem 7
daju ostatak 2 pa su oni kongruentni. PiSemo

23 =16 (mod 7).
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2. Primjeri

Bududi da je znamenka 9 najveca u dekadskom sustavu, zbroj znamenaka
nekog broja uvijek «sravnimo” po modulu 9.

Primjer 1. Dan je broj 4 157. Pri dijeljenju brijem 9 on daje ostatak 8.
Zbroj znamenaka broja 4157 jednak je 17. I broj 17 pri dijeljenju brojem 9 daje
ostatak 8. Taj ostatak, broj 8, nazivamo korijenom broja 4 157.

Pojam korijena broja stari su Matemagicari koristili u kontroliranju ra-
¢unanja pomocu dijeljenja brojem 9 u vremenima kad nisu postojala elektro-
nicka racunala. Ova se metoda danas koristi u provjeri to¢nosti upisa nekog
numerickog podatka jer se izvornom podatku pridruzuje korijen broja. Ako
smo pogrijesili na nekom mjestu prijepisa, racunalo automatskom provjerom
utvrduje je li broj sukladan pravom korijenu broja.

Vratimo se naem pocetnom problemu. Permutacija znamenaka telefon-
skog broja ne mijenja njegov korijen. .Rastavimo” promatrane telefonske bro-
jeve na dio djeljiv brojem 9 i korijen, tj. ostatak pri dijeljenju brojem 9.

(dio veceg broja djeljiv brojem 9) + korijen broja 4567123 =4567122+1
(dio manjeg broja djeljiv brojem 9) + korijen broja 1234 567 = 1234 566 + 1

Oduzimanjem tih telefonskih brojeva (ve¢i broj minus manji) dobivamo:
(broj djeljiv brojem 9) 4567 123 - 1234 567 = 3332 556 + 0

Korijen broja omogucuje brzo i jednostavno rjesavanje zadataka cije se
rjeSavanje na drugi nacin pokazuje neobi¢no teskim.

Primjer 2. Nadimo najmanji broj ¢iji se zapis sastoji samo od jedinica i
nula, i djeljiv je brojem 225.

Rjesenje: Korijen broja 225 jednak je 9 pa trazeni broj takoder mora imati
korijen jednak 9. Najmanji broj zapisan samo pomocu jedinica s korijenom 9
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je broj 111 111 111. Dopi$emo li nule, mi pove¢avamo broj, ali ne mijenjamo
njegov korijen. Bududi da je broj 225 djeljiv brojem 25, onda i trazeni broj
treba biti djeljiv brojem 25. Svi brojevi koji su djeljivi brojem 25 zavrsavaju na
00, 25, 50 ili 75.

Prema uvjetu zadatka da se broj mora sastojati od nula i jedinica, najmanji

je trazeni broj takav da mu na kraju zapisa dopisemo dvije nule, tj. trazeni je
broj 11 111 111 100.
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3. Jos jedna pozadina dijeljenja brojem 9
Razmotrimo $to je u pozadini ovog ra¢unanja i dijeljenja brojem 9.
Primjer 3. Zadan je broj 4 135. Mozemo ga zapisati kao 4135 =4-1000+

+1-100+3-10+5-1, ali i kao 4135=4-999+1-99+3-9+5-0+4+1+3+5
(smanjimo svaku dekadsku jedinicu za 1).

PODIELITE
S BROJEM 7
DEVET!..

Opcenito, ¢etveroznamenkaste brojeve (a slicno i za ostale) mozemo pi-
sati u obliku

abcd=a-999+b-99+¢c-9+d-0+a+b+c+d.

Prva 4 pribrojnika djeljiva su brojem 9 pa ostatak a+b+c+d pri dijelje-
nju brojem 9 daje korijen broja.

U ovom primjeru zbroj 4+1+3+5=13 podijelimo brojem 9 i odredimo
ostatak pri tom dijeljenju. Budu¢i da 13 pri dijeljenju brojem 9 daje ostatak 4,
dobivamo da je korijen broja 4 135 jednak 4.

Korijen broja mozemo Koristiti i za argumentiranje ¢injenice (bez obzira
na veli¢inu broja) je li taj broj ili nije puni kvadrat ili kub nekog manjeg broja.

Zasto je to tocno?

Kvadrati prirodnih brojeva mogu zavrsavati znamenkom 0, 1, 4, 5, 61ili 9,
a svi kvadrati brojeva imaju korijen broja jednak 1, 4, 7 ili 9.

Kubovi mogu zavrsavati bilo kojom znamenkom, a njihov brojevni kori-
jen moze biti samo 1, 8ili 9.

Zadatak: Na nekoliko primjera provjerite gornje tvrdnje o korijenima
brojeva kvadrata i kubova brojeva.

4. O savrSenim brojevima i korijenima brojeva

Savrsen broj je cijeli broj jednak zbroju svojih djelitelja, ukljucujuci jedini-
cu, ali ne i samoga sebe.

178



Stari su Grcei poznavali prva Cetiri savr$ena broja: 6, 28, 496 i 8128. Greki
matematicar Arhita dokazao je da je svakomu prostom broju oblika 2m—1
pridruzen parni savrSeni broj 2m—1(2m—1) . Npr. prostom broju 2° - 1 = 31
pridruzen je savrSeni broj 24(25—1) = 496 . Tek je L. Euler dokazao da je svaki
parni savr$eni broj Arhitina oblika. Smatra se da nema neparnih savrenih bro-
jeva, iako to jo$ nitko nije uspio dokazati. Do danas su elektroni¢kim racunali-
ma ispitani brojevi do 10**, ali nije pronaden niti jedan neparni savrseni broj.
Prva Cetiri savr§ena broja s prikazom pribrojnika su:
26=1+2+3,
28=1+2+4+7+14,
496=1+2+4+8+16+31+62+124+248,

8128 =1+2+4+8+16+32+64+127+254+508+1016+2032+4064.
Zanimljivo je da parni savr$eni brojevi zavrsavaju znamenkom 6 ili je

dvoznamenkasti zavr$etak broj 28. Ako izuzmemo najmanji savr$eni broj 6, za
sve ostale savrSene brojeve brojevni korijen jednak je 1.

JASAM
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Zadatak: Nadite jo$ nekoliko savrenih brojeva i provjerite istinitost gor-
njih tvrdnji o zavr$nim znamenkama i brojevnom korijenu.

Zadatci:

1. Nadite najmanje brojeve koji u zapisu imaju samo jedinice i nule, a koji su
djeljivi brojem:
a) 625,b) 144 i c) 342.
2. Nadite korijene brojeva: a) 12 345, b) 87 639, ¢) 32 777. -
(5]
3. Osim broja 6, svi savr§eni brojevi mogu se prikazati kao zbroj prvih 2 2
kubova neparnih brojeva. Primjerice,

28=1"+3’,

496=1"+3"+5+7,

8128=1+3+5 +7° +9° +11° +13° +15,
33550336=1+3"+5+7"+9> +11° +13’ +15° +...+127°.

Provjerite istinitost ove tvrdnje na nekoliko vecih savr$enih brojeva i odredite
brojevne korijene tih savr$enih brojeva.
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