v JEDNAKOSTI U PRAVILNOM OSMEROKUTU

Dragoljub MiloSevi¢, Gornji Milanovac

Neka je dan pravilni osmerokut ABCDEFGH (Slika 1.). Uvedimo
oznake: |AB| = a, |AC| = b, |AD| = ci |AE| = d. S P ozna¢imo povrsi-
nu, a s 2« sredis$nji kut nad stranicom toga mnogokuta. Tada vrijede sljedece
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jednakosti:

(1) P=bd
(2) bd = 2ac
c d
3) -Z=1

3) o
d a
4) ———=1
4) P
(5) =-Z=2
a c

Slika 1.

Dokazimo navedene jednakosti.

Dokaz jednakosti (1): Pravilni osmerokut ABCDEFGH (Slika 1.) sastav-
ljen je od cetiriju skladnih deltoida: ABCO, CDEO, EFGO i GHAO (tocka O je
srediste tog mnogokuta). Njihove su dijagonale duljine b i d pa je povrsina P
d

-—j tj. P = bd.
2

pravilnog osmerokuta jednaka 4 % [b

Dokaz jednakosti (2): Prvi nacin. Promotrimo deltoid BEFG
(Slika 2.).

Njegovu povrsinu mozemo izraziti na dva nacina. Kako se taj
deltoid sastoji od dvaju skladnih pravokutnih trokuta ¢ije su stranice

duljine a i ¢, imamo: P(EBGF) = 2P(BEF)= 2-% =ac . Bududi

da je povrsina deltoida jednaka polovici umnoska duljina njegovih

dijagonala, mozemo pisati P(BEFG) =%bd . To pak znaci da je

ac=%bdilibd=2ac.
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Drugi nacin. Promotrimo Sliku 3.
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Slika 3.
Trokuti ABC i AOD imaju jednake kutove

(|£CAB|=|£ACB|=|£0AD|=|£0ODA|=« , |ZABCl|=|ZAOD|= 6a),
$to znadi da su ti trokuti sli¢ni. Tada je |AB| : |AC| = |AO| : |AD|, odnosno

a:bzg:c.Odatleje ac=%,tj.2ac=bd.

Dokaz jednakosti (3): Neka je tocka presjeka dijagonala AF i EH obilje-
zena s K (Slika 4.).

Cetverokuti AFGH i EFGH jednakokraéni su trapezi
¢iji je presjek romb KFGH sa stranicom duljine a. To pak
znadi da je |AK| = |EK| = ¢ - a. Trokut EFK je pravokutan
i jednakokratan (|EF| = |FK| = a i |ZEFK|=|ZEFAl=90°
kao kut nad promjerom AE pa je |/ EKF|=|/KEF|=45°) i
|2 AKE|=180° —|ZEKF|=180°-45° =135°. Trokut AEK je
jednakokracan (|AK| =|EK]| = c- a), paje |/ KAE|=|/KEA|= a
(kutovi nad stranicama pravilnog osmerokuta). Trokut ABC
je takoder jednakokracan (JAB| = |BC| = a). Trokuti ABC i
AKE imaju jednake kutove, $to znaci da su sli¢ni. Zbog toga
je |AC|: |AB| =|AE|: |AK|,ilib:a=d: (c-a)tj. b(c - a) = ad.
Odatle je bc — ad = ab. Poslije dijeljenja lijeve i desne strane

ove jednakosti s ab dobivamo Zeljenu jednakost, tj. < —% =1.
a

Dokaz jednakosti (4): Na dijagonalama AD i AE da-

nog mnogokuta odredimo to¢ke M i N tako da bude |[DM| = a

i|AN| = b, toznacidaje |AM|=c-ai|EN|=d-b. (Slika 5.).
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Trokut CDM je jednakokra¢an (|CD| = |DM| = a), s kutom |4CDM | =2a=
=45°. Tada vrijedi| ZCMD|=|£DCM]|=(180°-45°):2 = (8a—2a):2=3a,
pa je |ZAMC|=8a—3a=5a i |ZAND|=180°~|ZDNE|=8a-3a =5a.

U trokutu DEN je |ZDEN | =3a (obodni kut nad% kruznice opisane oko pra-
vilnog osmerokuta). Tada je |4DNE| =8a—(2a+3a)=3a, $to znaci da je tro-

kut DEN jednakokracan i [DN| = |DE| = a. Sadaje|AAND| =180°—

ZDNE|=
=8a-3a=5ai|LAMC|=180°-|ZDMC| =8a-3a =5a.

Trokuti CDM i EDN sukladni su (pravilo SKS), pa je |CM| = |EN| = d - b.
Trokuti ACD i AMC imaju jednake kutove (|£ZCAD|=|ZCAM|=a,
|4EAQ| = |4CAD| =a ), pa su sli¢ni. Iz te sli¢nosti slijedi da je|AD| : |AC| =
=|CD|:|CM|,ilic:b=a:(d-Db)tj.c(d-b)=ab. Odavde je cd - ab = bc, pa

je % 2o, tj. jednakost (4) vrijedi.
c

Dokaz jednakosti (5): Prvi nacin. Odredimo tocke M i N kao u rjesenju 4).
Produljimo pravac AD do tocke Q tako da je |DQ| = a (Slika 5.). Tada je
|AQ| = |AD| + |DQ| = ¢ + a. U jednakokraénom trokutu DQE(|DQ| = |DE| =

= a) je |£EDQ|=180°~(|ZADN|+|ZEDN|)=8a-(2a+2a)=4a, pa je
|£DEQ| =|£DQE| = (8¢ —4cx) : 2 = 2. Trokuti AQE i ACM sliéni su jer imaju
jednake kutove (|ZEAQ|=|£CAD|=a, |£AEQ|=|ZAED|+|£DEQ|=3a+
+2a=5a=|ZAMC|). Tada je |AQ| : |AE| = |AC| : |AM],ili (c +a):d=b:
:(c-a), tj. > - a> = bd. Kako je bd = 2ac (jednakost (2)), imamo ¢* - a*> = 2ac.

Odatle, poslije dijeljenja s ac, kona¢no dobivamo £ 2.
a c

Drugi nacin. Pogledajmo Sliku 4. Budu¢i da je trokut EFK jednakokracan i
pravokutan, moZemo na njega primijeniti Pitagorin poucak: |EF|* + |FK|* =
= |KEJ% ilia® + a* = (c- a)? tj. a* = ¢ - 2ac. Odavde slijedi traZzena jednakost (5).

Zadatak za vjezbu

Dokazi da u pravilnom osmerokutu ABCDEFGH (Slika 1.) vrijedi jednakost

c 2y
a d
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