JUNIORSKA BALKANSKA MATEMATICKA OLIMPIJADA 2024. v

Lovro Kli¢kovi¢, XV. gimnazija, Zagreb

uniorska balkanska matematicka olimpijada (JBMO) medunarodno je

natjecanje iz matematike u organizaciji MASSE-a (Mathematical Soci-
ety of South Eastern Europe). Trenutno je to najjace natjecanje na kojemu mogu
sudjelovati hrvatski osnovnoskolci. Ove je godine 28. JBMO odrzan od 25. do
30. lipnja u Antaliji, u Turskoj. Godine 2017. JBMO postaje otvoren za sve dr-
zave (ne samo za ¢lanice MASSEE-a), tako da je na njegovu 28. izdanju sudje-
lovalo 11 drzava ¢lanica i 12 gostujucih ekipa, medu kojima je bila i ekipa Re-
publike Hrvatske. U konkurenciji od 135 ucenika i uc¢enica nasi su natjecatelji
ostvarili najbolji rezultat od 2018. godine, tj. od kada Hrvatska sudjeluje na
ovom natjecanju. Uz autora ovog teksta, Ena Novak i Filip Suskavéevi¢ osvojili
su srebrne medalje, dok su Matej Krizani¢ i Ivan Kataleni¢ osvojili broncane.
U ekipi je takoder bio i Max Barbari¢.
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Iskustvo

Ve¢ u zra¢noj luci osjetili smo dinamican ritam grada, a pri izlasku iz nje
iznenadile su nas visoke ljetne temperature. No, pravo upoznavanje s ljepotama
turske obale zapocelo je na cestama koje su nas svakodnevno vodile kroz pre-
krasan krajolik: s jedne strane hoteli i golf-tereni, s druge polja i maslinici, a u
daljini planine. Bili smo smjesteni u hotelu Pine Beach Resort, medu borovim
$umama uz more, gdje su dani pocinjali mirisom soli u zraku, a zavrsavali dru-
zenjem na plazi. Svakodnevno smo i8li u Aqua i Fun park u okolici hotela. Na-
kon natjecanja, nasa prva destinacija bila je akvarij u Antaliji, jedan od najvecih
akvarija na svijetu. Setali smo najduljim akvarijskim tunelom na svijetu, dugim
¢ak 131 metar, a iznad nas plivali su morski psi, raze i druge morske Zzivotinje.
Nakon toga posjetili smo Bilim Merkezi Science Center u Antaliji, izvan kojeg
se nalaze eksponati osmanske arhitekture, a unutra izlozba na kojoj smo prosli
kroz repliku unutrasnjosti ISS-a, izlozbu planeta Sunceva sustava, prikaze kako
biti energetski uc¢inkovit i jo§ mnogo toga. Jedan od vrhunaca boravka bilo je
razgledavanje jahtom iz Kemer marine, s koje smo vidjeli prekrasne pejzaze
Sredozemnog mora i morske obale dok smo se na jahti zabavljali uz pjesmu i
ples. Prije povratka ku¢i program je bio zaokruzen sve¢anos¢u na Akdeniz Uni-
versityju gdje je, medu studentima i profesorima, odrzana zavrsna ceremonija.

Natjecanje

Natjecanje je trajalo 4 i pol sata, a sastojalo od 4 zadatka poredanih po
tezini, po jedan iz podrucja algebre, kombinatorike, geometrije i teorije bro-
jeva. Svaki zadatak nosio je po 10 bodova, a bodovalo se rjeSenje i postupak.
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U nastavku ¢emo rijesiti zadatak iz geometrije koji je bio 2. zadatak na natje-
canju. Prije nego $to napadnete zadatak, pogledajte uvod, a dalje slijedi tekst i
rjesenje zadatka.

Uvod

Onako kako su majstoru potrebni alati prije nego krene na posao, nama je
matematicarima, da bismo rijesili neki zadatak, potrebno znanje nekih teore-
ma, pojmova i iskustvo u rjeSavanju. Prije rjesavanja zadatka proc¢i ¢cemo kroz
«alate” koji su korisni u rjeSavanju ne samo ovog, nego i puno drugih zadataka
iz geometrije. Pogledajte sljedece teoreme i pojmove. Svakako pokusajte rijesiti
zadatke koji dolaze uz njih kako biste se zagrijali za zadatak na kraju.

Tetivni ¢etverokut

Promotrite bilo koje dvije tocke u ravnini. Sigurno ste znali da one odre-
duju pravac. Sto ako imate tri tocke? Te tri tocke odreduju trokut, a svakom se
trokutu moze opisati kruznica (pokusajte to i dokazati). Promotrite sada bilo
koje Cetiri tocke u ravnini. Postoji li uvijek kruznica koja sadrzi sve Cetiri tocke?
Pronadite primjer kada ne postoji! Ipak, nas zanima samo poseban skup ne-
kih cetiriju to¢aka koje odreduju ¢etverokut. Ako svi njegovi vrhovi pripadaju
kruznici, kazemo da je taj cetverokut tetivan (prisjetite se sto su tetive kruzni-
ce). Opcenito, za bilo kojih n toc¢aka, ako pripadaju istoj kruznici, kazemo da
su koncikli¢ne. Naravno, mogli bismo ovako nastaviti za bilo kojih # to¢aka u
ravnini, no zasad su nam dovoljne Cetiri tocke. Ovo su jako korisni teoremi o
tetivnim cetverokutima (pokusajte ih dokazati, pazite na ekvivalenciju):

Teorem 1. Cetverokut ABCD je tetivan ako i samo ako je
|ZADC| + | ZABC| = 180°
(vrijedi bilo koja analogna varijanta).
(Upute: Promotrite sredi$nje kutove pripadaju¢im obodnim kutovima, a za

drugi smjer razmotrite sljedeca dva slucaja: tocka D je unutar kruznice, odno-
sno tocka D je izvan kruznice odredene tockama A, Bi C.)

Teorem 2. Cetverokut ABCD je tetivan ako i
samo ako je [ZACB| = | ZABD| (vrijedi bilo koja ana- D
logna varijanta).

(Upute: Prisjetite se da su obodni kutovi nad istom te-
tivom jednaki, a drugi smjer, osim ako se ne osjecate

jako hrabro, zasad preskocite.) A B

Kada naucite (ili ponovite) ove teoreme, slijede zadatci kako biste (utvrdili
gradivo™
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Zadatak 1. Neka je tocka I sredi$te kruznice upi- A

sane trokutu AABC te neka su D i E nozista okomica

iz tocke I redom na stranice BC i AC. Dokazite da je

¢etverokut IECD tetivan. E
Dokaz: Bududi da je tocka D noziste okomice iz

tocke I na stranicu BC, slijedi da je |[ZIDC| = 90°, a

bududi da je tocka E noziste okomice iz tocke I na

stranicu AC, slijedi da je |ZIEC| = 90°. Promotri-

mo cetverokut IECD. Primijetimo da su kutovi ZIDC B D c

i ZIEC u tom cetverokutu suprotni i da je |ZIDC| +

+ |ZIEC| = 90° + 90° = 180°. Tada prema teoremu 1.

zaklju¢ujemo da je cetverokut IECD tetivan.
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Tocke D i E su takoder dirali$ta kruznice upisane trokutu AABC redom
sa stranicama BC i AC.

Zadatak 2. Neka je H ortocentar trokuta ABC. Dokazite da osnosimetric-
na slika tocke H s obzirom na stranicu BC pripada kruznici opisanoj trokutu
AABC .

Dokaz: Oznacimo s H' osnosimetri¢nu sliku tocke
H s obzirom na stranicu BC . Neka je P= ﬁﬂ%
i Q noziste okomice iz tocke C na stranicu AB. Pro-
motrimo trokute AHPC i AH'PC . Ti trokuti imaju

zajednicku stranicu PC, a s obzirom na to da je H'
osnosimetri¢na slika tocke H s obzirom na stranicu

BC, slijedi |HP| = |PH'|. Takoder je HH' L BC pa
slijedi | /HPC| = | ZH'PC]|.

Prema SKS poucku o sukladnosti vrijedi
AHPC = AH'PC pa je |ZH'CP| = |ZHCP|. Nadalje,
vrijedi |/PCH| = |/BCQ| = 90° - |ZQBC| = 90° -
- |£ABC|. Analogno je |£BAP| = 90° - |ZABP| =
=90° - |ZABC|. Na kraju, moZemo povezati jednako-
sti: |£BCH'| = |£PCH| = 90° - |ZABC| = |£BAP| =
= |/BAH|.

Dakle, prema teoremu 2. éetverokut ABH'C je tetivan, a kako je kruznica
opisana trokutu AABC jedinstveno odredena tockama A, B i C, slijedi da H'
pripada kruznici opisanoj trokutu AABC.
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Fantomiranje

Cesto nam je u geometriji neke tvrdnje tesko dokazati izravno, a u takvim
zadatcima ova metoda jako je korisna. To je metoda u kojoj uvodite neku novu
tocku, kruznicu, pravac... Bitno je da za element koji uvodite vrijedi postav-
ljeni uvjet zadatka koji Zelite dokazati. Nakon toga dokazete da je taj element,
najcesce tocka, isti kao onaj prethodno definiran u zadatku. Fantomiranje ima
svoje prednosti i nedostatke, postoje zadatci u kojima jako pomaze, a postoje
i oni u kojima ne pomaze. Najbitnije je da ste svjesni onoga $to radite i svojih

argumenata. Naime, ukoliko iskoristite neki krivi argument, cijeli va§ dokaz
nakon toga je kriv. Pokusajte rijesiti sljedece zadatke pomocu fantomiranja.
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Zadatak 1. Dokazite da se simetrale stranica trokuta si-
jeku u jednoj tocki.

Rjesenje: Oznacit ¢emo vrhove trokuta s A, Bi C. Neka
se simetrale stranica BC i ACsijeku u tocki O. Dokazat
¢emo da O pripada simetrali stranice AB. Kako O pripada i
simetrali stranice BC, prema poucku o simetrali duZine vri-
jedi |OB| = |OC|. Analogno, vrijedi |OC| = |OA|. Povezujuci
jednakosti imamo |OB| = |OC| = |OA|, tj. |OB| = |OA|.

Dakle, prema obratu poucka o simetrali duzine, tocka O pripada simetrali

stranice AB.

Zadatak 2. Dan je trokut AABC. Neka se simetrala stranice BC i simetra-
la kuta ZBAC sijeku u tocki S. Dokazite da tocka S pripada kruznici opisanoj

trokutu AABC.

i | \ j
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S=S'
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Rjesenje: Definirajmo to¢ku S’ kao presjek simetrale kuta
ZBAC i kruznice opisane trokutu AABC. Kako tocka S’ pri-
pada simetrali kuta ZBAG, slijedi | ZBAS'| = |ZCAS’|. Nadalje,
zbog obodnih kutova nad tetivama BS' i CS', vrijedi redom
|/BCS'| = | £BAS'| i|ZCBS'| = |ZCAS]|.

Povezuju¢i jednakosti dobivamo
|ZBCS'| = |£BAS'| = | ZCAS'| = |£CBS'|, tj. | £BCS'| = | ZCBS/|.

Dakle, trokut ABCS' je jednakokradan, odnosno |BS'| =
= |CS’|, pa prema obratu poucka o simetrali duZine, tocka S’
pripada simetrali stranice BC.

U zadatku je zadano da je tocka S presjek simetrale stra-
nice BC i simetrale kuta Z/BAC, a upravo smo pokazali da S’
pripada i simetrali stranice BC i simetrali kuta ZBAC. Kako
je presjek dvaju pravaca jedinstven, slijedi S =S’, dakle to¢ka S
pripada kruznici opisanoj trokutu AABC.



Zadatak®' - JBMO 2024. P2

Neka je AABC trokut u kojem vrijedi |AB| < |AC|. Tom trokutu pripisana
kruznica nasuprot vrha A dira pravce AB, AC i BC redom u tockama D, E i
F, te je tocka ] njezino srediste. Neka je tocka P dana na duzini BC . Kruznice
opisane trokutima ABDP i ACEP sijeku se drugi put u tocki Q. Tocka R je no-
zi$te okomice to¢kom A na pravac FJ. Dokazite da su tocke P, Q i R kolinearne.

(Pripisana kruznica trokuta AABC nasuprot vrha A je kruznica koja do-
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diruje stranicu BC i produZzetke stranica AB i AC.)

Rjesenje: Za pocetak cemo napraviti nekoliko klju¢nih opazanja. S obzirom
na to da su pravci AD i AE tangente na pripisanu kruznicu trokuta AABC idodi-
ruju je redom u to¢kama D i E, slijedi da je |ZAD]J| = | ZAE]| = 90°. Dakle, prema

obratu Talesova poucka, tocke A, D, ] i E pripadaju kruznici s promjerom AJ.
Kako je cetverokut BDQP tetivan, slijedi

|/DOP| = 180° - |/DBP| = |ZABC|.
S druge strane, |£JBD| = |ZJFB| = 90°, tj. éetverokut BDJF je
tetivan pa vrijedi |£DJF| = 180° - |£DBF| = |£ZABC|.
Iz toga dobivamo da je | ZDQP| = |£DJF|. Takoder, kako je ¢etve-
rokut CEQP tetivan, slijedi | Z/PQE| = 180° - |ZPCE| = | ZACB]|.
Nadalje je | ZJFC| = |ZJEC| = 90°, tj. Cetverokut CEJF je teti-
van, pa je |ZFJE| = 180° - |£ZFCE| = | ZACB|.
Iz toga dobivamo da je | ZPQE| = |ZFJE|.
Oznacdimo to¢ku R'=JF(1PQ. Tada je
|/DQR'| = |/DQP| = |/DJF| = | /DJR/|.

Iz toga slijedi da to¢ka D pripada kruznici opisanoj tro-
kutu AR'JQ. Potpuno analogno imamo |ZEQR’| = |ZPQE| =
= |ZFJE| = |ZEJR’|. Dakle, i tocka E pripada kruZnici opisanoj
trokutu AR'JQ.

Dakle, tocke R', E, ], Q i D su koncikli¢ne. Posebno, to¢ka R'pripada i
kruznici opisanoj trokutu ADE] . Na pocetku smo dokazali da je promjer te
kruznice duzina AJ. Primijetimo da je ZAR'] obodni kut nad promjerom, pa
prema Talesovu poucku vrijedi | ZAR’]| = 90°. Dakle to¢ka R'je noZiste okomice
iz tocke A na pravac JF, a s obzirom na to da postoji samo jedno noziste oko-
mice iz to¢ke A na pravac JF, iz uvjeta zadatka zaklju¢ujemo da je R'=R. Pri-
sjetimo se kako smo definirali to¢ku R: R'=JF(1PQ paje R'e PQ i Re PQ
tj. tocke P, Q i R su kolinearne.

'Rjesenje koje se nalazi ovdje, naravno, nije jedino. Puno je nacina i pristupa koji rjesavaju ovaj zadatak, no
ovdje ¢e vam biti prezentirano rjesenje koje objedinjuje sve obradeno u uvodu.
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