Poucak 101

Od ¢unjosjecnica do
dijagonalizacije simetricnog operatora
PETRA PETRINJAK® 1 TOMISLAV SIKIC?

1. Uvod

U matematickom obrazovanju postoje vertikale koje se pripadnim medustani-
cama protezu od osnovnoskolske do visokoskolske razine. Takve su vertikale vazne
zbog sveobuhvatno zaokruzenog konceptualnog znanja ucenika koje je preduvjet
dugoro¢nog pamcenja. Naravno, takva konceptualna znanja posebno su dragocjena
u obrazovnom procesu mladih ljudi ¢ija ¢e profesija biti na neki nacin vezana uz
matematiku. Spomenimo samo neke od tih vertikala (nazivi navedenih vertikala su
neformalni).

Vertikala Trokut:
o  Teoremi o sukladnosti trokuta
«  Trigonometrija u trokutu

e Pouéci o sinusu i kosinusu

Vertikala: Algebarske jednadzbe
« Linearna jednadzba
« Kvadratna jednadzba
»  Nepotpuna kubna jednadzba
o  Teorem o dijeljenu polinoma

«  Osnovni teorem algebre
Vertikala: Fourierova analiza
e Vektorski ra¢un na V*i V?
o Vektorski prostor R?i R?
+  Ortonormirana baza kona¢nodimenzionalnog unitarnog prostora
«  Ortonormirana baza beskona¢nodimenzionalnog unitarnog prostora
«  Razvoj periodi¢ne funkcije pomoc¢u harmonika

'Petra Petrinjak, Osnovna $kola Sestine, Zagreb
*Tomislav Siki¢, Fakultet elektrotehnike i ra¢unarstva, Sveuciliste u Zagrebu
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OD CUNJOSJECNICA DO DIJAGONALIZACIJE...

Naravno, putujudi kroz vertikalu svaka medustanica potice razvoj matematickih
kompetencija i podize razinu matematicke pismenosti ucenika i studenata. No bez
cjelovite zaokruzene price o spomenutim vertikalama tesko da kao nastavnici moze-
mo biti zadovoljni ishodima ucenja koji se temelje isklju¢ivo na svladavanju pripad-
nih rutina. Takoder, vazno je istaknuti da se mnoge vertikale medusobno presijecaju,
a neke ¢ak i isprepli¢u. Tako je na primjer kvadratna funkcija povezana s kvadratnom
jednadzbom, ali i s parabolom odnosno s krivuljama drugog reda. Stoga ¢e sljedeca
vertikala, kolokvijalno nazvana konike, biti detaljnije obradena o ovom ¢lanku. Na
odabir te vertikale bitno je utjecala i ¢injenica da se proteze od visih razreda osnovne
$kole do visokoskolske razine. Tu vertikalu mogli bismo opisati sljede¢im (medu)
stanicama, uz napomenu da je izostavljena .nulta” stanica koja se odnosi na osnov-
noskolsku razinu kada se ucenici u nastavi matematike i fizike susre¢u s pojmom
kruznice i parabole.

Vertikala: Konike
» Konike kao presjek ravnine i stosca
 Ravninske krivulje drugog reda
o Jednadzbe ravninskih krivulja drugog reda

+ Klasifikacija konika pomocu dijagonalizacije matrice kvadratne forme

Klasifikacija krivulja drugog reda na osnovi kanonskog oblika kvadratne forme
trebala bi biti zavr§na prica o ovoj vertikali. Naravno, ta vertikala ima daljnja grana-
nja (npr. plohe drugog reda), ali o tome nece biti rijeci u ovome ¢lanku. No, vazno je
istaknuti da je ova vertikala odabrana jer je ona znatno okrnjena u nasem obrazov-
nom sustavu, i to upravo na prvoj i zadnjoj stanici. Moglo bi se re¢i da je ta vertikala
postala prica bez pocetka i sretnog zavrsetka pa je time i zaplet (p)ostao nedorecen.
Odvise nadobudno bilo bi ocekivati da se otvori prostor u satnici i u kurikulumu za
vracanje te price u svoje prirodne okvire, tim vi$e §to ni mnoge druge vertikale, nista
manje bitne, nisu prosle neokrznute. U ovom ¢emo ¢lanku ponuditi neka od mogu-
¢ih rjesenja kako bismo barem djelomi¢no nadomjestili prvu i zadnju medustanicu
spomenute vertikale.

Nakon uvodnog poglavlja, drugo je poglavlje posveceno pocetnoj (medu)stanici
u spomenutoj vertikali. Opisat ¢emo konike kao ¢unosjecnice, tj. kao presjeke ravni-
ne i stosca. U tom poglavlju teziste ¢e biti na animacijama u GeoGebri koje ¢e omo-
guciti zorni trodimenzionalni prikaz nastajanja kruznice, elipse, hiperbole i parabole
te degeneriranih slucajeva.

Trece je poglavlje posveceno zavr$noj medustanici. U tom poglavlju na nacin
primjeren studentima tehnickih fakulteta, tj. prilagoden satnici matematickih kolegi-
ja na preddiplomskim studijima spomenutih fakulteta, bit ¢e prezentirana klasifika-
cija krivulja drugog reda. Naravno, pristup ¢e biti simplificiran kako bi samo s osnov-
nim znanjima o linearnim operatorima i svojstvenim vrijednostima te svojstvenim
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vektorima studenti mogli konceptualno shvatiti klasifikaciju krivulja drugog reda.
Kolokvijalno receno, bit ¢e prezentirana precica do klasifikacije krivulja drugog reda
bez uvodenja kvadratnih formi i pojma definitnosti. Stovise, nece biti nuzan niti teo-
rem o ortogonalnoj dijagonalizaciji simetri¢ne matrice.

Dodatno istaknimo da sve $to ¢e biti iskazano u drugom i trecem poglavlju nije
vremenski zahtjevno i moze se, barem tako vjerujemo, uklopiti u postojece satnice,
planove i programe nastave matematike.

Na kraju napomenimo da se ovaj ¢lanak zasniva na diplomskom radu [PP] ko-
jem je u pozadini [K], [PV]1i [E] te se u navedenoj literaturi mogu pronaci podrobnije
informacije o poveznici konika, krivulja drugog reda, kvadratnih polinoma dviju va-
rijabli te simetri¢nih kvadratnih formi.

2. Konike kao presjek ravnine i stoSca

Kruznica, elipsa, hiperbola i parabola proucavane su jo$ u staroj Gr¢koj. Me-
nehmo, ucenik Platonove akademije, prvi je opisao konike u 4. stolje¢u prije Kri-
sta. Euklid je takoder proucavao konike, ali su njegova djela izgubljena. Apolonije
iz Perge, najveci grcki matematicar 3. stoljeca prije Krista, u svom djelu .Konike”
prikazuje elipsu, hiperbolu i parabolu kao presjeke kruznog stosca. U njih spadaju
kruznica, elipsa, hiperbola i parabola, ali i njihove degeneracije: dva realna ukrstena
pravca, jedan realni dvostruki pravac i jedna tocka koja je zapravo vrh stosca. Vise
o takozvanom sintetickom pristupu krivuljama drugog reda kao ravninskih krivulja
moze se na¢i npr. u [MKBJ]. Takoder, u tom je ¢lanku po jedno poglavlje posveceno
konikama definiranim kao ¢unjosje¢nicama te Boskovic¢evu pristupu.

Kao $to je uvodno navedeno, ovo poglavlje bit ¢e posveceno animacijama u Geo-
Gebri koje ¢e omoguditi zorni trodimenzionalni prikaz nastajanja kruznice, elipse,
hiperbole i parabole te degeneriranih slucajeva. Sve slike koje cemo prezentirati za-
pravo su snimke zaslona koje su nastale primjenom spomenutog softverskog paketa
GeoGebra.

Dvostruki stozac zadat ¢emo na sljedec¢i nacin. Neka su zadana dva pravca o i
s u prostoru koji se sijeku pod kutom ¢, gdje ¢ €(0,90°) u tocki S. Koristit ¢emo
stupnjeve umjesto radijana jer vjerujemo da je ovakva konstrukcija koja se moze vi-
zualizirati prihvatljiva i u¢enicima visih razreda osnovne $kole. Rotiranjem pravca s
oko osi 0 nastaje beskona¢na kruzna stozasta ploha. Stozastu plohu krace ¢emo zvati
dvostruki stozac, a pravac s izvodnica sto$ca. Na osnovi vizualizacije meduodnosa
izmedu dvostrukog stoSca i ravnine definirat ¢emo sve konike. Na Slici 1. vidimo
presjek ravnine koja je okomita na os o dvostrukog stosca i ne prolazi vrhom stosca S.
Op¢enito, kada ravnina ne prolazi vrhom sto$ca nastaju takozvane prave (neraspad-
nute) konike. Takoder napomenimo da se na svakoj od slika mogu uociti tri klizaca,
a §to koji od njih predstavlja i kako utjecu na stvaranje krivulja bit ¢e opisano kasnije
u ovom poglavlju.
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r=3 H
0 — 5 (5)
d=11 E
10— 10 (})
a=90" H
0 — 00" ()

A=(0,0-3)

|
B=(0,0,0)
a: 2827

C=(0.0.3)

€ 2827

Slika 1. Kruznica kao presjek dvostrukog stosca i ravnine

No ono $to je vazno istaknuti u ovom trenu jest da GeoGebra omogucava sfernu
rotaciju slike tako da se gornja slika jednostavnim pokretima misa lako transformira
u Sliku 2.

Slika 2.

iz koje je ocigledno da je presjek upravo kruznica koji se na Slici 2. vidi iscrtkanom
linijom.

U nastavku teksta ne¢emo se voditi matematickom strogoscu i koristiti niz Dan-
delinovih teorema (vidi [PV],[MKB]]) kako bismo opisali poveznicu izmedu presje-
ka ravnine i stoica s konikama. Na osnovi kuta « € [0,90°] i ¢injenice sadrzi li rav-
nina ili ne sadrzi tocku presjeka S, opisat ¢emo sve konike. Dakle moZemo zapisati:

ravnina koja ne prolazi vchom stosca S sijece taj stozac
1. po kruznici ako je a = 90°

2. poelipsiakoje a € <<p,90°>
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3. po paraboli ako je @ = ¢.
4. po hiperboli ako je a € [0,<p).

U sljedece tri slike pokazat ¢emo kako se pomocu animacije u GeoGebri moze
vizualizirati presjek ravnine i dvostrukog sto$ca, te time nastajanje elipse, parabole i

hiperbole.
Na Slici 3. kut @ =60°, dok je kut ¢ = 45°, $to je prema gore navedenom slucaj

2, znaci da je nastala krivulja elipsa.

=3 H “
) — e 5 ()

a-11 :
10— — 10 (D)
a=60 §
0 —— 0

A=(0,0,-3)

8=(0,0,0)

22827

C=(0.0.3) H ‘
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Slika 3. Elipsa kao presjek dvostrukog stoSca i ravnine

Na Slici 4. dan je slucaj kad je a = ¢ = 45°, tj. kada je ravnina paralelna s jednom
njegovom izvodnicom, kao presjek dobivamo parabolu.

R H I “
0 ———— 5 ()
=i H
10— 10 ()
a=ds :
0 —,———— 0 (D

A=(0,0,3)

B=(0,0,0
22827

C=(0.0,3)

Slika 4. Parabola kao presjek dvostrukog stosca i ravnine

Ako zarotiramo gornju sliku tako da je vidljiv tlocrt, uo¢avamo parabolu

(Slika 5.)
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Slika 5.

Na kraju promotrimo slucaj kada je kut a =30°, dok je kut ¢ = 45°. Na Slici 6.
vidimo kako za navedene parametre presjekom dvostrukog stosca i ravnine nastaje
hiperbola.

d=11 H
10— 10 (3)
a=30 H
0 —— 90" ()

A=(0,0,-3)

B=(0,0,0)
2:2827

C=(0.03)

e 2827

Slika 6. Hiperbola kao presjek dvostrukog stosca i ravnine

Ponovno, kao i u slucaju kruznice i parabole, u tlocrtu mozemo vidjeti dijelove
hiperbole (Slika 7.).

Slika 7.
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Klizaci koje smo mogli vidjeti na slikama omogucuju manipulaciju polumjerom
sto$ca, pomicanje ravnine i odredivanje kuta izmedu ravnine i osi stoSca. Pomicanje
klizaca r omoguc¢uje promjenu radijusa stosca, odnosno njegovo Sirenje duz njegove
visine. Ako povuc¢emo kliza¢ prema manjim vrijednostima, stozac ¢e postati uzi ili,
obratno, pomicanjem kliza¢a prema veéim vrijednostima stozac postaje $iri. Sire-
njem stoSca moze do¢i do promjena u obliku presjeka ploha.

Kliza¢ d omogucava odmicanje ravnine od ishodi$ta u smjeru z-osi, mijenjajuci
njezinu poziciju u 3D sustavu. Pomicanje ravnine u horizontalnim smjerovima kroz
osi x ili y moze promijeniti oblik presjeka.

Kliza¢ @ odreduje kut pod kojim ravnina sijece os stoZac o i utjece na oblik pre-
sjeka jer promjena kuta mijenja nacin na koji ravnina sijece stozac.

Koristenjem klizaca mogu se detaljno istraziti sve moguce vrste presjeka te pro-
mijeniti karakteristike tih presjeka. Svaka od ovih manipulacija omoguc¢uje da vizu-
aliziramo geometriju presjeka u 3D prostoru te uo¢imo uvjete koji vode do razlicitih
tipova krivulja drugog reda. Stovise, za svaki je kliza¢ omoguéena animacija tako da
se pojedini kliza¢ pomice od minimalne prema maksimalnoj vrijednosti intervala
koji je zadan. Naravno, simultano s promjenom vrijednosti parametra mijenja se i
cijela slika.

Na kraju ovog poglavlja prikazat ¢emo samo jedan od mogucih degeneriranih
oblika koji nastaju kada ravnina prolazi vrhom sto$ca S. Kao $to je receno na pocetku
ovog poglavlja, prolaskom ravnine kroz vrh sto$ca presjek mogu biti, izmedu osta-
log, i dva ukrstena pravca. Odaberimo li kliza¢ima sljedece vrijednosti parametara
a=30°id =0, dobivamo Sliku 8.

B=(0,00
2:2827

€=(0.0.3)

2827

Slika 8. Dva ukrstena pravca

Posebno je interesantno pokrenuti animaciju klizaca d u gore navedenom pri-
mjeru. Promatrajuci $to se dogada sa slikom kada vrijednost parametra d tezi k 0,
moze se uociti kako hiperbola tezi prema asimptotama i u trenutku d = 0 zapravo
hiperbola degenerira u dva ukrstena pravca.
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3. Klasifikacija krivulja drugog reda

U uvodu je napomenuto da je na sveucilisnim preddiplomskim studijima koji u
svojim programima na prvoj godini imaju kolegij Linearna algebra (ili su ti sadrzaji
dio kolegija Matematika 1 i Matematika 2) ne stizu zavrsiti poglavlje posveceno ka-
nonskom obliku kvadratne forme te time i zadnju medustanicu u vertikali Konike
(vidi npr. [K], [C], [E]). Stovise, ¢esto se dogodi da se kolegij zavrsi samo poglav-
ljem posvecenom dijagonalizaciji matri¢nog prikaza linearnog operatora pomocu
baze sastavljene od svojstvenih vektora. Stoga studenti budu uskraceni za krucijalni
dio teorema da se svaka simetri¢na matrica moze dijagonalizirati pomocu pripadne
svojstvene ortonormirane baze. Time dodatno ostane neiskori$teno vazno svojstvo
ortogonalnih matrica, a obi¢no se spominje ranije u kolegiju, da je inverz ortogonal-
ne matrice njoj transponirana. Stoga ¢emo u ovom poglavlju predociti kako se bez
uvodenja kvadratnih formi i pojma definitnosti moze klasificirati krivulje drugog
reda. Takav ogoljeni pristup zapravo postaje poticaj studentima da upisu neki kasniji
kolegij posvecen linearnim operatorima nad unitarnim prostorom gdje ¢e cuti vise
o kvadratnim formama, ortonormiranim bazama te o kona¢nodimenzijskim vektor-
skim prostorima op¢enito. Prije nego predo¢imo, mozemo slobodno re¢i, pre¢icu do
klasifikacije krivulja drugog reda, navest ¢emo koje gradivo je u tom trenu poznato
studentima:

« (A-B)T=B". AT
o Matrica A je ortogonalna ako A = AT
o  Binet-Cauchyjev teorem det(A - B) = det(A) - det(B);
e Matrica prijelaza T iz nove u staru bazu;
o Postupak odredivanja svojstvenih vrijednosti i svojstvenih vektora;
o Postupak dijagonalizacije matrice ako postoje svojstveni vektori koji ¢ine bazu .
U narednom dijelu teksta promatrat ¢emo kvadratne polinome, tj. polinome
drugog stupnja dviju varijabli
p(x,y)=a,x* +2a,xy+a,,y’ +bx+b,y+c, (1)
gdje su a, ,a,,,4,,,b,,b, i ¢ realni brojevi i gdje je barem jedan od koeficijenata

a,,,4,,,a,, razli¢it od nule. Iz prakti¢nih je razloga koeficijent uz monom xy dvo-

struk.
Neka je A= {

a4y

P } matrica drugog reda, b= [b1 bz] vektor-redak i ¢ ska-

12 22

lar. Gore navedeni polinom (1) moZemo zapisati u matri¢cnom zapisu

p(x,y)=[x )/]|:Z“ Z12:||:;:|+[bl bil|:;:|+a. (2)

12 22
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JednadZbom
p(x, y)=0. 3)

zadana je proizvoljna krivulja drugog reda. U srednjoskolskom obrazovanju sve jed-
nadzbe drugog reda bile su zapisane ili u srediSnjem ili u translatiranom obliku. To
znaci da su svi kvadratni polinomi u dvije varijable bili oblika

p(x,y)=ax’ +by’ +cx+dy+e

$to znaci da nisu imali monom xy. U narednom dijelu teksta promatrat ¢emo kva-
dratne polinome i s monomom xy.

all a12

:| simetri¢na matrica drugog reda. O kojoj je
a, a

Primijetimo da je A =[

12 22

krivulji rije¢ doznat ¢emo na osnovi navedene simetri¢ne matrice A, tj. iz njezinog
dijagonaliziranog oblika. Vazno je istaknuti da za daljnje pracenje ovog postupka nije
nuzna spoznaja da se svaka simetri¢na matrica moze ortogonalno dijagonalizirati.
Dapace, sva tri navedena primjera zadataka o krivuljama drugog reda mogu posluziti
kao uvodni zadatci odredivanja svojstvenih vrijednosti i svojstvenih vektora. Spo-
menuti primjeri temelje se na primjerima iz [E] i [AE], ali uz gore navedeni druk¢iji
nacin rjesavanja gdje su kvadratni polinomi dviju varijabli dani s matri¢nim zapisom

1
(2). Studenti su se u svom srednjoskolskom obrazovanju sreli s funkcijom y=— i
X

vjerojatno su ¢uli da je graf te funkcije istostrana hiperbola zarotirana za kut Z Bu-
duci da je implicitni oblik navedena jednadzba hiperbole, sljedeci
xy=1
prvi primjer odnosi se na kvadratni polinom p(x, y)=2xy—1.
Primjer 1. Zapisite polinom drugog stupnja
plx, y)=2xy—1 4)

u obliku matricnog zapisa te odredite o kojoj se krivulji drugog reda radi.

0 1
Odgovarajuca matrica je A= L O:| , te matricni zapis jednadzbe (4) glasi

g e oo L

Karakteristicna jednadzba matrice A glasi
A =1=0,

te su svojstvene vrijednosti A, =1i 4, =—1. Svojstvene vektore nalazimo rjesavajuci
sustave
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R MR
g R

Ortonormiranu bazu formiramo tako da svojstvene vektore normiramo, a ma-
trica prijelaza T iz stare (kanonske) baze u novu (ortonormiranu) bazu glasi

N
2 2|

2 2| 2
)

Buduci da matrica A ima dvije svojstvene vrijednosti, jasno je da su odgovarajuci
svojstveni vektori baza vektorskog prostora R te se matrica A moze dijagonalizirati

na sljede¢i nacin:
LY 1 =1] 1o 5
2 )1 =1t 1o —1|”

1 1j({0 1 1 —1
2 (-1 1fj1 02 |1 1
Odavde pak slijedi A=TDT" pa poletna matri¢na jednadzba (5) glasi
x
[x y:ITDTT [y] =1 (6)

Koriste¢i matricu prijelaza T mozemo zapisati

N

odnosno iz ¢injenice daje T~' =T slijedi

[

o1 1

odnosno
[x y]T=[x' y']. (8)

Uvrstivsi sad (7) i (8) u (6) dobivamo

£ y']{; _Ol]m=1 ©)
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tj. dobivamo sljede¢u sredi$nju jednadzbu hiperbole u novim koordinatama
x'z—y'2=1. (10)

Promotrimo jo$ dva ogledna primjera, jedan za elipsu i jedan za parabolu. Vazno
je da postupak bude potpuno identi¢an. Napomenimo da je tekst Primjera 2. i Primje-
ra 3. modificiran kako bi se studente dodatno potaknulo na razumijevanje poveznica
izmedu pojmova konika, krivulja drugog reda, kvadratna jednadzba dviju varijabli.

Primjer 2. Identificirajte skup tocaka ravnine koji je zadan jednadzbom
5x” +4xy+8y* —32x—56y+80=0 (11)

u pravokutnom koordinatnom sustavu (Ose,,e,)

Jednadzbu (11) mozemo zapisati u matri¢cnom obliku

£33 ] NSO T

5 2
{Zn Zn}:{z 8]’ (6, b]=[-32 —56] c=80.

gdje je

12 22

a, a
Karakteristi¢na jednadzba matrice A = [ ! 12} glasi
a, a
12 22

A2 —=131+36=0,

te su svojstvene vrijednosti A, =41 A4, =9. U ovom trenu ve¢ je jasno da se radi o
elipsi. No, da bismo dobili i odgovarajuc¢u jednadzbu, trebamo odrediti matricu pre-
laza T. Svojstveni vektori su sljedeci:

Koriste¢i se formulama (6) do (8) dobivamo matri¢ni zapis u novoj bazi

o L A e
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odnosno jednadzbu

12 12 ]' ' ' _
4x 49y +—=(8x'—144y')+80=0.

N

Svodenjem na potpuni kvadrat rjeSavamo problem translacije pa gornja jednadzba
poprima translatirani oblik elipse

NG 2 +9(y'—%)2 =36.

Primjer 2.3. Odredite sredi$nju jednadzbu krivulje drugog reda

1
4(x +—

x*+2xy+y’ —4x+2y—3=0. (11)

Jednadzbu (11) mozemo zapisati u matri¢cnom obliku

[x y]E j[ﬂ+[—4 2]{ﬂ—3=0.

11
Matrica A= L 1} ima dvije svojstvene vrijednosti, 4, =0i 4, =2.

Matrica prijelaza T iz stare baze u novu bazu glasi

111 1
=]

Koriste¢i se ponovno formulama (6) do (8), dobivamo matri¢ni zapis u novoj bazi
0 Of x' 1 1 1| x'
Ly +—[-4 2 —3=0,
L+ y]{o JM 7l ][—1 JM

4y —2y'=32x'=3=0.

Odnosno

Zapisav$i u translatiranom obliku imamo
2
2 13
2(y'—£) —S\E(x'+—\/5) =0.
4 24
Konacno, pripadna sredi$nja jednadzba parabole glasi
2(y")2 =32x".

Nakon tri gore navedena ogledna primjera za hiperbolu, elipsu i parabolu, vazno
je napomenuti da smo tip konike mogli odrediti na osnovi svojstvenih vrijednosti
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Poucak 101

matrice A. U Primjeru 1. svojstvene vrijednosti 4, =1 i A, =—1 suprotnog su pred-
znaka i sredi$nji oblik pripadne hiperbole je

Ax*+Ay =114 x> =y’ =1.

U Primjeru 2. svojstvene vrijednosti bilesu A, =41 A, =9, a sredisnji oblik elip-
se bio je
4x* +9y* = 36.

U zadnjem Primjeru 3. svojstvene vrijednosti bile su 4, =0 i 4, =2, stoga sre-
di$nja jednadZba nema monom x? nego samo )* te je spomenuta sredi$nja jednadzba
jednaka

2y% =3/2x.
Budu¢i da za dijagonalnu matricu D vrijedi
det(D)=4,-4,,

jasno je da za elipsu i kruznicu vrijedi det(D) >0, za hiperbolu det(D) <0, a za pa-
rabolu det(D) = 0. Na osnovi Binet-Cauchyjevog teorema znamo da je

det(A)=det(T-D-T") =det(T)- det(D)-det(T") = det(D).

Na osnovi ¢injenice da je det(A) = det(D), te uzevsi u obzir i degenerirane sluca-
jeve, mozemo na sljedeci nacin opisati klasifikaciju krivulja drugog reda.

Neka je K C R? skup definiran jednadzbom
a, x> +2a,xy+a,,y’ +bx+b,y+c=0

. . a;; 4y . a, 4y
inekajes oznadena matrica .
a, Gy 12 9

Na kraju opi$imo (naravno bez dokaza) klasifikaciju konika na sljede¢i nacin:

1° Ako je det A >0, onda je K elipsa (kruznica) ili skup koji sadrzi samo jednu
tocku ili prazan skup.

2° Ako je det A <0, onda je K hiperbola ili unija dvaju pravaca koji se sijeku.

3° Ako je det A=0, onda je K parabola ili unija dvaju paralelnih pravaca ili je-
dan pravac ili prazan skup.
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