Poucak 101

Nikomahov teorem

JELENA BEkAvVAC KRCADINAC' 1 VEDRAN KRCADINAC?

Ljubitelje numerologije razveselit ¢e da je redni broj ove kalendarske godine jed-
nak kvadratu zbroja prvih devet prirodnih brojeva. Stovise, jednak je i zbroju njiho-
vih kubova:

2025=(14+2+3+4+5+6+7+8+9° =1"+2’+3’+4’+5+6"+7°+8 +9°.

Jednakost je specijalni slucaj identiteta poznatog kao Nikomahov teorem:
Teorem 1. (1+2+3+...+n)’=1+2"+3+...+n’, VnEN.

Teorem je nazvan po starogrckom matematicaru i filozofu Nikomahu iz Gerasa
(oko 60.-120. godine) [6]. Nikomah je u djelu Uvod u aritmetiku primijetio da, ako
napi$emo redom neparne prirodne brojeve, prvi je broj 1°, zbroj iduca dva broja je 23,
zbroj iduca tri broja je 3° i tako dalje:

1,3,57,911,13,15,17,19,...
1 23 33 43

Nazovimo ovu opservaciju Nikomahovom lemom. Malo kasnije pokazat ¢emo

kako iz nje slijedi teorem 1. Najprije dokazimo druga dva poznata identiteta.

nn+1
Lema2. 14+24+3+...+n= ( )

,VneN.

Dokaz. Formulu za zbroj prvih n prirodnih brojeva najlakse je dokazati Gau-
ssovim trikom. Oznacimo sumu na lijevoj strani S i zbrojimo odgovarajuce ¢lanove
dvije takve sume zapisane u rastu¢em i u padaju¢em redoslijedu:

s = 1 + 2 + 3 + ...+ n
+ S, = n o+ (=) + (=2 + .o+ 1
25, = (n+1) + (n+1) + (+D) + ... + (n+))
Na desnoj strani imamo 7 pribrojnika n + 1, paje 2§ =n(n+1), tj. Sn=n(n2+1)~‘:‘

Lema3.1+3+5+...+(2n—1)=n’>, VuEN.

Dokaz. Formulu za zbroj prvih n neparnih prirodnih brojeva takoder mozemo
dokazati Gaussovim trikom. Umjesto toga, na Slici 1. prikazan je vizualni dokaz.
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Slika se odnosi na slucaj n = 5, ali u njoj je sadrzana ideja dokaza matematickom
indukcijom. Vidimo da kvadrat sa stranicom duljine n moZemo prosiriti do kvadrata
sa stranicom duljine n + 1 dodavanjem dvaju pravokutnika dimenzija 1 x nin x 1 te
kvadrata 1 x 1, tj. dodavanjem iduceg pribrojnika 2x + 1. O

|

Slika 1. Dokaz Leme 3 zan = 5.

Prema Nikomahovoj lemi (1), zbroj kubova prvih n prirodnih brojeva jednak je

broju prvih1+2+ ...+ 5= "D

neparnih prirodnih brojeva. Prema Lemi 3 to

je upravo kvadrat toga broja, tj. (1+2+...+n)*. Time smo dokazali Teorem 1, no
kako dokazati Nikomahovu lemu? Prezentirat ¢emo vizualni dokaz.

JAVAVEVAN
VAVAVAVAVAN

Slika 2. Podjela jednakostrani¢nog trokuta za n = 5
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Na Slici 2. prikazan je jednakostranican trokut sa stranicom duljine n = 5 po-
dijeljen na trokutice s jedini¢nim stranicama. U najvidem retku jedan je trokuti¢, u
retku ispod su tri trokutic¢a, u idu¢em retku pet trokutica i tako dalje. Prema Lemi

3, ukupan broj trokutica je n’. Iz ove slike i formule za povr$inu jednakostrani¢nog
2

n
trokuta P =

dobivamo jos jedan, geometrijski dokaz Leme 3!

Za dokaz Nikomahove leme uzmimo n podijeljenih jednakostrani¢nih trokuta
sa stranicom duljine # i slozimo ih kao na Slici 3. Ukupan broj jedini¢nih trokuti¢a
tada je n-n’ =n’. S druge strane, prebrojimo koliko je trokuti¢a u pojedinim retci-
n—1

n+1
ma. Za neparni # imamo velikih trokuta okrenutih vthom prema gore i

velikih trokuta okrenutih stranicom prema gore. Stoga u najvisem retku imamo
n+1 n—1
1+
2

trokutica. Isti broj dobivamo kao prvi ¢lan n-te zagrade u (1). To je N-ti neparni broj
za

-2n=1)=n*—n+1

(n—Dn

N=1+2+...+(n=-1)+1= +1

(koristimo Lemu 2). Uvrstavanjem toga izraza u 2N —1 i sredivanjem dobivamo ta-
koder n* —n+1. Svaki idu¢i redak ima dva trokutica vise, pa je ukupan broj trokuti-
¢a na Slici 3. jednak zbroju svih brojeva iz n-te zagrade u (1). Tako dobivamo tvrdnju
Nikomahove leme za neparni n.

\VAVAVAVAN

Slika 3. Dokaz Nikomahove leme zan =5

Za parni n treba modificirati dokaz kao na Slici 4. Zadnji trokut okrenut je stra-
nicom prema gore, pa ga transformiramo u paralelogram premjestanjem gornjeg

n
desnog kuta sa stranicom duljine —. Prebrojavanjem trokuti¢a u pojedinim retcima

dolazimo do istoga zakljucka.
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Slika 4. Dokaz Nikomahove leme za n = 4

U ¢lanku na Wikipediji [7] dan je jos jedan vizualni dokaz Nikomahova teorema,
slican dokazu Leme 3 (Slika 5.). Promotrimo kocke sa stranicama duljina 1,2,...,n
podijeljene na jedini¢ne kockice. Ukupan broj kockica odgovara zbroju kubova na
desnoj strani Teorema 1. Kocke mozemo podijeliti na horizontalne slojeve i presloziti

Slika 5. Dokaz Teorema 1 zan =5
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ih u kvadrat sa stranicom duljine 1+2+---+n. Pritom za kocke s parnim stranica-
ma jedan od slojeva dijelimo na pola. Animacije ovih dvaju dokaza pogledajte na Yo-
uTubeu [3]. U knjizi [4] na str. 84 - 89 nalaze se i drugi vizualni dokazi Nikomahova
teorema.

Ideju vizualnog dokaza na Slici 5. mozemo formalizirati kao dokaz matematic-
kom indukcijom. U ¢lanku [1] dana su dva kombinatorna dokaza Nikomahova teore-
ma. Njihova je ideja interpretirati lijevu i desnu stranu kao broj elemenata kona¢nih
skupova i uspostaviti bijekciju izmedu tih skupova. Na primjer, desna strana u Lemi

n+1
2 binomni je koeficijent ( 5 ) . Njegov kvadrat mozemo interpretirati kao broj ure-
denih cetvorki (x,,x,,x,,x,) cijelih brojeva koji zadovoljavaju 0<x, <x,<n i

0 < x, <x, <n.Autori ¢lanka [1] sugeriraju i kombinatorni dokaz formule za sumu
kvadrata prirodnih brojeva:

1(2n+2
P+2 4. . +nt=— )
4\ 3

Povijesno, potreba za racunanjem zbroja p-tih potencija prirodnih brojeva
17 427 +...+n” pojavljivala se pri odredivanju povr§ina i volumena nekih geome-
trijskih likova i tijela [5]. Op¢u formulu naslutio je Jakob Bernoulli:

1 2(p+1 )
V+2ﬂh“+np=———2(p )&n“H.

p+liz\ i
11 1 1 1 5 691
OVdje su (B,'),io = (1’_)_’03__)0)_)01__)0,_,0,_ _,0,...) takozva-
2 6 30 42 30 66 2730

ni Bernoullijevi brojevi, koji se pojavljuju u matematickoj analizi i u kombinatorici.
Jedna od metoda za izvodenje ovakvih formula je diferencijski racun. To je diskret-
na verzija diferencijalnog i integralnog racuna u kojoj sume racunamo na analogni
nacin kao integrale. Popularizirali su je Donald Knuth i koautori u cjelini 2.6 knjige
Concrete mathematics [2].
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