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Racunanje s rimskim brojevima

ALEKSANDAR HATZIVELKOS®

1. Uvod

Rimski se brojevi u nastavi matematike pojavljuju ve¢ u drugom razredu osnov-
ne $kole, kada djeca uce kako pisati i citati rimske brojke do dvanaest.> Kasnije se
rimski brojevi spominju nekoliko puta, naj¢es¢e vezano uz zapis godina, no niti u
jednom trenutku tijekom obrazovanja rimskim brojevima nije posvecena sustavna
paznja, ¢ak ni na razini osnovnih operacija. Kako rimski brojevi u povijesti matema-
tike predstavljaju svojevrsnu koc¢nicu razvoju (vidi [9]), uvrijezilo se misljenje kako
je i provodenje osnovnih aritmetickih operacija s rimskim brojevima tesko i kompli-
cirano. No istina je posve suprotna: osnovne operacije poput zbrajanja i oduzimanja
vrlo su jednostavne, $tovise, zahtijevaju manju razinu predznanja od istih operacija
u indoarapskom brojevnom sustavu. Vjerojatno je i to jedan od razloga zbog kojeg
je indoarapskim brojevima trebalo neobi¢no dugo (gotovo pet stotina godina) da
zamijene rimske brojeve (vidi [1]).

Ovim ¢lankom Zeljeli smo posvetiti pozornost algoritmima koje je moguce koristi-
ti za raCunanje s rimskim brojevima, kako bismo barem jedinim dijelom nadoknadili
izostanak tih tema u matematickom obrazovnom sustavu u Hrvatskoj. Vjerujemo kako
posebnu zanimljivost tome .zaboravljenom znanju” daje i ¢injenica da se ba$ neki od tih
starih algoritama, poput algoritma za mnozenje, koriste i u suvremenom racunarstvu.

2. Rimski brojevni sustav

Svi smo u dobroj mjeri upoznati s na¢inom zapisivanja rimskih brojki: on koristi
oznake I (za jedan), V (za pet), X (za deset), L (za pedeset), C (za sto), D (za pet stoti-
na) i M (za tisucu). Istaknimo da se u pocetku za pisanje brojki koristila samo inacica
u kojoj se vrijednost broja dobiva isklju¢ivo zbrajanjem vrijednosti tih simbola, pa se
recimo broj Cetiri pisao IIII, a ne IV, gdje se vrijednost (manjeg) lijevog simbola (je-
dan) oduzima od vrijednosti (ve¢eg) desnog simbola (pet). Stovise, upravo se ta adi-
tivna varijanta (IIII) koristila u samom procesu ra¢unanja i kasnije kada je uvedena
«pokrata” zapisa (IV), i to prvenstveno u aristokratskim, odnosno vise obrazovanim
krugovima. Stoga ¢emo se aditivnog zapisa drzati i u ovome tekstu.

!Aleksandar Hatzivelkos, Veleuciliste Velika Gorica
Prvo upoznavanje s rimskim brojevima samo do broja dvanaest provodi se zbog ucestale upotrebe rimskih brojeva
na satovima.
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Pri tome postoje pravila zapisa, svojevrsna sintaksa: simboli I, X i C mogu se
ponavljati najviSe Cetiri puta, dok se simboli V, L i D ne smiju ponavljati, odnosno
pise ih se samo jednom.

Takav je nacin zapisivanja brojeva znacajno jednostavniji od indoarapskog, tj.
zahtijeva daleko manje ucenja i apstraktnog razmisljanja: simbol X uvijek predstavlja
vrijednost deset, za razliku od znamenke (simbola) 1 koja moze znaciti jedan, deset,
sto, tisucu, i tako dalje, ovisno o poziciji na kojoj se nalazi. Oc¢igledno je da indoarap-
ski zapis zahtijeva vi$u razinu apstrakcije, $to je vazan faktor ako je vec¢ina korisnika
slabo ili nikako obrazovana.

2.1. Zbrajanje i oduzimanje u rimskom brojevhom sustavu

Zbrajanje se kod rimskih brojeva provodi konkatenacijom, odnosno lijepljenjem.
Na primjer, ako Zelimo zbrojiti brojeve XVI (16) i XXVIII (28), brojeve jednostavno:

a) zapiSemo zajedno (XVIXXVIII);
b) znamenke poredamo od najvece prema najmanjoj (XXXVVIIII);

c) provedemo jednostavno zbrajanje osnovnih znamenaka (VV je jednako X, pa je
rjedenje broj XXXXIIII).?

Iako se zbrajanje provodi kroz konkatenaciju, oc¢igledno je potrebno poznavati
dodatna pravila za zbrajanje znamenaka. No tih je pravila malo, svega Sest (IIIII =V,
VV =X, XXXXX =L, LL=C,CCCCC=DiDD =M).

S druge strane, kod zbrajanja u indoarapskom brojevnom sustavu koristimo visu
razinu apstrakcije (znacenje pozicije na kojoj se nalazi znamenka, te prenosenje vri-
jednosti s jedne pozicije na drugu) pa moramo pamtiti znacajno veci broj interakcija

znamenaka, to¢nije njih ) =45.

Oduzimanje se kod rimskih brojeva provodi ponistavanjem istih znamenaka u
umanjeniku i umanjitelju. Primjerice, ako oduzimamo brojeve XXII (22) i VIII (8),
postupak provodimo tako da:*

a) uklonimo iste znamenke (XXII — VIII = XX - VI);

b) znamenku umanjenika napisemo pomoc¢u manjih znamenaka, npr. X kao VIIIII
( XX - VI = XVIIIII - VI), te se vratimo na korak (a).

3U kasnijim razdobljima na kraju bi jo$ zapisali pokrate XL (za XXXX) i IV (za IIII), no ta dodatna razina kom-
plikacije zapisa nije originalno postojala u rimskom brojevnom sustavu. Napomenimo kako je jedan od razloga za
uvodenje takve pokrate bila ¢injenica da su pojedini brojevi imali dugacke klasi¢ne zapise. Na primjer, broj 999 u
klasi¢nom zapisu glasi DCCCCLXXXXVIIIL, dok ga pomocu pokrate zapisujemo CMXCIX.

“Napomenimo kako Rimljani nisu koristili oznake + i — za zbrajanje i oduzimanje, ve¢ su te operacije opisivali rije-
¢ima. No zbog jednostavnosti i lakse ¢itljivosti zapisa, u ovom ¢emo tekstu koristiti dana$nje uobi¢ajene oznake za
matematicke operacije zbrajanja, oduzimanja, mnozenja i dijeljenja.
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Postupak ponavljamo dok ne uklonimo sve znamenke umanjitelja. Dakle:
XXII - VIII = XX - VI = XVIIIII - VI = XIIIIL.

Vidimo da se postupak oduzimanja svodi na poznavanje osnovnih $est odnosa iz-
medu znamenaka, te na vizualno ponistavanje istih dijelova brojeva koje oduzimamo.

S druge strane, pri oduzimanju brojeva u indoarapskom zapisu, kao i kod zbraja-
nja, moramo koristiti ve¢i broj informacija (odnosi izmedu znamenaka koje se odu-
zimaju) i viSu razinu apstrakcije (prenosenje vrijednosti na novu poziciju).

2.2. Mnozenje u rimskom brojevnom sustavu

Tocan postupak mnozZenja rimskih brojeva ni danas nije potpuno rasvijetljen.
Osnovni razlog za to je izostanak povijesnih materijala iz rimskog perioda vezanih uz
matematicke operacije (i matematiku opcenito). Medu povjesni¢arima postoji kon-
senzus o izostanku rimskog interesa za temeljne znanosti; ako nije postojala nepo-
sredna prakti¢na primjena, interes je za temeljne znanosti poput matematike bio mali.

S druge strane, Rimljani su od svojih prethodnika (poput starogrcke ili egipat-
ske civilizacije) preuzeli ve¢inu prakti¢nih i primjenjivih znanja. Tako se vjeruje da
su Rimljani nacin zapisivanja brojeva naslijedili od Etruscana, a taj je po strukturi
(ne-pozicijski aditivni brojevni sustav sa simbolima koji oznac¢avaju odredenu broj-
¢anu vrijednost) slican egipatskom i gr¢kom zapisu brojeva.

Kada je rije¢ o mnozenju rimskih brojeva, u literaturi se najcesce isti¢u tri na-
¢ina: ra¢unanje prstima, abakusom i pomoc¢u unaprijed pripremljenih tablica mno-
zenja. Radi o nepisanim i u literaturi relativno cestim metodama te ih stoga u ovom
tekstu ne¢emo analizirati.

Osim toga, u literaturi su dostupni i razni algoritmi za mnozenje rimskih broje-
va, od (starogrckih) sustava temeljenih na distribucijskom svojstvu mnozenja broje-
va u aditivnom zapisu, koji nalikuje modernom standardnom postupku mnozenja u
pozicijskom sustavu ([9]), pa do algoritama mnozenja (i dijeljenja) specifi¢no prila-
godenih rimskim brojevima ([3]).

Algoritam za mnozenje (kasnije i dijeljenje) kojemu ¢emo posvetiti paznju te-
melji se na tehnici koja se razvila u starom Egiptu, odnosno radi se o blago modifici-
ranom algoritmu koji se danas jo$ naziva i seljacko mnoZenje (eng. peasant multipli-
cation) ([4,7,8]).

Iako ne postoje neposredni pisani tragovi, vrlo je vjerojatno da je tehnika bila
poznata u starom Rimu. Primjerice, o egipatskom mnozZenju C.S. Roero pise: Po-
sve je sigurno da su Grci preuzeli dio elementarne aritmetike od Egipéana. Upotreba
egipatskog mnoZenja i racunanja s jedinicnim razlomcima opstala je dugo vremena,
protezuci se daleko u srednji vijek”> ([6]). Takoder, zapise o upotrebi istog algoritma

*Preveo autor ¢lanka.
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nalazimo i u literaturi koja govori o matematic¢aru Nicomachusu (60. - 120. god.) iz
rimske provincije u Siriji ([5]).

U svakom slucaju, iako ne moZemo ustvrditi da je opisani algoritam bio $iroko
kori$ten u rimskom periodu, zasigurno je bio poznat i dostupan. Zbog njegove neu-
obicajenosti, jednostavnosti, ali i moderne upotrebe u rac¢unarstvu, vjerujemo da je
korisno vidjeti kako funkcionira.

Algoritam seljackog mnoZenja zapravo nije vezan iskljucivo uz brojeve u rim-
skom zapisu, ve¢ ga je moguce provesti u bilo kojem brojevnom sustavu u kojemu
znamo (po mogucnosti jednostavno):

- raspoznati parni od neparnog broja
- pomnoziti broj s dva

- cjelobrojno podijeliti broj s dva

Prije samog algoritma prokomentirajmo tri navedene pretpostavke u kontekstu
rimskih brojeva.

Sto se neparnih brojeva ti¢e, jedine neparne znamenke u rimskim su brojevima
znamenke I i V. Stoga se neparan rimski broj prepoznavao po (ukupnom) neparnom
broju tih znamenki. Tako je broj XVII neparan jer ima neparan broj (tri) znamenaka
Vi, dok je broj XVIII paran jer ima paran broj (Cetiri) znamenaka Vil.

Rimske brojeve iznimno jednostavno mnozimo s dva: broj se dva puta zapise, pa
se provede korekcija poretka i pojednostavljivanje zapisa kao kod zbrajanja. Tako na
primjer broj XVII (17) pomnozen s dva iznosi: XVIIXVII = XXV VIIII = XXXIIII,
dakle 34.

Kada govorimo o cjelobrojnom dijeljenju, govorimo o funkciji koju u moder-
noj matematici zapisujemo pomocu oznaka | | (koje pak ¢itamo ,,najvece cijelo®),
a radi se o rezultatu dijeljenja kod kojeg odbacujemo / zanemarujemo ostatak. Tako
bismo cjelobrojno dijeljenje prirodnog broja n s dva u modernoj matematici zapisali

8 9
kao {gJ, pri ¢emu vrijedi {EJ =4,alii {EJ =4. U oba je slucaja rezultat dijeljenja

Cetiri, pri ¢emu u prvom slu¢aju nema ostatka, a u drugom je slucaju ostatak jednak
jedan. Kako cjelobrojno dijeljenje zanemaruje ostatak, rezultat dijeljenja brojeva 8 i
9 s2jeistiiiznosi 4.

Kod rimskih brojeva, cjelobrojno dijeljenje s dva provodimo tako da umjesto
dvije iste znamenke zapiSemo samo jednu. Ako pak ne postoje dvije iste znamenke,
ve¢u znamenku zapi$emo pomoc¢u manjih kako bismo dobili potrebne parove poje-
dinih znamenaka. Kona¢no, ako imamo ostatak 1 kod zamjene parova znamenki II,
njega ignoriramo, tj. ne pisemo.
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Tako na primjer, broj XXIIII (24) nakon dijeljenja s dva prelazi u broj XII (12).

No ako s dva dijelimo broj XVIIII (19), tada prvo znamenku X zapisemo kao
VIIIII i potom provodimo zamjenu parova s po jedim simbolom:

XVIIII = VIIIIIVIIIT = VVIIIIIIIII,

$to nakon dijeljenja s dva prelazi u VIIII, odnosno 9. U ovome smo primjeru jedan
par VV zamijenili s V, Cetiri para II zamijenili smo s Cetiri znamenke I, a posljednju
smo znamenku I (ostatak) ignorirali.

Dakle, rimski brojevi zadovoljavaju tri osnovne pretpostavke potrebne za al-
goritam egipatskog mnozenja, pri ¢emu su postupci koje provodimo vise vizualni
(dupliranje znamenaka odnosno zamjena parova s jednim simbolom) nego li aritme-
ticki (izuzev dekonstrukcije ve¢ih znamenaka u manje, odnosno konstrukcije ve¢ih
znamenaka iz manjih). Samim izostankom aritmetike i viSeg stupnja apstrakcije te
svodenjem postupka na vizualne operacije, postupak je jednostavniji za needucira-
nog korisnika.

Posvetimo se sad algoritmu egipatskog mnozenja koji ¢emo paralelno provesti
na primjeru mnozenja brojeva XII (12) i XVII (17), $to znaci da trebamo dobiti re-
zultat CCIIII (204).

Formirat ¢emo dva stupca: prvome se na vrhu nalazi mnozitelj, a drugome mno-
zenik. U prvom ¢emo stupcu broj u svakome koraku cjelobrojno dijeliti s dva, a u
drugom ¢emo stupcu broj u svakome koraku mnoziti s dva.® Na sljedecoj slici prika-
zani su ti stupci za brojeve 12 i 17, paralelno u rimskom i dekadskom zapisu.

XII XVII 12| 17

VI | XXXIIII 6 | 34

III | LXVIII 3| 68
I | CXXXVI 136

Slika 1. Formiranje stupaca za egipatsko mnoZenje

Potom u formiranim stupcima prekrizimo sve redove u kojima je u prvom stup-
cu paran broj. U nasem sluc¢aju moramo prekriziti prvi i drugi red zato $to su brojevi
XIIi VI parni (imaju paran broj znamenaka V iI).

X XvH 2| 7

Vi | XXXHHE 6 | 34

III LXVIII 3| 68
I | CXXXVI 1 | 136

Slika 2. Odredivanje sumanada u egipatskom mnoZenju

Zbog komutativnosti mnoZenja, svejedno je kojim redoslijedom mnozimo dva broja. Stoga je korisno za mnozitelja
izabrati manji broj kako bi postupak mnozenja bio kra¢i.
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Kona¢no, u drugom stupcu zbrojimo sve preostale neprekrizene brojeve. Taj je
zbroj jednak umnosku koji trazimo. Uistinu:

LXVIII + CXXXVI = LXVIIICXXXVI = CLXXXXVVIIII = CLXXXXXIIII = CCIIII,

odnosno 68 + 136 = 204. Rjesenje ce biti isto i ako zamijenimo redoslijed brojeva koje
mnozimo:

XVII XII 17| 12
Vi XKXHH 8| 24
HH | X3XXVHTH 4 | 48
H | B2 2| 9
I | CLXXXXII 1] 192

Sada je:
XII + CLXXXXII = XTICLXXXXII = CLXXXXXIIII = CLLIIII = CCIIII.

Pitanje je jesu li Europljani srednjega vijeka, Rimljani ili pak stari Egip¢ani, razu-
myjeli ili znali objasniti zasto ta metoda funkcionira (kao kontekst za navedeno pitanje
predlazem tekst Zeljka Ivankovi¢a .Je li matematika Zapada superiorna matematici
Istoka?”, [2]). 1z danasnje perspektive odgovor relativno jednostavno slijedi iz svoj-
stva brojeva zapisanih u - binarnom brojevnom sustavu.

Kako bismo to objasnili, vratimo se prethodnom primjeru mnozenja. Drugi broj
u umnosku (broj 17) zapravo nije presudan, pa ¢emo ga oznaciti jednostavno s x. No
prvi broj u umnosku zato ¢emo zapisati u binarnome obliku:

(12),,= (1100),= 1 2%+ 122 402" + 0 - 2°.
Promotrimo $to se to¢no dogada kada broj 12 u binarnom zapisu mnozimo bro-
jem x:
(1100), - x=(1-2°+ 1224 02" +0-2) - x
=2 x+2%x.
Dakle, kako bismo dobili trazeni umnozak, broj x tri smo puta pomnozili s dva

i zbrojili ga s vrijedno$c¢u koju dobijemo kada x dva puta pomnozimo s dva. No to su
iste vrijednosti koje zbrajamo i u postupku egipatskog mnozenja!

Naravno, to nije koincidencija. Redove koje zbrajamo izabrali smo kao redove s
neparnim brojevima u seriji brojeva u prvome stupcu. Upravo ¢e ti brojevi pri dijelje-
nju s dva dati ostatak 1, odnosno upravo su te pozicije u binarnom zapisu broja jed-
nake 1 jer se radi o klasi¢noj metodi prevodenja broja iz dekadskog u binarni zapis.

Kratko receno, algoritam egipatskog mnozenja paralelno provodi prevodenje
prvog faktora u binarni zapis i mnozenje odgovarajucih potencija broja dva s drugim
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faktorom. Ni stari Egip¢ani ni Rimljani to sigurno ne bi opisali na takav nacin jer
binarni brojevni sustav prvi put susre¢emo tek u 17. stolje¢u u radovima Gottfrieda
Wilhelma Leibniza. No, ostaje ¢injenica da su Egip¢ani, pa potom i Rimljani i Euro-
pljani srednjega vijeka koristili to¢an algoritam za odredivanje umnoska koji nije ovi-
sio o nacinu zapisa brojeva, pa se jednako upotrebljavao u egipatskom i u rimskom
brojevnom sustavu.

Stovise, isti se algoritam danas koristi u ra¢unalu prilikom mnoZenja dvaju pri-
rodnih brojeva: mnozenje drugog faktora s dva u binarnom zapisu zapravo znaci
dodavanje nule s desne strane zapisa (odnosno pomak broja u lijevo za jedno mje-
sto), dok se zbrajaju samo oni brojevi (pomaci) koji odgovaraju poziciji znamenki
1 u binarnom zapisu prvoga broja. Na neki nacin mogli bismo re¢i da smo zatvorili
puni krug, od egipatskog mnozenja hijeroglifa do istoga algoritma u modernim ra-
¢unalima.

2.3. Dijeljenje u rimskom brojevnom sustavu

Dijeljenje se cesto navodi kao operacija koja nije imala adekvatan algoritam pro-
vodenja kod rimskih brojeva, pa se postupak dijeljenja ¢esto opisuje pomocu suk-
cesivnog oduzimanja. Pa ipak, Rimljani su na raspolaganju imali viSe algoritama za
cjelobrojno dijeljenje, a mi ¢emo opisati onaj koji se temelji na egipatskom mnozenju.
Za provodenje algoritma dijeljenja, kao i kod mnozenja, potrebno je znati pomnoziti
broj s dva.

Recimo da zelimo (cjelobrojno) podijeliti dva prirodna broja, tj. da zelimo izra-
¢unati koli¢nik i ostatak pri dijeljenju 7 : m. Kao i kod mnozenja, formirat ¢emo dva
stupca. Na vrhu prvog stupca pisemo broj jedan, a na vrhu drugog stupca piSemo
djelitelja, odnosno m.

U svakom novom redu brojeve iz prethodnog reda pomnozimo s dva. Postupak
zaustavljamo kada u drugom stupcu dobijemo broj veci od djeljenika, tj. n. Na pri-
mjer, ako zelimo izracunati koliko iznosi CLXXXV : XIII (tj. 185 : 13), formiramo
sljedece stupce:

I XIII 1 13

II XXVI 2 | 26

III LII 4 | 52
VIII | CIIII 8 | 104
XVI | CCVIII 16 | 208

U tablici smo podvukli crtu ispod zadnjeg broja (u desnom stupcu) koji je manji
od djeljenika n. Cilj je broj n prikazati kao maksimalan moguc¢i zbroj brojeva iz de-
snog stupca, $to ostvarujemo sukcesivnim oduzimanjem najvec¢eg moguceg broja iz
desnog stupca od djeljenika (n).
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Tako u nasem slucaju imamo:

CLXXXV - CIIII = LXXXIIIII - IIIT = LXXXI (tj. 185 - 104 = 81),
LXXXI - LII = XXIIIIIIIIII - IT = XXVIIII (tj. 81 - 52 =29),
XXVIIII - XXVI =III (.29 - 26 =3).

Dakle, broj CLXXXYV (185) moze se prikazati kao zbroj brojeva iz drugog, treceg
i Cetvrtog reda i vrijednosti III (3) koja je ostatak cjelobrojnog dijeljenja.

Rezultat dijeljenja (koli¢nik) dobivamo zbrajanjem odgovarajucih vrijednosti iz
prvog stupca. U nasem slucaju to su brojevi iz drugog, treceg i Cetvrtog reda. Dakle,
rezultat ovog dijeljenja je:

IT + I + VIII = VIIIIIII = VVIII = XIIII.
Tako smo dosli do rezultata dijeljenja 185 : 13, koji iznosi 14 i ostatak 3.

Opisana metoda temelji se na egipatskom mnozenju. Trazimo najveci broj obli-
ka 2%-m koji je manji od n. Rezultat cjelobrojnog dijeljenja potom je zbroj odgovara-
jucih eksponenata k, koji zapravo definiraju binarni zapis rezultata dijeljenja.

Kao i kod mnozenja, treba istaknuti kako i operacija dijeljenja zahtijeva znacajno
oskudniju matematicku podlogu u usporedbi s dijeljenjem u indoarapskom brojevnom
sustavu — potrebno je znati provesti zbrajanje i oduzimanje te mnozenje broja s dva.

Usporedimo li to potrebno predznanje s predznanjem potrebnim za provodenje
dijeljenja u indoarapskom brojevnom sustavu, vidimo kako se uistinu radi o bitno
jednostavnijem procesu.

3. Zakljuéak

Ovim smo tekstom Zzeljeli ukazati na algoritme za provodenje matematickih ope-
racija koje je moguce koristiti s rimskim brojevima. Opisani postupci vrlo su jedno-
stavni za provodenje, zahtijevaju nisku razinu matematickog predznanja (daleko nizu
od one potrebne za provodenje istih operacija u indoarapskom brojevnom sustavu) i
bitno nizu razinu apstrakcije.

S druge strane, te iste operacije postale su uglavnom nepoznate $iroj, a cesto i
stru¢noj matematickoj javnosti, $to moze voditi k pogresnim zaklju¢cima o razvoju
matematike kao znanosti, ali i 0 matematickim mogu¢nostima i sposobnostima ge-
neracija koje su Zivjele prije nas. Na neki nacin, algoritmi poput egipatskog mnozenja
postali su ,zaboravljeno znanje“ iako ih u isto vrijeme koristimo svakodnevno kroz
racunalne algoritme.

Nadamo se da je i ovim tekstom bar malo dignuta koprena zaborava” s mate-
matickih znanja kojima se ¢ovjecanstvo koristilo prije vise stoljeca, i da ¢e pomoci
pravednijem vrednovanju matematickih znanja i vjestina koristenih u proslosti.
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