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Numeri€ka integracija.
Newton-Cotesove formule

MARIJAN CANCAREVICY, Ivica CULINA® T SIMUN ZLOPASA3

Uvod

U mnogim se sluc¢ajevima rjesenje nekog problema svodi na izracun odrede-
nog integrala. Poznato je da su osnovne motivacije za uvodenje odredenog integrala
problem povrsine podskupova ravnine i rad sile. Prosirimo li podrucje promatranja,
lako se nade primjena pri ra¢unanju brzine iz akceleracije, puta iz brzine u danom
vremenskom intervalu, koli¢ina tvari iz brzine kemijske reakcije, koli¢ina topline iz
specifi¢ne topline i jo§ puno drugih primjena iz razli¢itih znanstvenih i stru¢nih po-
drugja [1].

Metode integracije opc¢enito mogu biti analiticke i numericke, a integral jedno-
struki, dvostruki, ..., plo$ni, krivuljni, ... [2]. U ovom su ¢lanku izvedene Newton-Co-
tesove formule numericke integracije i istaknuti posebni slu¢ajevi popraceni odgo-
varaju¢im primjerima. Ukratko je navedeno potrebno predznanje za razumijevanje
problema koji se rjesava. Takoder, primjeri su rijeseni primjenom matematickog sof-
twarea SageMath [3].

Odredeni integral

Ne ulazedi u detalje, navedimo neke dobro poznate definicije i ¢injenice o odre-
denom integralu [1,3].

b
Problem izra¢unavanja odredenog integrala [ f(x)dx uglavnom se svodi na

pronalazenje primitivne funkcije F funkcije f (F'(x) = f(x)) i primjenu Newton-Leib-

nizove formule
b

J f(x)dx = F(b)~F(a). (1)

a
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, gx)= LA koje
x

Postoji velik broj funkcija kao §to su npr. f(x)=e™
primitivna funkcija F nije elementarna i nije moguce primijeniti formulu (1). Mno-
ge primitivne funkcije koje i nademo dosta su slozene. Na primjer,

d 1 3 3 1

f—x3= ——ln(4—2x+x2)+£arctg £(x—l) +—In2+x)+C,
8+x 24 12 3 12

pa primjena formule (1) ocito nije jednostavna. Takoder, funkcije koje su zadane
tabli¢no ili podatci koji su dobiveni mjerenjem ne mogu se integrirati Newton-Le-

ibnitzovom formulom. U svim navedenim slucajevima odredene integrale oblika
b

J f(x)dx nalazimo pomo¢u metoda priblizne integracije.

a

b
Podsjetimo se da odredeni integral [ f(x)dx geometrijski predstavlja algebar-

sku povrs$inu pseudotrapeza odredenog grafom funkcije f, pravcima x =g, x = b i
y =0 (Slika 1.). Ta ¢injenica moze pomoci da se u nekim slucajevima pokusa stvarna
vrijednost odredenog integrala izracunati primjenom neke formule iz planimetrije.

Slika 1.

Newton-Cotesove formule

b
Problem koji Zelimo rijesiti je naci pribliznu vrijednost [ f(x)dx. Prva ideja

koja se namece je da se podintegralna funkcija interpolira ili aproksimira polino-
mom, a potom se integracija funkcije svede na integraciju polinoma. Podsjetimo da
za analiticki nepoznatu funkciju kojoj su poznate vrijednosti y, = f(x;) i

a=x,<x,<--<x,=b

postoji jedinstven polinom L, stupnja ne veceg od n koji ima svojstvo L, (x;) = f(x;)
za svaki i=0,1,2,...,n. Navedena svojstva ima polinom koji se naziva Lagrangeov
interpolacijski polinom, a njegov je oblik

L,(x)= 2?:0)’1'11'(96)’ (2)
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gdje su
(x_xo)"'(x_xi—1)(x_xi+1)”'(x_xn)

(x,» _xo)"‘(xi _xi—l)(xi _xi+1)"'(xi _xn) .

()=

Zax,=a,x,=x,+ ih, i=12,...,n—1, x, = b supstitucijom x= X, + ph pomo¢ni
polinomi /; svode se na oblik

(p=i)(=1)"" it (n—i)!’

odnosno, uz oznaku, p"*" = p(p—1)---(p—n),

(n+1)

— (_1\n i p
W= = ©)
Uvrstimo li (3) u (2) dobiva se
_ L _1\n—i p(nH)
L"(x)_gy"( D =t

Jednakost f(x) = L (x) + R(x) daje
} f(x)dx = } L, (x)dx +} R(x)dx,

a priblizna vrijednost integrala iznosi

b p(n+1)
dic = _r
{f(x) =) %y, —i)il(n—i)!
Oznac¢imo x,=b 4 p(n+1)
A= [ ()T ————dx
= (p—i)il(n—i)!

i primijenimo li metodu supstitucije x = x, + ph, dx = hdp na prethodni integral,

dobiva se
(n+l

( l)n i p
i~ 1'(n—1)'f

a . \ .. .
,izraz A, moze se zapisati u obliku

Uzme li se u obzir daje h=

A,- = (b - a)I_Il-a
n+1)

gdje su 1 (- 1y

i=

I P
Koeficijenti H, poznati su pod nazivom Newton—Cotesovi koeficijenti, a odgova-
rajuce formule

n z'(n—z)'

b n

[ f(x)dx=(b-a)> H,y, (4)
a i=0

kao Newton-Cotesove formule.
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Napomenimo da vrijede jednakosti: H =H_ i > H, =1.

i=0

Greska aproksimacije nalazi se tako da se integrira greska aproksimacije funkci-
je Lagrangeovim interpolacijskim polinomom. Dakle,

b
n=(n_|1_1),ff(”+l)(a)(x—xo) ~~~~ (x—x,)dx, a€lab].

Promotrimo dva posebna slu¢aja Newton-Cotesovih formula:

1) Za n = 1 dobiva se trapezna formula ili trapezno pravilo.

Imamo 5 1
rp(p—1)
PR 3 -5l PO SN [
o P 2 0 2
i 1
L p(p—1) 1
H= [P D= b =,
y p—1 2| 2
Prema (4) dobiva se
b=x, 1 1 b—a h
!f(x)dxz(b_a)(g)’o+Ey1)=7(yo+y1)=5(yo+)’1)’ (5)

odnosno

§ h
ff(x)dx=5(y0+y1)+Rl.

Ako funkcija ima sve derivacije u okolini tocke x, gresku aproksimacije R, mo-
zemo naci tako da razvijemo funkciju f u Taylorov red u tocki x, i potom integriramo
¢lan po ¢lan. Imamo

xff(x)dx:} f(x0)+f'(xo)(x—x0)+f"(zxo)(x—xo)z+%(x_xo)3+_., dx

Xo

(a=x) |, 1) (n=x)", f7en) (n=x)

=f(x0)(x1—x0)+f'(x0)-

2 2 3 6 4
s W’ 4
=y0h+f'(x0).?+f"(x0)g +f"'(x0)i+...,
Takoder, ) )
)’1=f(x0+h)=yo+f'(x0)h+f;xo)h2+f éxo)hur.._
Nadalje je

X, h h3 h4
B=J o= ()= = )= )
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Iz prethodne jednakosti zaklju¢ujemo da se greska aproksimacije moze prikazati
u obliku
h3
R, =——f"(9) X, <O<x.

2) Za n = 2 dobiva se Simpsonova formula ili Simpsonovo pravilo. Newton-Cotesovi
koeficijenti su:
2 2

TR (.l (V. ) PR Y VANV PN G
Moo= =53 { p T 4(3 32+2p)_6

0
2

L P
2% 21 3 2

0
Primjenom formule (4) dobiva se

S feodx= (b- a)( y0+2y1 1y)=

h
Ta(y0+4y1 +y2)=5(y0+4y1 +y2) (6)

Navedimo bez dokaza da greska aproksimacije R, iznosi
hs iv
=—%f (0) X, <0<x,.

Dodajmo da smo do trapezne formule mogli do¢i tako da podintegralnu funk-
ciju zamijenimo polinomom
X=X X=X,

L(x)= Yot i

0 %1 1~ %o

i integriramo. Takoder, moglo se i geometrijski do¢i do istog rezultata tako da se po-
vr$ina pseudotrapeza izracuna formulom za povrsinu trapeza (Slika 2.). Simpsonova
formula moZe se dobiti integriranjem Lagrangeovog interpolacijskog polinoma L, pri

+b

« N c a .
¢emu su ¢vorovi tocke x, = a, x, = - x, = b (Slika 3.).

71

/

- a=x b

v

I
=
x

Slika 2.
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v

Slika 3.

Za vecu to¢nost kod trapezne formule segment integracije [a,b] dijeli se na n
jednakih dijelova to¢kama Xy =0 Xy oo s X, = b i na svakom od intervala [xo,xl] R
[xl ,x2:| s oo [xn_l ,xn] primijeni formula (5). Tako se dobiva opca trapezna formula:

b h
{f(x)dng(yo + 3, + 200yt )
Greska aproksimacije primjenom op¢e trapezne formule iznosi:

R, =—b1_2ah2f"(a), a€{ab),

odnosno apsolutna je grani¢na greska

b—
IR |< Tathz , M, =max|f"(x)|, xE(a,b).
Za opéu Simpsonovu formulu segment [a,b] dijeli se na paran broj n jednakih
dijelova tockama x, = a, x,, ..., x, = b, te se na svakom od intervala [xo,xz] , |:x2,x4:|

s oo |:x2n_2,x2n:| primijeni formula (6). Tako op¢a Simpsonova formula ima oblik

b h
J f(dx zg()’o ty, Ha(y +ys ety )20y, +"'+)’n—2)) :
Greska aproksimacije primjenom op¢e Simpsonove formule iznosi:

b_a iv
R, == (@) a€ (a,b),

a apsolutna grani¢na greska

= |
IR, |< ?(?h4M4, M, =max| f"(x)|, x € (a,b).
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Napomenimo da se za procjenu greske integracije koristi i tzv. Rungeov princip.
Uz pretpostavku da druga derivacija podintegralne funkcije kod trapezne, a Cetvrta
kod Simpsonove nisu posebno brze na intervalu integracije, greSku integracije mo-
zemo zapisati u obliku
R=L-h",n€{2,4}.
Tako je integral s korakom h jednak I = I, + Lh", a integral s korakom 2/ iznosi
I=1, + L(2h)". Izjednacavanjem dobivamo

I +Lh"=1, + L(2h)"
Lh(2'-1)=1 -1,

— L, — 1y,
2" -1
Rungeov princip za procjenu greske integracije kod trapezne formule daje
|R|= |Ih_12h |
. 30
a kod Simpsonove formule
|1y~ L |
|R |: h 2h
15

dx
Primjer 1. Izra¢unajmo i procijenimo gresku za | 23 ,—7——, n = 8 primjenom 1)
“3x% -1

trapezne, 2) Simpsonove formule. Racunajmo sa Sest decimala.

3—2.2
Rjesenje: 1) Uz h=——=0.1,x,=2.2,x, =23, ..., x,= 3, dobivamo
8
dx 0.271964
Yy =—F7——==0. R
© 32221
dx
=(0.259325.

N 2z

Nastavljaju¢i dobivamo podatke prikazane Tablicom 1.

X, Yon Ya
2.2 0.271964

2.3 0.259325
2.4 0.247841
2.5 0.237356
2.6 0.227744
2.7 0.218896
2.8 0.210725
2.9 0.203153
3.0 0.196116

) 0.468080 1.605040 Tablica 1.
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dx
Prema op¢oj trapeznoj formuli | ; Zﬁ =~ I, gdjeje
“3x -1

0.1
1= 7(0.468080 +2-1.605040) = 0.183908.

Za procjenu greske treba nam druga derivacija:

flx)= —%(3362 —1)_% ‘6x = —3x(3x2 —1)_2 =— (3x2 _13)>x —

3 3 s 3(6x% +1)
"(x)=-=3|(3x*—1) 2 +x- ——) 3x2—1) 2.6 ):...=_ . )
S (( * ) g 2 ( g ) > (3x2—1) \3xr -1

Funkcija f" nema ekstrema (brojnik ve¢i od nule za svaki realan broj x). Funk-
cija f" raste ili pada na cijeloj domeni. Odredimo njezinu derivaciju

) 3(6x* +1) | 81x (2% +1)
O=|— e ,
(35 —1) V32> 1 (357 =1) V3x> -1

Funkcija f" je neprekidna, pada na segmentu [2,2.3] i svoju maksimalnu
vrijednost prima u toc¢ki x = 2.2. Kako je f"(2.2)=0.13408, moZemo uzeti da je
M, =0.135.

Uvrstimo li poznate vrijednosti u

R 1<%,
12
dobiva se
3-22
|R8 |S +0.1°-0.135=0.00009

2)

5 Yo Vi Yy

2.2 0.271964

2.3 0.259325

2.4 0.247841

2.5 0.237356

2.6 0.227744

2.7 0.218896

2.8 0.210725

2.9 0.203153

3.0 0.196116

z 0.468080 0.918730 0.686310

Tablica 2.
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Simpsonova formula daje

0.1
I= ?(0.468080 +4-0.918730+2-0.686310) = 0.183854.

Procijenimo to¢nost primjenom Rungeovog principa. Udvostru¢imo korak % s
0.1 na 0.2. Potrebne podatke (Tablica 3.) imamo u Tablici 2.

Xi Yon Y Yy
2.2 0.271964
2.4 0.247841
2.6 0.227744
2.8 0.210725

3.0

P 0.468080 0.458566 0.227744 Tablica 3.

0.2
L,= T(0.468080 +4-0.458566+2-0.227744) = 0.183855.

Prema Rungeovom principu je
IR|= |0.183854—0.183855 |

15
Toc¢na vrijednost integrala je 0.18385400626... Izrac¢unati rezultati pokazuju da
su sve znamenke dobivene Simpsonovom formulom to¢ne. To je ocekivano. Za vedi-
nu podintegralnih funkcija bolje se aproksimacije dobivaju primjenom Simpsonove
formule. Razlog tome je visi stupanj Lagrangeovog interpolacijskog polinoma.

=6.6666...-10°% <6.7-107%.

xdx
Primjer 2. Primjenom trapezne formule treba izracunati integral [ 23 g toc-
. “lnx
nos¢u € =0.01.

Rjesenje: Da bismo mogli primijeniti trapeznu formulu, nedostaje nam prirodni
broj n koji odreduje na koliko se dijelova dijeli interval integracije za zadanu tocnost
i pomocu kojeg se odreduje korak h. Do trazenog podatka moze se do¢i rjesavanjem
nejednadzbe b—g

——h*M, <¢,tojest
12
b—a (b—a)’
—— M, =g,
12 n

odakle dobivamo \
2> (b—a)' M,

12¢
Najprije nadimo prvu i drugu derivaciju podintegralne funkcije.

1 A
NE=E g

fix)= x DX

In® x In“ x
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l'lnzx—(lnx—l)-Z-lnx-l llnx(lnx—zlnx+2)
fl'(x): x x = x =

In* x In* x xIn® x

2—Inx

Stacionarna tocka druge derivacije je e” i nalazi se izvan intervala [2,1.3]. Ispitaj-
mo monotonost druge derivacije. Nadimo njezinu derivaciju

—l-xln3x—(2—lnx)- ln3x+x-3ln2x-l )
£ = x x =m_ln x—6

x*In® x x*In* x

Lako se vidi daje f"(x)<0 za svaki x €[2.1,3]. Zaklju¢ujemo da funkcija f"
pada na tom intervalu i postize najvecu vrijednost u lijevom rubu intervala. Kako je
£"(2.1)=1.466836 , mozemo uzeti da je M, =1.47. Uvrstimo li poznate podatke u
nejednadzbu

e (b—a)’ M,

12¢
dobivamo

5 >(3—2.1)3-1.47
T 12:0.01

Nakon korjenovanja dobiva se n =2.988352, odnosno # = 3. Sada nam preostaje
da primijenimo trapeznu formulu.

yO,n Vi
2.1 2.830
24 2.741
2.7 2.718
3.0 2.731
2 5.561 5.459
3 xdx 0.3
S = —(5.561+2-5.459) = 2.47185.
Inx 2

SageMath programi za numeri¢ku integraciju

Primjenom racunala i nekog od mnogo dostupnih matematickih softvera, uz
poznavanje osnova programiranja, sva prethodna racunanja uvelike se pojednostav-
ljuju i olakSavaju rad. Time se izbjegava nastanak gresaka pri unosu velikog broja
podataka, izracuna i uvrstavanja u odgovarajuce formule. Uglavnom, programski pa-
keti ve¢ sadrze neke funkcije i metode i korisniku je dovoljno unijeti parametre i tako
rijesiti problem numericke integracije. U ovom radu stvorit ¢emo vlastite programe u
SageMath programu i pomocu njih rijesiti prethodno rijeSene primjere.
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Primjer 3. Pomocu SageMath softvera izracunajmo i procijenimo gresku za

dx
) 23 ,———=, n = 8 primjenom 1) trapezne, 2) Simpsonove formule. Ra¢unajmo sa
V3x® -1

$est decimala.
Rjesenje:
1. Izracunavanje integrala trapeznom formulom:

Var. ('x')
)=1/sqgrt (3*x"2-1)

(a) .n(digits=6)+(f(b)) .n(digits=6)
h=(b-a)/n
for k in range(n-1):
x=a+ (k+1) *h
I=I+2* (f(x)) .n(digits=6)
I=h/2*I
print (I) .n(digits=6)
0.183908

2. Procjena greske (analiza kao u Primjeru 1):

f(x)=1/sqgrt (3*x72-1)

dl=diff (f (x),x)

d2=diff (f (x) ,x,2)

d3=diff (f (x),x,3)

d2 (x=2.2) .n(digits=10), (3-2.2)*0.135*0.172/12
(0.1340847708, 0.0000900000000000000)

2) Izraunavanje integrala Simpsonovom formulom
f(x)=1/sqrt (3*x"2-1)

a=2.2

b=3.0

n=8

I=f(a) . .n(digits=6)+(f (b)) .n(digits=6)
h=(b-a)/n

for k in range(n-1):
x=a+ (k+1) *h
if ((k+1)%2)==0:
I=I+2*f (x) .n(digits=6)
else:
I=I+4*f (x) .n(digits=6)
I1=(h/3*I) .n(digits=6)
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print (*I1={0}’ .format (I1))
I1=0.183854

2. Procjena greske — Rungeov princip
f(x)=1/sqrt (3*x"2-1)

a=2.2

b=3.0

n=4

I=f(a) .n(digits=6)+(f (b)) .n(digits=6)
h=(b-a)/n

for k in range(n-1):
x=a+ (k+1) *h

if ((k+1)%2)==

I=I+2*f(x) .n(digits=6)
else:

I=I+4*f(x) .n(digits=6)
I2=(h/3*I).n(digits=6)
print (YI2={0}’.format (I2))
I2=0.183855
R=abs (0.183855-0.183854) /15;Rl=abs (I1-1I2)/15
(6.66666666667333e-8, 0.000000)

Primjer 4. Pomocu SageMath softvera primjenom trapezne formule treba izra-
xdx
¢unati integral 23 oy s to¢nos¢u € =0.01.
“lnx
Rjesenje:
f(x)=x/1log (x)
dl=diff (f (x),x)
d2=diff (f (x),x,
d3=diff (f (x),x
print (factor

)
)

(log(x) - 1)/log(x)"2
-(log(x) - 2)/(x*log(x)*3)
(log(x)*2 - 6)/(x*2*1log(x)~4)

2)
,3)
(d1))
print (factor (d2)
print (factor (d3)

Ocito je trec¢a derivacija d3 negativna na intervalu integracije [2.1, 3] (brojnik
je negativan, a nazivnik pozitivan za sve x € [2.1,3]). Negativna tre¢a derivacija po-
kazuje da je druga derivacija d2 strogo padajuca na tom intervalu i svoj maksimum
postize u lijevom rubu intervala.

d2 (x=2.1)
1.46683505971423
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var (‘n’)
solve (n>=sqrt ((3.-2.1)"3*1.47/(12.*0.01)),n)
[[n >= (12315/4121)1]
n =int (12315/4121)+1
n
3
var ('x')
f(x)=x/1log (x)
a=2.1
b=3.0
n=3
I=f(a).n(digits=4)+(f (b)) .n(digits=4)
h=(b-a)/n
for k in range(n-1):
x=a+ (k+1) *h
I=I+2* (£ (x)) .n(digits=4)
I=h/2*I
print (I) .n(digits=4)
2.472

Zakljuéak

Jedan od autora vise je godina nositelj kolegija Primijenjena i numericka matema-
tika na Veleucili$tu suvremenih informacijskih tehnologija u Zagrebu (VSITE). Medu
sadrzajima koji se obraduju je numericka integracija, a namjera je ovim radom podi-
jeliti vlastita iskustva s Citateljima casopisa Poucak. Koncept rada odgovara realnom
nacinu izvodenja nastave. Najprije se na predavanjima obradi teorijski dio, a zatim se
na primjerima klasi¢nim na¢inom primijene uvedene metode. Na laboratorijskim vjez-
bama slijedi izrada softvera (SageMath) i potom njegova primjena u rjesavanju kon-
kretnih zadataka iz podrucja numericke integracije. Na ovaj nacin organizirana nastava
kroz predavanja osigurava razumijevanje gradiva, a primjena suvremenih tehnologija
bitno olaksava rjesavanje problema iz podrucja numericke integracije. Osim toga, ovi-
me je ostvarena povezanost matematickog kolegija i sadrzaja struke (programiranje).
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