PROBLEM TRAZENJA PRIMITIVNE FUNKCIJE...

Problem trazenja primitivne funkcije
za Newton-Leibnizovu formulu

GoORAN KovACEVICE!

Sazetak

U radu se najprije analizira jedan primjer odredenog integrala u kojemu dobi-
vena primitivna funkcija nije neprekidna na cijelom podrudju integracije, §to one-
mogucuje izravnu primjenu Newton-Leibnizove formule. Pricom o studentu Mati
prikazana je pogres$na primjena formule i ispravno rjesenje integrala. U drugom, slo-
zenijem primjeru odredenog integrala s trigonometrijskim funkcijama, izvedena je
formula primitivne funkcije za koju vrijedi Newton-Leibnizova formula na svakom
podrudju integracije. Drugi primjer detaljno opisuje pravilan nacin rjesavanja jed-
nog integrala s trigonometrijskim funkcijama koji se u nastavi cesto zanemaruje ili
namjerno izbjegava zbog potrebnog predznanja o periodi¢nosti trigonometrijskih
funkcija. Rad bi mogao posluziti studentima i nastavnicima jer opisuje ispravan po-
stupak trazenja primitivne funkcije za koju ¢e vrijediti Newton-Leibnizova formula
na svakom smislenom podrucju integracije.

Kljucne rijeci: (ne)odredeni integral, Newton-Leibnizova formula, neprekidnost
funkcije, primitivna funkcija, funkcija najvece cijelo, integracija trigonometrijskih
funkcija

Newton-Leibnizova formula

Postoje dva oblika Newton-Leibnizova teorema - oblik koji postavlja uvjete na
primitivnu funkciju F i oblik koji navodi uvjete za podintegralnu funkciju f. U ovom
radu se koristi prvi oblik koji glasi:

ako je funkcija F neprekidna na [a,b], derivabilna na {a,b)\ S, gdje je S prazan
ili konac¢an skup, i F'(x)= f(x) za svaki x € <a,b> .S, onda vrijedi Newton-Leib-

nizova formula:
b

J £(x)dx=F(b)=F(a).

a
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Sto ako primitivna funkcija nije neprekidna?

Mate, student jednog tehnickog fakulteta, za jedan se ispit iz matematike relativ-
no kratko pripremao. Ipak, bio je optimisti¢an nakon ispita jer je bio rijesio 3 od 6
zadataka. Bio je siguran da je 2 zadatka to¢no rijesio jer su ista rjesenja dobili i kolege
koji su s njim izasli na ispit. U preostalom rijeSenom zadatku, trebalo je izracunati

10
J|x]dx primjenom Newton-Leibnizove formule. Taj zadatak Mate je brzo rijesio,
1

smatrao ga je prejednostavnim pa je na njega zaboravio i nije o njemu raspravljao s
kolegama.

U rjeSavanju tog zadatka, Mate je zaklju¢ivao na sljede¢i nacin.
Koriste¢i definiciju funkcije najvece cijelo, prema kojoj je
|_xJ=n akoje n<x<mn+1 zaneki n€EN,

primitivnu funkciju F funkcije f(x)=|x | mozemo naéi rjesavanjem neodredenog

integrala
ﬂ_x_' dx.
Dakle,
[|x]dx=[ndx=nfdx=nx+C=|x]|x+C,
paje F(x)= | x |x primitivna funkcija funkcije f(x)= | x].
Primjenom Newton-Leibnizove formule, Mate je dobio
?ijdx =F(10)-F(1)=|10]10-| 1]1=100-1=99,
te je bio uvjereri da je to i tocno rjeSenje zadatka.

Medutim, kasnije se, kad se sjetio tog zadatka i odlucio ipak provjeriti dobiveno
rjesenje, neugodno iznenadio. Naime, Wolfram Mathematica — moc¢an softverski alat
za simbolicko i numericko ra¢unanje, pokazao mu je sljede¢i rezultat:

1f0|_x_|dx =45.

S obzirom da nije mogao naci gresku u svom zakljucivanju, pomislio je da se vje-
rojatno radi o nekom softverskom bugu. I dalje je vjerovao da ¢e poloziti ispit. Nakon
objavljenih rezultata, saznao je da nije polozio. Smatrao je da ga je profesorica, kod
ocjenjivanja, sigurno negdje neopravdano zakinula pa je odlucio oti¢i na uvid. Tek na
uvidu potonule su mu sve nade da ¢e na tom roku poloziti.

U nastavku ¢emo opisati §to je Mate naucio na uvidu i gdje je pogrijesio u zaklju-
¢ivanju dok je rjesavao problemati¢ni zadatak.

Mate jest nasao primitivnu funkciju funkcije f(x)=| x|, ali problem je u tome
$to nije znao da primitivna funkcija F , za koju vrijedi Newton-Leibnizova formula,
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b

J f(x)dx =F(b)—F(a)

a

mora biti neprekidna na intervalu integracije I:min {a,b}, max {a,b}]. Funkcija
F(x)=| x]x, koju je dobio Mate, jest neprekidna zdesna u svakoj realnoj tocki, ali
nije neprekidna slijeva u tockama x = n za n € Z\ {0}, jer je

lin}F(x) = lim lc]x=|clc=F(c), VcER,
lim F(x) = lim lc]x=|c]e= F(c), VcERN\ Z

lim F(x)=lim (n—1)x=(n—1)n=|n—1|n#|n|n=F(n)

za n€Z\ {0}

Dakle, za Matinu funkciju F(x)=|x |x vrijedit ¢e Newton-Leibnizova for-
mula samo ako je, ili iskljucivo [min {a,b}, max {a,b}] C |:— L,1) ili isklju¢ivo
[min {a,b},max{a,b}] C [k,k + 1> za to¢no jedan k € Z\ {~1,0}.

Gdje je zapravo Mate pogrijesio? Nije koristio limese, a morao je jer je dobio
funkciju koja nije neprekidna na podrudju integracije. O tome detaljnije u nastavku
jer nam je vaznije najprije dati odgovor na jedno drugo pitanje.

Znamo da je podintegralna funkcija neprekidna u svakoj tocki skupa R\ Z pa
bismo Zeljeli na¢i primitivnu funkciju koja je derivabilna u svakoj tocki tog skupa.

Podintegralna funkcija je i neprekidna zdesna na skupu Z pa trazimo primitivnu
funkciju koja bi bila derivabilna zdesna na Z.

Da li je moguce naci takvu primitivnu funkciju koja ¢e biti derivabilna u svakoj
tocki skupa R\ Z i derivabilna zdesna na skupu Z (dakle, i neprekidna na skupu
D, =R)?

f

Mate je na uvidu saznao sljedece bitne detalje.

Takva funkcija sigurno postoji. Naime, skup toc¢aka prekida podintegralne funk-
cije na svakom segmentu skup je mjere nula pa je podintegralna funkcija integrabil-
na na svakom segmentu. Za takvu primitivnu funkciju vrijedit ¢e Newton-Leibnizo-
va formula za bilo koji izbor a,b € R . S obzirom da znamo da je D = R, mozemo
izabrati bilo koju tocku ¢ € D, pa primitivnu funkciju potraziti pomoc¢u formule

F(x)=J f(t)at.

Tako definirana funkcija F sigurno je neprcekidna na R jer je
lim F(x)= ff(t)dt = F(xo), Vx, ER.

Uzmimo da je ¢ = 0 pa odredimo funkciju Fza f(x)=|x|.
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Uz pretpostavku da je x € [n,n+1> zaneki n €N, imamo
F(x)=ZLtJdt=:E_1f’;“LtJdt+}LtJdt=?kf';ﬂdﬁn}dt
=0 n =0 n
=Sk(}(+l7/f)+n(x—n)=:§_:lk+n(x—n)
=0 =0
n(n—1) |_xJ(|_xJ+1)'

2 2
Slicno se moze pokazati da se ista formula za F dobije ako se uzme
xE[—(n+l),—n> zaneki nE€ N

+nx—n’ =nx—n(nT+l)=|_xe—

Nije tesko vidjeti da je dobivena funkcija F neprekidna zdesna u svakoj tocki skupa
R.

Provjerimo da li je neprekidna i slijeva u svakoj cjelobrojnoj tocki n.

1z

2

lLf,?F(x)=lif;%[(n—l)x—@}(n—l)n_(”—21)”:<”—1>n

PRI R

zaista slijedi

lim F(x)=F(n).

Ako je x€<n,n+1> zaneki n € Z, onda je
n(n+1)

F(x)=nx— 5

pa je ocito
F(x)=n=|x]=f(x).

Pokazimo da je F derivabilna zdesna u svakoj tocki x = n, gdje je nE€ Z, tj. da je
Ej(n)= £n).

n(n+u)—n(n+1)—n-n+n(n+l)

F, (n) = lim M = lim

u—n* u u->n* u

=limﬁ=n=|_nj=f(n).

u-n" Yy

Mozemo odrediti i lijevu derivaciju F’ funkcije F u istim to¢kama.
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(n—l n n(n+1)
E/(”)=1£mp(n+u)_F(")=lim(n_l)(nw)_ Zu) —n-n+
I

Kao $to vidimo, funkcija F nije derivabilna u cjelobrojnim tockama jer je
F;(n)#F/(n), VnEZ.
Na kraju, mozemo zakljuciti da za funkciju

F(x)=|x |x— I_xJ(I_;_l-H)

vrijedi x
fl_tJdt = F(x), VxER

0
pa za nju vrijedi Newton-Leibnizova formula

ZLtJdt=F(b)—F(a)

za svaki izbor realnih toc¢aka a i b.

Slika 1. prikazuje graf podintegralne funkcije f(x)=|x], Slika 2. graf Ma-
tine funkcije F,, (x)=|x|x, a Slika 3. graf neprekidne primitivne funkcije

LxJ(Lx]+1)

F(x)=|_xe——.
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Slika 3.

Rijes$imo sada, bez greske, zadatak s ispita.

Za funkciju

+1
F(x)= |_xe ——l‘x'l(L;J )
vrijedi Newton-Leibnizova formula

b
JxJdx=F(b)-F(a)
za bilo koji izbor a,b € R. Stoga je
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19 10-11 1-2
[|x|dx=F(10)-F(1)=10- 10—T—1 1+===100-55=45.
1
Koji mjesec kasnije Mate se sjetio da je zadatak ipak mogao to¢no rijesiti i primjenom
Newton-Leibnizove formule na funkciju koju je sam nasao na ispitu. Ako se uzme da

Je F(x) = I_xe,

onda se moraju koristiti lijevi limesi na gornjim cjelobrojnim granicama integrala jer
je njegova funkcija F neprekidna zdesna, ali nije neprekidna slijeva.

U tom slucaju, imamo

fl_x_ldx Ef'_xjdx ;121 11m f|_dex En lim fdx

n=1 n n=1 b=>(n+1)"
9

z hm (b n)= E (;{+17/) 29:”

n=1 n=1

9(1+9)

Jedan kompliciraniji primjer

Za sljededi ispitni rok Mate se izvrsno pripremio te je ugodno iznenadio pro-
fesoricu jer je jedini rijeSio najtezi zadatak s ispita. U zadatku je trebalo izracunati

vrijednost integrala
5l dx

100 3+sinx
primjenom Newton-Leibnizove formule.
Mate je vjerojatno razmisljao ovako.

1
Prirodna domena podintegralne funkcije f(x)=——— je skup D ;=Rita
3+sinx
funkcija je ocito, kao kvocijent dviju neprekidnih funkcija, i sama neprekidna. Stoga
fima primitivnu funkciju F koja je derivabilna na cijelom skupu R. Trazit ¢emo takvu

tunkciju F.

Najprije ¢emo nadi restrikciju F, funkcije F na interval <—7‘[,7£> primjenom sup-
dx

C X .
stitucije tan—==¢ u neodredenom integralu | —.
2 3+sinx

X
tang =t, x =2arctant

dx

FO(X)_F<—n,n>(x)_f3+sinx_ , 2t 2dt
sinx = o> dx = 3
+t 1+t

1 2dt 2dt 2 dt

=/ — =] =</
34 2t2 1+t 3 +2t+3 37 5 2
1+t 3
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5 gt ) 3 1 3tanf+1

) =_. arctan —1qarctan—————+C

1 T O e G
tHo]

Uzet cemo da je C, =0, tj. da je
3tan +1

Fy (x) \/_arctan 2\/25

Komentar: Sada se zadani integral moze rijesiti rastavljanjem pocetnog intervala
integracije na viSe podintervala. Linearnom supstitucijom svaki integral po interva-
lu <—J‘L’ +2km, +2k7‘[> za neki k € Z\{0} prelazi u integral po intervalu <—n,7c> .
Tako dobivamo neprave integrale koje mozemo rijesiti koristenjem dobivene formu-
le za F,. U nastavku rada cilj je pokazati da je moguce pronaci primitivnu funkciju
funkcije f koja je derivabilna na cijelom podrudju integracije zadanog integrala, Sto-
vide cak na cijelom skupu R.

Funkciju F napisat cemo pomocu funkcija sinus, kosinus i arkus sinus jer ¢emo
tako moc¢i uklon1t1 nezgodne prekide na rubovima intervala <—J'L' J'[> (ukojima funk-
cija x - tan; nije definirana). Pritom ¢emo koristiti trigonometrijske formule

. X
sin—
x 2 ) X ) X LX x
tan—= , sin®=+cos’==1, 2sin—cos—=sinx
2 2 2 2
cos—
2

x
¢injenicu da je cos— >0 zax€E <—n,n> i formulu

arctan x = arcsin

1+ x?
koja vrijedi za svaki x ER:
3sin—
241
X X
1 3tan +1 cos; 1 3smf+c055
Fo(x)=—

arctan—————=—=arctan—————=——=——=arctan
NZRN - NN

X
2 Ccos—
2
X X
3sin—+cos—
2 2

X X X
2\/Ecos— 3sin—+cos—
2 1 2

1 . .
=——arcsin =—arcsin——=——*=
\/E ( x o )2 \/E V9+3sinx

3sin—+cos—
2 2

1+ p
8cos® ~
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Lako se provjeri da je zadnjom formulom domena funkcije F, prodirena i na
tocke x =%

Naime, vrijedi
1 3sm( Zj+cos(+§j
. V4
F,(£7)=—=arcsin == .
7)= w2

d

Sada supstitucijom x =t +2ksm za t € [-7,z| i k € Z\ {0} uintegralu f?,_l_—x
sinx

mozemo dobiti restrikciju F, trazene primitivne funkcije F na bilo koji interval oblika
[~ + 2k, 7w + 2k :

E (x)=F ()=

dx x=t+2kn _ dt
de=dt | 7 3+sin(t+2kn)
.t t . x—2kw x—2km
dt 1 3smf+cos£ 1 3sin > +cos
———— =—arcsin——=—>+C, =—=arcsin
f3+mnt N Jo+3sint ¢ 2 J9+3sin(x—2kx)
C(x x
351n(2—kn)+cos(2—k7t) 1 3-(—1)k sin§+(—1)k cosg
=——arcsin +C, =—=arcsin
V2 Jo+3sin (x—2kx) 2 Jo+3sinx
(_1 k 3sin£+cos£

——=arcsin————
2 J9+3sinx

Odredujemo konstante C, takve da za svaki k € Z vrijedi

lim F(x)= lim )Fk+1( x).
2k

[—7 + 2k, n+2kn] 3+s1nx

+C,

+C,.

x->(q+2km)” x>+
Kako je
X X
-1 k 3sin—+cos—
lim F (x)= arcsin +c, |=2-+c
x—(w+2kn) x—>(n+zkn) \/5 V9+3sinx , 2\/5
i
k+1 3si f + f
lim F, (x)= lim (1 arcsin T 2ic., |=cC -
x(s2ka) s>(mizkn) | 2 V9+3sinx o AN/
iz
lim F (x)= hm E (x)
x=>(w+2km)” x—>(m+2km
slijedi

Z\f k+1 ﬁ>
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odnosno .
C. —C =

k+1 k ﬁ

Stoga za svaki k € Z vrijedi:
km

V2
pa je restrikcija trazene funkcije F na interval [~ + 2k, 7w +2k7] za k € Z zadana
formulom

C=C—G =(Ck_Ck—1)+(ck—1_Ck—2)+"'+(cl_c0)=

X X
(_ )k 3sm5+c055 kot
E, =—F in———=+—.
k(x) \/E aresm V9+3sinx \/5

Zbog neprekidnosti funkcija F,, jasno je da F ne moze biti dvoznacna u tockama obli-
ka x =m+2km za k €Z. To se lako provjeri. Naime, za svaki k €EZ je

T k:r
lim F (x +C, =
x(m+2kn)” (x)= \f 2 f
i
. T+2kw 7w +2km
(_1 k 3sin +cos 5 .
Fk(n+2kn)=

arcsin +—
V2 Jo+3sin (7 +2kn) V2

7T 7
Y 3sin(+kn + cos +kn)
=( 1) arcsin 2 2 +k—ﬂ
V2 Jo+3sin (7 +2kz) V2
k k k
=( ) arcsin3( ) +0 kr_(-1) (—1)k+k_ﬂ

+—==—-+=—arcsin
Jo+30 2 2

5

V2
2k

(-1

N

yrkyr

km
arcsinl+—
NREN AN

lim F, (x)=F(x+2kz)= 1lim F, (x).

x—>(+2kz) x=>(m+2kn)"

5

paje

Dakle, F je funkcija, neprekidna na R i vrijedi
F'(x)=f(x), Vx ER\ {7 +2kn: k E Z}.
Provjerimo jo$ da za svaki k € Z vrijedi:
F'(m+2km) = f(7+2kn).
Funkcija f je neprekidna pa je

F(m+2km+u)—F (7 +2km) E

F; (7 +2ks) = lim = lim k+1(75+2k75+u)_F(75+2k75)

u—>0" u u—>0" u
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LHP
=[9] = lim E; (w+2km+u)=lim f (7 +2kn+u)= f(7+2kn)

0 k+1 o
i
E/(7+2km) = lim Flu+2kntu)=F(ntokn) | B (+2kotu)= Fz+2kn)

u—=>0" u u—=>0" u

LHP
=[%} = lirg;Fk’(n+2kn+u)= lirg;f(n+2kn+u)=f(n+2kn).

Stoga je i
F'(w+2kn)= f (7 +2kn).
LHP
Jednakost = kod racunanja prethodna dva limesa oznacava primjenu UHospitalo-
va pravila.

+
Znamo da je xE[—n+2kn,n+2kn> ako i samo ako je k=\‘x ﬂJ

27
Prema tome, trazena funkcija je

X+

F(x) = % (— 1)[ 2 J arcsin

3sin 4 cos
Sin C082 \‘X‘Fﬂ“n_

J9+3sinx 2

Slika 4. prikazuje GeoGebrine grafove funkcija
1

)}:

‘ 3+sinx
1 { J 3sinx+cosx
1 x| B B {x+nJ
y \/5 ( ) 2z |arcsin r+3sinx pys T
iz 1
v el Dl

Slika 4.



Poucak 102

Iz Sike 4. vidi se da je graf funkcije F glatka krivulja, $to potvrduje da je F deri-
vabilna funkcija. Vidimo da je F i strogo rastuca funkcija; mora biti takva jer je njena

derivacija, tj. funkcija f(x)= , strogo pozitivna na cijeloj domeni.

3+sinx
Na samom kraju, izracunajmo
5l dx
100 3+sinx

primjenom Newton-Leibnizove formule na dobivenu funkciju F:

51w .
D p(51m)— F(100) = 2L L[ apegin 200080 o

—F————=| arcsin
[0 3+sinx 222 2 J9+3sin100

197 1 . 3sin504cos50
= =~ 21.0576844562785.

= —F———F—4arcSin—F———————-—-—
w2 2 J9+3sin100

Wolfram Mathematica 13.2 (programski kod za provjeru rjesenja):

F[X_]:((—1)AFloor[(x+H)/(2 n)] ArcSin[ (3 Sin[x/2]+Cos[x/2]1)/
Sqrt[9+3 Sin([x]]]+Floor[ (x+m) /(2 m)] m)/Sqgrt[2];

a=100;

b=51m;

c=Integrate[l/(3+Sin[x]), {x,a,b}];

d=FullSimplify[F[b]-F[a]];

e=N[d,15];

Row[{“ F(b) - F(a) = “,d,” \[TildeTilde] “,NumberForm[e,15]}]
Row [ {HoldForm[Integrate[1l/ (3+Sin[x]), {x,a,b}]1],” = “,c,” \[Ti-
ldeTilde] “,N[c,15]11}]

Za kraj. Mozda nekoga zanima $to je dalje bilo s Matom, je li uspjesno zavrsio
studij. Nakon nekoliko pocetnih neuspjeha, Mate se uozbiljio i zavrsio fakultet kao
jedan od najboljih studenata. Iako je, nakon zavr$etka studija, dobio nekoliko ponu-
da da ostane raditi na fakultetu, odlucio se za poduzetnistvo jer je smatrao da posao
profesora nije dovoljno cijenjen.

Pokrenuo je vlastitu tvrtku te razvio aplikacije koje su postale globalno prepo-
znatljive.

Je li Mate stvarna osoba ili ne - i nije toliko bitno. Vjerojatno negdje postoji
osoba sli¢na njemu, mozda s nekim drugim imenom. Najvaznije je da Mate(maticar)
zivi u svijetu u kojem se upornost, znanje i predan rad adekvatno nagraduju i cijene.
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