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Rac¢unalna konstrukcija Steinerovih
dizajna

Antonio Lako§* Anamari Naki¢®

Sazetak

Balansirani nepotpuni blok dizajn, krace blok dizajn, s parametrima
(v,k, A) sastoji se od kona¢nog v-¢lanog skupa tocaka P i kolekcije B
k-¢lanih podskupova od P (blokova), pri ¢emu je svaki par toc¢aka sa-
drzan u to¢no A blokova. U ovom su radu opisani osnovni rezultati
o blok dizajnima. Prikazano je kako se problem konstrukcije blok di-
zajna moZe modelirati pomoc¢u sustava linearnih jednadzbi. Posebna
pozornost posvecena je Steinerovim dizajnima, blok dizajnima za koje
je A = 1. Opisan je algoritam X slavnog matematicara i ra¢unalnog
znanstvenika Donalda Knutha za pronalazak potpunog pokrivanja
skupa te njegova primjena u konstrukciji Steinerovih dizajna. Konac¢no,
pokazano je kako se blok dizajni mogu primijeniti u planiranju istraZzi-
vanja s ciljem saniranja Stete nastale uslijed klimatskih promjena.
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ANTONIO LAKOS, ANAMARI NAKICG

Computational Construction of
Steiner Designs

Abstract

A balanced incomplete block design, or simply a block design, with
parameters (v, k, A), consists of a finite set P of v points and a collection
B of k-subsets of P (blocks), such that every pair of points is contained
in exactly A blocks. This paper describes the basic results on block de-
signs. We show how the problem of constructing a block design can be
modeled by means of a system of linear equations. Special attention
is devoted to Steiner designs, that is, block designs for which A = 1.
We describe Algorithm X, introduced by the renowned mathematician
and computer scientist Donald Knuth, for finding exact covers of a set,
as well as its application to the construction of Steiner designs. Finally,
we demonstrate how block designs can be applied in planning rese-
arch aimed at mitigating damage caused by climate change.

Keywords: balanced incomplete block design, incidence matrix, Steiner de-
sign, Knuth’s Algorithm X

1 Osnovni pojmovi i rezultati

Teorija dizajna je grana kombinatorike koja se bavi problemima egzistencije,
konstrukcije i klasifikacije kombinatornih dizajna, odnosno sistema kona¢nih
skupova sa zadanim svojstvima. Pocetkom istraZzivanja smatra se objava
¢lanka iz rekreativne matematike Thomasa P. Kirkmana sa sljede¢im pro-
blemom [9]]:

"Petnaest ucenica hoda svakodnevno u skolu u tro¢lanim skupinama.
MoZemo li napraviti tjedni raspored skupina tako da niti jedan par ucenica
ne hoda zajedno u skupini dvaput?"

Problem se prvi put pojavio 1847. godine, a samo je rjeSenje predstavio
Kirkman par godina kasnije [[10]. Danas znamo da je ovo pitanje ekviva-
lentno pitanju egzistencije rastavljivog blok dizajna s parametrima (15, 3, 1).

Definicija 1.1. Neka su v, k i A prirodni brojevi takvi da je v > k > 2. Uredeni
par D = (P, B) je (balansirani nepotpuni) blok dizajn s parametrima (v,k, )
ako vrijedi:

1. P je konacan skup v tocaka,

2. B je kolekcija k-clanih podskupova od P (blokova),
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3. svaki par tocaka sadrZan je u tocno A blokova.

Ako dizajn nema ponovljenih blokova onda kaZemo da je jednostavan. Za
dizajn koji ima isti broj tocaka i blokova kaZemo da je simetrican.

Primjer 1.1. Jedan od najpoznatijih primjera je Fanova ravnina, dizajn s parame-
trima (7,3,1). Skup P = {1,2,3,4,5,6,7} sastoji se od v = 7 tocaka, a skup B
sadrZi sljedece troclane blokove:

B = {123,145,167,246,257,347,356 }.
Radi jednostavnijeg zapisa, u ovom ¢emo clanku blokove krace oznacavati s abc

umjesto {a, b, c}. Lako je provjeriti da je svaki par tocaka sadrZan u tocno jednom
bloku. Fanova ravnina je primjer jednostavnog simetricnog dizajna.

Slika 1. Vizualizacija Fanove ravnine

Dizajne mozemo prikazivati na razne nacine. Za racunalni prikaz po-
godnije su matrice incidencije koje pokazuju odnos izmedu dvije klase obje-
kata.

Definicija 1.2. Neka je D dizajn s parametrima (v, k, A), sa skupom tocaka P =
{p1,p2, ..., po} i skupom blokova B = {By,By,...,By}. Matrica incidencije
dizajna D je binarna matrica A = (al-]-) dimenzije v x b definirana pravilom

| ako p; € Bj,
fij = 0, ako pi g B]'.
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Primjer 1.2. Matrica incidencije Fanove ravnine je

1110000
1001100
100 0 011
A=101 01 01 0
0100101
0011001
0010110

Matrica A ima v = 7 redaka i svaki redak odgovara jednom elementu iz skupa P,
te 7 stupaca i svaki stupac odgovara jednom bloku iz B. Uocimo da je broj jedinica
u svakom retku jednak broju blokova koji sadrze pripadajucu tocku, te da je taj broj
konstantan i jednak 3. S druge strane, broj jedinica u svakom stupcu podudara se s
brojem tocaka koji sadrZi pripadajuci blok i jednak je k = 3. Owva svojstva, pokazat
éemo, vrijede za svaku matricu incidencije dizajna.

Teorem 1.1. Neka je D = (P, B) dizajn s parametrima (v,k, A). Svaka je tocka
sadrzana ur = A - %=1 blokova.

Dokaz. Nekaje p € P proizvoljna tocka dizajna D i neka je r, broj blokova
iz B koji sadrze to¢ku p. Definirajmo skup
I={("B):p' €Pp #pBeB {pp}CBl

Prebrojat ¢emo elemente od I na dva nacina. Prvo uo¢imo da tocku p’ €
P, p’ # p, mozemo odabrati na v — 1 nacina. Nadalje, postoji A blokova B
koji sadrze p i p’. Stoga vrijedi

1| = Ao —1).

S druge strane, blok B koji sadrzi p moZemo odabrati na r, nac¢ina. Na-
dalje, tocku p’ € B, p’ # p, mozemo odabrati na k — 1 nacina. Stoga vrijedi

|I| =rp(k—1).
Zaklju¢ujemo da je

-1
S obzirom na to da rezultat vrijedi za proizvoljnu tocku p € P, tvrdnja
teorema slijedi. O
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Primjer 1.3. Neka je D blok dizajn sa skupom toaka P = {1,...,8} i skupom

blokova
B = {1234,1235,1267,1368, 1456, 1478, 1578,

2378,2457,2468, 2568, 3458, 3467, 3567 } .
Ovwo je dizajn s parametrima (8,4, 3) i svaka se tocka pojavljuje u
8—1 7

i1 0377

v—1

:)\ =
4 k—1

3.

blokouva.

Teorem 1.2. Neka je D = (P, B) blok dizajn s parametrima (v, k, A). Dizajn D
ima

b=v-

blokova.
Dokaz. Neka je b = |B|. Definirajmo skup
I={(p,B):peP,BeB,pecB}.

Prebrojat ¢emo elemente od I na dva nacina.
Prvo uoc¢imo da to¢ku p € P moZemo odabrati na v nacina. Nadalje,
postoji r blokova B koji sadrze toc¢ku p. Zato vrijedi

|I| = or.

S druge strane, blok B € B mozemo odabrati na b na¢ina. Svaki blok sadrzi
k to¢aka pa je

|I| = bk.
Stoga vrijedi da je

bk = vr

i slijedi iskaz teorema. O
Primjer 1.4. Dizajn D s parametrima (9, 3,2) prema prethodnom teoremu ima

ponr. 20D 5, 00-1) ) 72

Rk—1) - 236-1) 2 A

bloka koja navodimo ovdje:

B = {123,123,145, 145, 167,167,189, 189, 246, 246, 258, 258,
279,279,349, 349, 357,357,368, 368, 478,478,569, 569 }.

Navedeni dizajn nije jednostavan, uocimo da ima ponovljene blokove.
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Lako je vidjeti da za matricu incidencije A dizajna D s parametrima
(v,b, r,k, A) vrijede sljedece tvrdnje:

1. svaki stupac matrice A sadrZi to¢no k jedinica,
2. svaki redak matrice A sadrZi to¢no r jedinica,

3. svaka dva retka matrice A istovremeno sadrZe jedinicu u to¢no A stu-
paca.

Korolar 1.1. Ako je D simetrican dizajn s parametrima (v, k, A), tada vrijedi
AMo—1) =k(k—1).

Dokaz. 1z teorema[1.2] znamo da dizajn ima

1=

blokova. Dizajn D je simetri¢an pa je b = v i posljedi¢no k = r. Primjenom
teorema|[I.1} dolazimo do jednakosti

ikona¢no A(v —1) = k(k—1). O
Iz prethodnih teorema slijede bazi¢ni nuZzni uvjeti za egzistenciju dizajna.
Korolar 1.2. Ako postoji dizajn s parametrima (v, k, A), onda vrijedi sljedece:

1. M(v—1) =0 mod (k—1),

2. Av(v—1) =0 mod (k(k—1)).

Primjeri nekih parametara (v, k, A) koji zadovoljavaju nuzne uvjete dani su
u nastavku. Stovie, napomenut éemo da za sve navedene trojke parame-
tara dizajni postoje. ViSe primjera parametara te podataka o egzistenciji
dizajna dostupno je u [[12]].
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vl|lk|A v | k| A
3131 10|42
6132 11 (5|2
71311 13141
71312 15(3]|1
71313 151713
81413 16 | 4|1
9131 16 | 6| 2
9132 19 (3|1
914|3 1032

Slika 2. Primjeri parametara

Bazi¢ni nuzni uvjeti za egzistenciju dizajna nisu i dovoljni. Lako je, pri-
mjerice, provjeriti da parametri (22, 7, 2) zadovoljavaju bazi¢ne nuzne uvjete.
S druge strane, prema slavnom Bruck-Ryser-Chowlinom teoremu, dizajn s
ovim parametrima ne postoji.

Teorem 1.3 (Bruck-Ryser-Chowla [2,4]). Pretpostavimo da postoji simetricni
dizajn s parametrima (v, k, A).

1. Ako je v paran broj, tada je k — A kvadrat prirodnog broja.

2. Ako je v neparan broj, tada postoje cijeli brojevi x,y,z € Z takvi da vrijedi
jednakost:

2= (k= A)y? + (—1)0"D/2) 22
uz uvjet da je barem jedan od cijelih brojeva x,y, z razlicit od 0.

Primjer 1.5. Pretpostavimo da postoji dizajn D s parametrima (22,7,2). Tada
je b = 22 pa je D simetrican dizajn. Parametar v = 22 je paran, no k — A =
22 — 2 = 20 nije kvadrat prirodnog broja pa se, prema Bruck-Ryser-Chowlinom
teoremu, dizajn s ovim parametrima ne postoji.

Osim pitanja egzistencije dizajna, zanimljivo je i pitanje klasifikacije di-
zajna s istim parametrima. Kada kaZemo da su dva dizajna s istim para-
metrima razlicita?

Definicija 1.3. Neka su D = (P,B) i D' = (P’,B') dizajni. KaZemo da su
dizajni D i D’ izomorfni ako postoji postoji bijekcija o : P — P’ takva da je

{{a(p):p€B}:Be B} =P

Ukoliko takva bijekcija ne postoji, onda kaZemo da su dizajni D i D' neizomorfni.
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Primjer 1.6. Neka je P = {1,2,3,4,5,6,7} i neka su D = (P,B) i D' =
(P, B') dizajni s parametrima (7,3,1):

B = {123,145, 167,246,257,347,356},
B’ = {127,136,145,234,256,357,467}.
Bijekcija a : P — P zadana s
a(1) =2,a(2) =3,a(3) =4,a(4) =5,a(5) =6,a(6) =7,a(7) =1,
ima trazena svojstva. Naime, lako je provjeriti da vrijedi a(B) = B':
123 +— 234, 145+ 256, 167 — 127,
246 — 357, 257 w136, 347+ 145, 356 — 467.

Stoga zakljucujemo da su D i D' izomorfni. Poznato je da su svi blok dizajni s
navedenim parametrima medusobno izomorfni. Stoga postoji jedinstven, do na
izomorfizam, blok dizajn s parametrima (7,3,1).

Primjer 1.7. Za parametre (7,3,2) moZemo pronai primjere blok dizajna
D = (P,B)iD' = (P,B') koji su neizomorfni. Evo njihovih skupova blokova:

B = {123,123,145, 145,167,167, 246,246,257,257,347, 347,356,356 },

B’ = {123,123,145,145,167,167, 246,247,256, 257, 346, 347,356, 357 } .
Iscrpnom pretragom se utvrdi da ne postoji bijekcija o : P — P takva da vrijedi

a(B) =8

U nastavku navodimo poznate rezultate klasifikacije neizomorfnih blok
dizajna s malim parametrima [[12]].

v | k| A| #dizajna v | k| A # dizajna
3131 1 10 | 4|2 3
6(13]2 2 11|52 1
71311 1 13141 1
7132 4 15131 80
713]3 10 151713 5
8143 4 16 |41 1
9131 1 16 |62 3
9132 36 19 | 3 | 1 | 11084874829
914|3 11 10 | 3] 2 960

Slika 3. Broj neizomorfnih blok dizajna
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Napomenimo da nije poznata zatvorena formula pomoc¢u koje bismo
mogli izracunati koliko ima neizomorfnih blok dizajna za zadane parame-
tre. U sljede¢em ¢emo poglavlju opisatijednu opéu metodu za konstrukciju
blok dizajna.

2 Konstrukcija blok dizajna

Nekaje P = {p1,p2,.-.,Pv}. Nekaje S = {S1,52,...,Snu} skup svih dvo-
¢lanih podskupova od P inekaje X = {Xy, X», ..., X, } skup svih k-¢lanih
podskupova od P.

Relacija incidencije izmedu elemenata od S i X definirana je na sljedeci
nacin: skup S; je u relaciji sa skupom X; ako je S; C X;. Tada piSemo
Si ~ Xj. Matrica incidencije A = (al-]-) skupova S i X je binarna matrica
dimenzije m x n, takva da je

Qi — 1, ako Si ~ X],
Y71 0, inace.

Glavni zadatak pri konstrukciji blok dizajna D = (P, B) s parametrima
(v,k, A) jest utvrditi koji k-lani podskupovi od P ¢ine blokove dizajna D
tako da je svaki dvoclani podskup tocaka sadrzan u A blokova. Stoga, pro-
blem konstrukcije blok dizajna mozemo modelirati pomocu sustava linear-
nih jednadZbi

a11x1 + aipXxa + - A1nXn = A
anx1+apxy+---apmxy = A

apX1 +apXy + - AjpxXn = A
A1 X1 + AppX2 4+ - AgnXy = A

pri ¢emu nepoznanica x; poprima vrijednost 1 ako je k-¢lani podskup X;
blok od D, a vrijednost 0 ako nije. Sustav moZemo saZetije zapisati u ma-
tricnom obliku

ain ap - A X1 A
a1 axp e A1 X2 A
R S X AL
Am1 Om2 " Amn Xn A
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odnosno Ax = Al. Binarno rjeSenje sustava x odreduje koji su k-¢lani pod-
skupovi od P upravo blokovi od D,

B={X;|x =1},

te da je svaki par tocaka, odnosno svaki podskup S;, prisutan u to¢no A
blokova. Prethodna razmatranja vode do sljedeceg teorema.

Teorem 2.1. Neka je P = {p1,p2,...,po}. NekajeS = {S1,S2,...,Sm} skup
svih dvoclanih podskupova od P, X = {X1, Xy, ..., Xy} skup svih k-¢lanih pod-
skupova od ‘P te A matrica incidencije skupova S i X.

Blok dizajn D = (P, B) s parametrima (v, k, ) postoji ako i samo ako postoji
binarno rjeSenje x linearnog sustava jednadzbi

Ax = A1. (D)

Primjer 2.1. Konstruirajmo blok dizajn D = (P, B) s parametrima (6,3,2) na
opisani nacin. Sadaje P = {1,2,3,4,5,6} pa su dvoclani podskupovi od P redom

St ={12}, S2={1,3}, S3={1,4)}, Si={1,5), Ss={1,6)},
Se =12,3}, Syr=1{2,4}, Ss={2,5}, S9={2,6}, Si9={34},
S11=1{3,5}, S1p={3,6}, Si3={45}, Suu={46}, Si5={506},

dok su tro¢lani podskupovi od ‘P redom

Xi=1{1,23), X={1,24}, X;={1,25}, X4={1,26},
Xs={1,3,4}, Xe=1{1,35}, Xr=1{136}, Xs=1{1,45},
Xo=1{1,46}, Xip=1{156}, Xu=1{234}, Xp=1235),
X13=12,3,6}, Xuu={2,4,5}, Xi5=1{2,4,6}, Xis=1{25,6},
X7 = {3,4,5}, X8 = {3,4,6}, X9 = {3,5,6}, Xy = {4, 5,6}.

Kako bismo konstruirali Zeljeni blok dizajn potrebno je pronaci binarno rjesenje
x = (xq,x2,...,X0) sustava

11110000000000000000 3

10001110000000000000 4
01001001100000000000 ':,5
00100101010000000000 ®
00010010110000000000 N
10000000001110000000 3
01000000001001100000 i
00100000000101010000 o=
00010000000010110000 n

00001000001000001100 ‘:12
00000100000100001010 Y 13
00000010000010000110 T
00000001000001001001 115
00000000100000100101 Y16
00000000010000010011 M7

NRRNRNRRNRNNRNNRRNNN RN

10
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Sustav ima binarno rjesenje, pa postoji blok dizajn s parametrima (6,3,2). Jedno
rjesenje je vektor

x=(1,1,0,0,0,0,1,1,0,1,0,1,0,0,1,1,1,1,0,0),
a blokovi od D su
B = {Xq, X2, X7, X5, X10, X12, X15, X16, X17, X18},
odnosno
B = {123,124,136,145, 156,235,246, 256,345,346 }.

Op¢éenito, za rje$avanje proizvoljnog sustava linearnih jednadzbi Ax = b
koristi se poznata Gauss-Jordanova metoda [[6]]. No, u ovom se slu¢aju ne
moZe primijeniti jer traZimo rjeSenje sa specifi¢nim svojstvima.

Linearni sustavi u kojima su koeficijenti i rjeSenja cjelobrojna nazivaju se
linearnim diofantskim sustavima jednadzbi. Brojni su primjeri u kojim je rje-
$avanje matematickog problema moguce modelirati pomoc¢u ovakvih sus-
tava. Stoga najpoznatije racunalne platforme implementiraju najbrze algo-
ritme za rjeSavanje:

e Wolfram Alpha (naredba FindInstance)
o GAP System (naredba SolutionIntMat)
e Matlab (naredba solve)

U ovom se radu ne¢emo baviti implementacijom algoritma za rjesava-
nje diofantskih linearnih sustava jednadZzbi. Za vise podataka o ovoj temi
Citatelja upucujemo na [[13]]. U nastavku ¢emo opisati implementaciju al-
goritma za rjeSavanje specijalnog slucaja Ax = 1 kada je A binarna matrica
i x binarni vektor, odnosno za konstrukciju blok dizajna s A = 1. Radi se
o efikasnom algoritmu X ameri¢kog matematicara Donalda Knutha koji se
uspjesno koristi za rjeSavanje problema egzaktnog pokrivanja.

3 Steinerovi dizajni i egzaktno pokrivanje

Definicija 3.1. Blok dizajn D u kojem je svaki par to¢aka sadrZan u tocno jednom
bloku zove se Steinerov dizajn. Dizajn D tada ima parametre (v,k,1).

Fanova ravnina jedan je od primjera Steinerovih dizajna. Iz teorema

i teorema [1.2|slijedi da Steinerov dizajn D ima b = ZEZ:}; blokova, da je

svaka tocka sadrzana u to¢no r = Z_;% blokova, te da nuzno mora vrijediti

11
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(v—-1)=0 mod (k—1). (2)

Pitanja egzistencije, klasifikacije i konstrukcije Steinerovih dizajna pobu-
dila su mnogo interesa medu istraziva¢ima. U sljede¢im slucajevima pro-
blem egzistencije je rijeSen: pokazano je da su bazi¢ni nuzni uvjeti za
egzistenciju ujedno i dovoljni.

k

3 | postoji ako i samo ako v =1,3 mod 6 [9]]
4 | postoji ako i samo ako v = 1,4 mod 12 [[7]]
5 | postoji ako i samo akov =1,5 mod 20 [[7]

U nedavno objavljenom ekstenzivnom, zasad nerecenziranom, radu Pe-
ter Keevash je rijesio problem egzistencije Steinerovih dizajna za ogromne
vrijednosti parametra v [[§]]. Vazno je napomenuti da predstavljeni dokaz
nije konstruktivan ve¢ koristi vjerojatnosne tehnike.

Klasifikacija Steinerovih dizajna je tezak kombinatorni problem. Za sada
su klasificirani Steinerovi dizajni s malim parametrima, navodimo neke dje-
lomic¢ne rezultate u sljedecoj tablici [5]].

v,k=3| #dizajna v,k =4 | # dizajna v,k =5 | # dizajna

7 1 13 1 21 1

9 1 16 1 25 1

13 1 25 18 41 > 15
15 80 28 > 4747 45 > 16
19 11084874829 37 > 51402 61 > 10
21 > 62336617 40 > 10° 65 >2
25 > 1014 49 > 769 81 >1

Slika 4. Poznati klasifikacijski rezultati o Steinerovim dizajnima

Ovdje ¢emo opisati opéu metodu za konstrukciju Steinerovih dizajna
koja se realizira kroz vezu s egzaktnim pokrivanjem skupa.

Definicija 3.2. Neka je S = {s1,...,5m} konacan skup i X = {Xq,...,Xn}
familija podskupova od S. KaZemo da je podfamilija B = {X;,...,X;,} od X
egzaktno pokrivanje skupa S ako je svaki element od S sadrzan u tocno jednom
podskupu od B.

12
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Primjer 3.1. Neka je S = {1,2,3}, te neka je

X = {XerZI X31X4} = {{1,2,3}, {172}' {2/3}/ {3}}

Slika 5. Prikaz skupova Xj, Xp, X3, X4

Skup B = {X1} = {{1,2,3}} je egzaktno pokrivanje od S. Svi elementi od S
pokriveni su s Xq. Egzakino pokrivanje skupa S nije jedinstveno, evo jos jednog

primjera B' = {X5, X4} = {{1,2}, {3} }.

Konstrukcija Steinerovog dizajna D moZe se svesti na problem pronala-
ska egzaktnog pokrivanja.

Teorem 3.1. Neka je P = {p1,...,pPo}, S = {S1,...,Sm} familija dvoclanih
podskupova od P, te X = {Xj, ..., X, } familija k-clanih podskupova od P.

Steinerov dizajn D s parametrima (v, k, 1) postoji ako i samo ako postoji podfa-
milija B od X koja je egzakino pokrivanje skupa S.

Dokaz. Ako je podfamilija B od X potpuno pokrivanje od S, onda je svaki
dvoclani skup tocaka S; sadrzan u jednom skupu X; iz B. Stoga je (P, B)
Steinerov dizajn s parametrima (v,k,1). S druge strane, ako je (P, B) Ste-
inerov dizajn s navedenim parametrima, onda je, prema definiciji, B pod-
familija od X koja je egzaktno pokrivanje od S. O

Problem pronalaska egzaktnog pokrivanja skupa mozemo modelirati po-
mocu linearnog sustava jednadzbi. Neka je A = (aij) matrica incidencije
izmedu skupova S i X. Retku s indeksom i odgovara element s;, a stupcu
s indeksom j odgovara podskup X;, te vrijedi

|1 akos; € Xj,
%=1 0, ako si & Xj.

Svako binarno rjeSenje x = (xy, ..., x,) matri¢ne jednadzbe

Ax=1
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odreduje elemente egzaktnog pokrivanja od S na sljede¢i nacin

B:{X]‘|Xj=1}.
Primjer 3.2. U primjeru koji smo predstavili matrica incidencije skupova S i X
je
1100
A=1[(1 11 0
1 011
Sustav
110 o\ (" 1
111 0||%2=11
101 1)\ 1
X4
ima dva binarna rjesenja:
1 0
0 ; 1
0 0
0 1

Pruo rjesenje daje egzaktno pokrivanje B = {X1} = {{1,2,3}}. Drugo rjesenje
daje egzaktno pokrivanje B’ = {Xo, X4} = {{1,2},{3}}.

Sada ¢emo predstaviti algoritam koji se uspje$no koristi za rjeSavanje
problema egzaktnog pokrivanja. Algoritam narocito efikasno pronalazi bi-
narno rje$enje pridruzenog diofantskog linearnog sustava Ax = 1. Nama
je interesantan jer je, zbog ekvivalencije problema, pogodan za primjenu u
racunalnoj konstrukciji Steinerovih dizajna.

4 Algoritam X

Algoritam X je rekurzivni nedeterministicki algoritam za rjeSavanje pro-
blema egzaktnog pokrivanja. Popularizirao ga je poznati americ¢ki mate-
matidar i ra¢unalni znanstvenik Donald Knuth u svom ¢lanku [[11]].

Algoritam na ulaz uzima matricu incidencije A skupova S i X, a na iz-
lazu vraca binarna rjeSenja x sustava Ax = 1 koja odgovaraju egzaktnim
pokrivanjima od S.

Kratko ¢emo opisati ideju algoritma. Osnovni cilj provedbe algoritma je
u ulaznoj matrici A pronaci one vektore-stupce A; koji se sumiraju u jedi-
ni¢ni stupac 1. Algoritam se provodi iterativno, a svaka se iteracija provodi
u Cetiri klju¢na koraka:
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1. odabir stupca A; matrice A koji se dodaje u parcijalno rjeSenje;
2. oznacavanje stupaca i redaka matrice A za brisanje;

3. redukcija matrice A brisanjem oznacenih stupaca i redaka;

4. validacija parcijalnog rjesenja.

Algoritam svoju veliku brzinu postiZe i heuristikom koju je predlozio
Knuth, a ti¢e se odabira stupca A; koji se dodaje u parcijalno rjeSenje. Na
pocetku se identificira redak matrice A koji sadrzi najmanje jedinica, a za-
tim se za parcijalno rjeSenje odabire bilo koji stupac koji ima jedinicu u tom
retku. Na ovaj se nac¢in broj grana pretrazivanja smanjio na najmanji broj je-
dinica u nekom retku matrice A te se postiZe smanjenje pretraZivanja pros-
tora mogucih rjeSenja.

U svakom rekurzivnom pozivu odabire se stupac A; matrice A koji se do-
daje u parcijalno rjeSenje. Matrica se reducira brisanjem redaka u kojima
stupac A; ima vrijednost 1 jer je odabirom stupca A; pripadajuci element
pokriven u parcijalnom pokrivanju. Uz retke, brisu se i stupci koji u obri-
sanim redcima imaju vrijednost 1 jer pripadajuéi skupovi nisu disjunktni s
elementima parcijalnog pokrivanja. Konac¢no, validira se je li brisanje oda-
branih redaka i stupaca onemogudilo da svi elementi iz S budu pokriveni.

Nakon svakog rekurzivnog poziva, oznacavanja te izbacivanja stupaca
i redaka, cijeli se postupak ponavlja na reduciranoj matrici dok se ne pro-
nade rjeSenje tj. dok se ne pronadu oni stupci koji se sumiraju u jedini¢ni
vektor. Kad algoritam uspjesno zavrsi s radom, znamo da svi stupci koji
se redom dodavani u parcijalno pokrivanje ¢ine egzaktno pokrivanje. U
nastavku je prikazan pseudokod algoritma X.

Algoritam 1 Pseudokod algoritma X

Provijeri rjeSenje
Odaberi redak A;
za svaki indeks stupca j za koji vrijedi a;; = 1
Uvrsti stupac A; u parcijalno rjesenje
za svaki indeks retka k za koji vrijedi ay; = 1
za svaki indeks stupca I za koji vrijedi ag; = 1
Izbaci stupac A
Izbaci redak Ay
Rekurzivno pozovi algoritam X nad reduciranom matricom
Vrati izbacene retke i stupce
Izbaci stupac A; iz parcijalnog rjeSenja
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Primjer 4.1. Opisimo tijek provedbe algoritma na jednom ilustrativnom primjeru.
Zadani su skupovi S = {s1,52, 53, 54,55,5¢} i X = {X1, X2, X3, X4, X5} te pri-
padajuca matrica incidencije

11000
01101
100 01

A4=11 111 0
11000
01111

Primijetimo kako element sq koji odgovara prvom retku matrice moZe biti pokri-
ven samo skupovima X ili X, koji odgovaraju prvom i drugom stupcu. Dakle,
ako postoji egzaktno pokrivanje skupa S onda ili prvi ili drugi stupac moraju oda-
brani u nekom koraku algoritma. Ako ne nademo rjesenje pri odabiru prvog ili
drugog stupca, mozemo zakljuciti izvodenje algoritma i egzaktno pokrivanje od S
ne postoji.

Udubimo se u ova dva slucaja. U prvom slucaju dodajmo u prvom koraku pro-
vedbe algoritma prvi stupac u parcijalno rjesenje. U sljedecem koraku:

e uocimo da je ay1 = 1, zatim a1p = 1 pa obriSemo stupac Ay;
e uocimo da je azy = 1, zatim azs = 1 pa obriSemo stupac As;

o uocimodajeay =1, zatimagp = 1,a43 = 1,a44 = 1 pa obriSemo stupce
As, Ay.

Algoritam staje s izvodenjem jer smo izbacili sve ostale stupce iz matrice. S obzirom
da suma stupaca u parcijalnom rjeSenju koje se sastoji samo od prvog stupca od A,
nije jednaka jedinicnom stupcu, zakljucujemo da egzakino pokrivanje od S koji
sadrZi skup X1 ne postoji.

U drugom slucaju, odaberimo drugi stupac u parcijalno rjesenje. U sljedecem
koraku:

e uocimo da je ayp = 1, zatim ay1 = 1 pa obriSemo stupac Aq;
e uocimo da je ayy =1, zatim a3 = 1,a5 = 1 pa obrisemo stupce Az, As;

e uocCimo da je agp = 1, zatim ag; = 1,443 = 1,044 = 1 pa obriSemo stupac
Ay.

Algoritam staje s izvodenjem jer smo izbacili sve ostale stupce iz matrice. S obzirom
da suma stupaca u parcijalnom rjesenju koje se sastoji samo od drugog stupca od
A, nije jednaka jedinicnom stupcu, zakljucujemo da egzaktno pokrivanje od S koji
sadrZi skup Xp ne postoji.

Konacno, zakljucujemo da ne postoji egzaktno pokrivanje od S.
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Implementirali smo algoritam X te konstruirali sljedece Steinerove di-
zajne.

Primjer 4.2. Vratimo se na Fanovu ravninu s parametrima (7,3,1). Skup dvo-
¢lanih podskupova tocaka je

S ={12,13,14,15,16,17,23,24,25,26,27,34, 35,36, 37,45,46,47,56,57,67 },
skup troclanih podskupova tocaka je

X = {123,124,125,126,127,134,135,136, 137, 145, 146,
147,156,157,167,234,235,236,237,245, 246,247, 256,
257,267,345,346,347,356,357,367,456,457,467,567},

a linearni sustav

11111000000000000000000000000000000
10000111100000000000000000000000000
01000100011100000000000000000000000
00100010010011000000000000000000000
00010001001010100000000000000000000

00001000100101100000000000000000000 *1 1
10000000000000011110000000000000000 2 1
01000000000000010001110000000000000 *3 1

00100000000000001001001100000000000
00010000000000000100101010000000000 . .
00001000000000000010010110000000000 . =1
00000100000000010000000001110000000 ’ '
00000010000000001000000001001100000
00000001000000000100000000101010000
00000000100000000010000000010110000
00000000010000000001000001000001100 x35 1
00000000001000000000100000100001010

00000000000100000000010000010000110
00000000000010000000001000001001001
00000000000001000000000100000100101
00000000000000100000000010000010011

Postoji binarno rjeSenje danog linearnog sustava
x=(1,0,0,0,0,0,0,0,0,1,0,0,0,0,1,0,0,0,0,0,1,0,0,1,0,0,0,1,1,0,0,0,0,0,0)
i odgovara skupu blokova
B = {123,145, 167,246,356,257,347}.

Primjer 4.3. Dizajn s parametrima (9,3,1) ima 9 tocaka i 12 blokova. Rjesa-
vanjem linearnog sustava Ax = 1, pri emu je matrica A dimenzije 36 x 84,
dobivamo blokove

B = {123,145,167,189,246, 357,258,349, 279,368, 478,569}.

Primjer 4.4. Dizajn s parametrima (13,3,1) ima 13 tocaka i 26 blokova. Rjesa-
vanjem linearnog sustava Ax = 1, pri demu je matrica A dimenzije 78 x 286,
dobivamo blokove
B={{1,2,3},{1,4,5},{1,6,7},{8,1,9},{1,10,11},{1,12,13},
{2,4,6},{3,5,6},{8,2,7},{9,2,10},{2,11,12}, {9, 3,4}, {11,3,13},
{8,10,3},{10,5,7},{11,4,7},{8,11,5},{9,11,6}, {8,4,12},{9,12,5},
{10,12,6},{2,13,5},{3,12,7},{10,4,13},{8,13,6},{9,13,7} }.
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Primjer 4.5. Dizajn s parametrima (13,4,1) ima 13 tocaka i 13 blokova. Rjesa-
vanjem linearnog sustava Ax = 1, pri demu je matrica A dimenzije 78 x 715,
dobivamo blokove
B=1{{1,23,4},{1,5+6,7},{81,10,9},{1,11,12,13},
{8,2,11,5},{8,3,12,6},{8,4,13,7},{9,2,13,6},{11,9,3,7},
{9,12,4,5},{2,10,12,7},{13,10,3,5},{10,11,4,6 } }.

Primjer 4.6. Dizajn s parametrima (15,3,1) ima 15 tocaka i 35 blokova. Rjesa-
vanjem linearnog sustava Ax = 1, pri Cemu je matrica A dimenzije 105 x 455,
dobivamo blokove
B ={{1,2,3},{1,4,5},{1,6,7},{8,1,9},{1,10,11}, {1,12,13}, {1, 14,15},
{2,4,6},{3,5,6},{8,2,7},{9,2,10},{2,11,12},{2,13,14},{3,4,7},
{3,13,15},{8,10,3},{11,9,3},{3,12,14},{11,5,7},{12,15,7},{8,4, 12},
{9,12,5},{8,13,6},{10,14,7},{9,4,14},{2,5,15},{9,6,15},{10,4, 15},
{8,11,15},{11,4,13},{8,5,14},{10,13,5},{10,12,6},{11,6,14},{9,13,7} }.

Primjer 4.7. Dizajn s parametrima (16,4, 1) ima 16 tocaka i 20 blokova. RjeSa-
vanjem linearnog sustava Ax = 1, pri emu je matrica A dimenzije 120 x 1820,
dobivamo blokove
B=1{{1,23,4},{1,5,6,7},{8,1,10,9},{1,11,12,13}, {16,1,14, 15},
{8,2,11,5},{8,3,6,14},{11,4,14,7},{9,2,12,14},{10,13,5, 14},
{9,3,13,7},{10,4,12,6},{2,13,6,15}, {16,3,12,5},{16,2,10,7},
{11,10,3,15},{9,4,5,15}, {8,16,4,13}, {16,9,11,6}, {8,12,15,7} }.

Racunalni doseg metode, u smislu veli¢ine parametara konstruiranog
blok dizajna, ogranicen je implementacijom algoritma i kapacitetom ko-
riStenog racunala. Poznato je da su opisani algoritam te snazni klaster
ra¢unala za znanstveno racunanje koriSteni za rjeSavanje sustava s matri-
com A dimenzije 105 x 30705 te je konstruiran Steinerov dizajn s parame-
trima (8191, 7,1) s dodatnim svojstvima [[I]]. Alternativni nacin konstruk-
cije ovog dizajna opisan je i ovdje [J3]].

Steinerovi dizajni, pokazat ¢emo u sljede¢em poglavlju, posebno su za-
nimljivi u prakti¢nim primjenama, kao $to je planiranje laboratorijskih eks-
perimenata. Takoder, za ocekivati je da u opisanim primjenama parametri
dizajna nisu preveliki. Stoga je opisana ra¢unalna metoda za konstrukciju
Steinerovih dizajna, uz sva svoja ogranicenja, korisna i daje zadovoljavajuce
rezultate.

5 Primjena u znanosti i industriji

Matematicka teorija nalazi brojne primjene u rjeSavanju suvremenih iza-
zova. Dizajni se tipi¢no koriste u komunikacijskim tehnologijama i kripto-
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grafiji. Takoder, koriste se u planiranju i provodenju eksperimenata, gdje
omogucuju znacajnu ustedu koristenih resursa. U ovom ¢emo poglavlju,
kroz jedan primjer, opisati kako se blok dizajni mogu koristiti u planiranju
istrazivanja s ciljem saniranja Stete nastale uslijed klimatskih promjena.

Klimatske promjene uzrokuju ¢e$¢u pojavu ekstremnih vremenskih do-
gadaja i prirodnih katastrofa diljem svijeta. U netipi¢no snaznim naletima
vjetra 2018. godine u talijanskom planinskom lancu Dolomiti, koji se nalazi
na UNESCO-voj listi prirodne bastine, srusene su tisuce stabala, od kojih
su neka starija od stotinu godina. Prakticki preko nodi, ugrozena su sta-
nista brojnih Zivotinja. Nakon ¢iS¢enja, ostala su velika ogoljena planinska
podrudja, a klizista koja su se aktivirala s nestankom Sume pocela su pri-
jetiti kuéama u planinskim selima. Citavo podrudje potrebno je ubrzano
posumiti novim stablima.

Istrazivaci su dobili zadatak ispitati koje neautohtone sumske kulture us-
pijevaju na ovom podrudju, jer su autohtone Sumske kulture spororastuce.
Identificirano je 9 neautohtonih vrsta drveca koja uspje$no rastu na tlu u
interesnom podrudju. Analizom tla i postoje¢eg ekosustava utvrdeno je da
tlo ima kapacitet suzivota najviSe 3 razlicite vrste stabala. U istraZivanju je
vazno utvrditi koji su parovi vrsta stabala nekompatibilni koegzistirati na
odabranom podrudju. Potrebno je provesti eksperiment i istraziti uspjes-
nost sadnje.

Ako se testiraju sve mogude troclane kombinacije Sumskih kultura, tre-
balo bi provesti (g) = 84 eksperimenata i analizirati rezultate. U ovak-
vom rasporedu testiranja, svaki par kultura pojavljuje se u sedam testova.
Uoc¢imo sada da je dovoljno ispitati samo jednom je li odabrani par Sum-
skih kultura kompatibilan. Slijedom, modificira se testno posumljavanje:
na parcele se sade Sumske kulture u grupama od tri, uz ogranicenje da se
svaki par pojavljuje to¢no jednom. Kreiraju li testovi kao blokovi dizajna s
parametrima (9,3, 1), testiranje je moguce provesti na samo 12 parcela. Na
ovaj nacin postiZe se znacajna usteda resursa u provedbi eksperimenta.

—_
—_
—_
—_

2 213 415
4 514 716
3/5|7(9|6|7(8[9|9(8[8|9

(€8]
N
[63)

N
e~
(@)
@]
6] ]
N
(@)

Slika 6. Plan testiranja interakcije devet Sumskih kultura baziran na
blokovima (9, 3, 1)-dizajna

Opéenito, ako je u eksperiment ukljuc¢eno v sumskih kultura koje se gru-
piraju u skupine veli¢ine k, u iscrpnom testiranju potrebno je provesti
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)= F(o— k) eksperimenata. Ako se provedu testovi tako da se svaki par

(x
Sumskih kultura pojavi u jednom testu, testovi bi se modelirali kao blokovi
(v,k,1)-dizajna. Tada bi se provelo E g testova, $to je znacajno manje.
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