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Sylvesterova i Ljapunovljeva matri¢na
jednadzba

Maja Kovacevi¢; Ivana Kuzmanovic¢ Ivici¢t

Sazetak

Linearne matri¢ne jednadZbe su linearne jednadzbe u kojima je ne-
poznanica matrica. Zbog svoje Siroke primjene, medu najvaznijim ma-
triénim jednadZbama istice se Sylvesterova jednadZba, kao i njezin spe-
cijalni slu¢aj — Lyapunovljeva jednadzba. U ovom radu prikazani su
nuzni i dovoljni uvjeti egzistencije jedinstvenog rjeSenja Sylvesterove i
Lyapunovljeve jednadzbe, kao i njihovih generalizacija. Ujedno je dan
opis osnovnih numeri¢kih algoritama za njihovo rjeSavanje.

Kljuéne rijeci: matricne jednadzbe, Sylvesterova jednadzba, Ljapunovljeva
jednadzba

Sylvester and Lyapunov matrix equations
Abstract

Linear matrix equations are linear equations in which the unknown
is a matrix. Due to their wide range of applications, the Sylvester equ-
ation stands out as one of the most important types of matrix equati-
ons, along with its special case — the Lyapunov equation. This paper
presents the necessary and sufficient conditions for the existence and
uniqueness of solutions of the Sylvester and Lyapunov equations, as
well as their generalizations. Additionally, a description of the funda-
mental numerical algorithms used to solve these equations is provi-
ded.
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1 Linearne matri¢ne jednadZbe

Linearne jednadZbe u kojima je nepoznanica matrica imaju vaznu ulogu
u brojnim podrudjima primijenjene matematike kao i u mnogim drugim
znanstvenim disciplinama. Posebno se istice njihova primjena u teoriji
upravljanja, ra¢unalnoj grafici, ekonomsko-matematickim modelima, kao
i u obradi podataka i metodama strojnog ucenja. U tim kontekstima ma-
tricne jednadzbe Cesto sluze za modeliranje sloZenih sustava i odnosa iz-
medu velikog broja varijabli.

Definicija 1.1. Neka su A; € R™*, B; €¢ R™", i =1,2,...,ki C € R™*"
dane matrice. JednadZba oblika

o

A;XB;=C (1)
i=1

naziva se linearna matricna jednadzba s nepoznanicom X € R7*".

Matrice A;iB;,i =1,2,...,knazivaju se matricama koeficijenata matri¢ne
jednadzbe ((I]). Najosnovniji oblik linearne matri¢ne jednadzbe je

AX =C, (2)

pricemujer = n. Akoje X = [x1,...,x,], gdje su xq, ..., x, stupci matrice
XeR7*iC=cy,...,cn], gdjesucy,...,c, stupci matrice C, onda je jed-
nadzba (2) ekvivalentna sustavu sustava linearnih jednadzbi
Axy =cy,...,Ax; = cy. Stoga, ako je matrica A invertibilna, odnosno ako
jem = ql i det(A) # 0, onda je jedinstveno rjeSenje jednadzbe dano s
X=A""C.

1.1 Kroneckerov produkt i operator vektorizacije

Kroneckerov produkt i operator vektorizacije matrice od velike su vaznosti
za dobivanje teorijskih rezultata o egzistenciji i jedinstvenosti rjeSenja osta-
lih linearnih matri¢nih jednadzbi oblika (T]).

Definicija 1.2. Kroneckerov produkt matrica A = [a;;] € R™*" i B = [b;] €
R"™*® (1 oznaci A ® B), definiran je s:

{111B {1123 . alnB
ang lezB ... B

A®B=| ) | e s, (3)
amB aypB ... au,B
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U nastavku je dan primjer Kroneckerovog produkta.

Primjer 1.1. Neka su zadane sljedece matrice :

2 1 5
A—{g _%]iB— 4 -2 6
-3 2 -1
Tada je:

0 0 0 —4 -2 —10
0 0 0 8 4 -12
0B —2B 0 0 0 6 -4 2
A®B_[3B 13}_ 6 3 15 -2 -1 -5

-12 -6 18 4 2 —6
-9 6 -3 3 -2 1

Definicija 1.3. Za matrice A = [a;;] € R"" i B = [b;j] € R"™*™ definiramo
Kroneckerovu sumu (1 oznaci A ® B) izrazom:

A®B=1,® A+ B® I, € R"*"" (4)
pri cemu su Iy, i 1, jedinicne matrice dimenzijam X min X n.
Primjer 1.2. Za matrice A i B iz prethodnog primjera je

A 0 0 2, L, 5
A®B=1|0 A 0|+ |-4L -2L, 6
0 0 A 3L 2L, —-b
(2 -2 1 0 5 0
3 1.0 1 0 5
4 0 -2 -2 6 0
0 -4 3 -3 0 6
-3 0 2 0 -1 -2
0 -3 0 2 3 =2

VaZan rezultat o svojstvenim vrijednostima i svojstvenim vektorima Kro-
neckerove sume dan je u sljedecem teoremu.

Teorem 1.1. Neka matrica A € R"*" ima svojstvene vrijednosti A;, i =1,...,n
ineka B € R™*™ ima svojstvene vrijednosti yj, j = 1,...,m. Tada Kroneckerova
suma A® B = I, ® A + B ® I, ima mn svojstvenih vrijednosti

/\1+,ulr--~/)\1+ler/\2+ﬂ1;-~-/)\2+ﬂm;-~-/}\n+ﬂ1/-~-/}\n+ﬂm-
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Nadalje, ako su x1, . . ., X, svojstveni vektori matrice A za odgovarajuce svojstvene
vrijednosti Ay, ..., Ay 1 Y1, ..., Ym Svojstveni vektori matrice B za odgovarajuce
svojstvene vrijednosti py, ..., pm, tada su y; @ x; € R™" svojstveni vektori od
A & B za odgovarajuce svojstvene vrijednosti A; +pj, i =1,...,n,j=1,...,m.

Dokaz. Neka je Ax; = Ajx;i By; = pjyjzax,y; #0,i=1,...,n,j =
1,...,m. Primjenom definicije Kroneckerove sume, svojstva mnoZzenja Kro-
neckerovih produkata (A ® B)(C ® D) = AC ® BD i svojstva (¢A) @ B =
A® (aB) = a(A ® B), za a € R slijedi:
(AeB)(yj@x) = [(In®A)+ (B L))(y; @ x)

= (In®A)(y;®x;)+ (B L) (y; ®x;)

= (Imy]- ® Ax;) + (By]' ® Inx;)

= ¥ ® (Axi) + (pjyj) @ x;

= Ailyj®x) +pi(y; ©x)

= (Ai+p)y;@x).
1z posljednje jednakosti izravno slijedi tvrdnja teorema. O
Definicija 1.4. Operator vektorizacije matrice A € R™*", u oznaci vec(A) je

linearni operator koji matrici A pridruZuje vektor sacinjen od stupaca matrice A
poredanih jedan ispod drugog, odnosno

ai
a
vec(A)=| . | eR™ (5)
n
pri femu su ay, ay, . . ., ay stupci matrice A.
0
3
-2
-1

Primjer 1.3. Za matricu A iz Primjera 1 je vec(A) =

2 Sylvesterova i Ljapunovljeva jednadZzba

Najcesce koriStena matri¢na jednadZba oblika (1)) je tzv. Sylvesterova jed-
nadZba, nazvana prema engleskom matemati¢aru Jamesu Josephu Sylves-
terLﬂ Vazan specijalni slucaj Sylvesterove jednadZzbe predstavlja Ljapunov-

James Joseph Sylvester (1814.-1897.), engleski matemati¢ar poznat po doprinosima u teoriji
matrica, teoriji brojeva, teoriji invarijanti, teoriji particija i kombinatorici
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ljeva matri¢na jednadZba, koja nosi ime po ruskom matematic¢aru Aleksan-
dru Mikhailovichu Ljapunowﬂ

Definicija 2.1. Matricna jednadzba oblika
AX+XB=C, (6)

pricemu su A = [a;;] € R™", B = [b;] € R™™, C = [¢;j] € R"*™, naziva
se Sylvesterova matricna jednadzba s nepoznanicom X = [x;;] € R™*™.

U primjenama se Cesto javlja specijalan slucaj jednadzbe (6]) kod kojeg je
B= AT
Definicija 2.2. Jednadzba oblika

AX +XAT =, (7)

pri cemu su A,C € R"*", naziva se Ljapunovljeva matricna jednadzba s nepoz-
nanicom X € R™*".

Koriste¢i Kroneckerov produkt i operator vektorizacije, svaka linearna
matri¢na jednadzba moZe se zapisati kao sustav linearnih jednadzbi ¢ije su
nepoznanice elementi matrice X. Promotrimo Sylvesterovu jednadzbu (§6)).
Neka su b;, c;, x; redom stupci matrica B, C, X. ZapiSimo jednakost @ po
stupcima. Dobivamo

m
c; = Ax; + Xb; :Axi—l—Zb]-l-xj, i=1,...,m,
j=1

odnosno, ako sada prethodno dobiveni sustav jednadzbi zapiSemo ma-
tri¢no, dobivamo

A+ bl by11 . byl X1 1
byol A+byl ... bupl X2 C2

: : . : . - : ’ (8)
b1 by 1 oo A4+buml Xm Cm

Matricu koeficijenata mn x mn linearnog sustava () mozemo zapisati kao
Kroneckerovu sumu (I, ® A) + (BT ® I,,) te dobivamo linearni sustav

[Ln ® A+ BT @ I,Jvec(X) = vec(C). (9)

2 Aleksandar Mikhailovich Ljapunov (1857.-1918.), ruski matemati¢ar poznat po svom do-
prinosu teoriji stabilnosti dinamickih sustava, matematickoj fizici i teoriji vjerojatnosti.
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Analogno, Ljapunovljeva matri¢na jednadZba (7)) ekvivalentna je linear-
nom sustavu
[In ® A+ A® Iy|vec(X) = vec(C). (10)

Koristeci zapis (9)) lako se dobiva osnovni rezultat o egzistencije i jedins-
tvenosti rjeSenja Sylvesterove jednadZbe.

Teorem 2.1. (Egzistencija i jedinstvenost rjeSenja Sylvesterove jednadzbe) Neka
su Ay,. .., Ay svojstvene vrijednosti matrice Aiyy, ..., im svojstvene vrijednosti
matrice B. Tada Sylvesterova jednadzba (6]) ima jedinstveno rjesenje X ako i samo
ako je A; + Wi #Qzasvakii=1,...,n,j=1,..., m, odnosno Sylvesterova
jednadzba ima jedinstveno rjesenje ako i samo ako A i —B nemaju zajednickih
svojstvenih vrijednosti.

Dokaz. Sylvesterova jednadzba AX + XB = C ekvivalentna je mn x mn
linearnom sustavu
Px =g, (11)

gdjeje P = I, ® A+ BT ®I,, x = vec(X) ic = vec(C). Stoga, Sylvesterova
jednadzba ima jedinstveno rjeSenje ako i samo ako je P regularna matrica.
Prema Teoremu svojstvene vrijednosti matrice P su A; + p;j, gdje su A,
i=1,...,n ;] =1,...msvojstvene vrijednosti matrica A i B. Kako je
determinanta matrice jednaka produktu svojstvenih vrijednosti, to znaci da
je Pregularna, odnosno da Sylvesterova jednadzba ima jedinstveno rjeSenje
akoisamoakoje/\l-—i—y]- #0,zai=1,...,n,j=1,...,m. O

Buducdi da je Ljapunovljeva jednadZzba poseban slucaj Sylvesterove jed-
nadZbe, sljede¢i korolar direktna je posljedica prethodnog teorema.

Korolar 2.1. (Egzistencija i jedinstvenost rjeSenja Ljapunovljeve jednadzbe) Neka
su A1,. .., Ay svojstvene vrijednosti matrice A € R™*". Tada Ljapunovljeva jed-
nadzba ([7]) ima jedinstveno rjesenje ako i samo ako je A; +A; # 0, za i,j =
1,...,n, odnosno Ljapunovljeva jednadZba ima jedinstveno rjeSenje ako i samo
ako A i — A nemaju zajednickih svojstvenih vrijednosti.

U mnogim primjenama pojavljuje se Ljapunovljeva jednadzba
AX +XAT =C (12)

u kojoj je matrica C simetri¢na. Kako transponiranjem i koriStenjem
C = CT dobivamo
AXT + XTAT =C (13)

slijedi da ako (T2)) ima jedinstveno rje$enje, onda je je XT = X, odnosno da
je jedinstveno rjeSenje jednadzbe sa simetricnom desnom stranom takoder
simetri¢na matrica.

26



SYLVESTEROVA I LJAPUNOVLJEVA MATRICNA JEDNADZBA

3 Numericke metode za rjeSavanje Sylvesterove i
Ljapunovljeve jednadzbe

Kako je Sylvesterove jednadzba AX + XB = C ekvivalentna linearnom sus-
tavu Px = ¢, moZe se rijeSiti bilo kojom metodom za rjeSavanje linearnih
sustava, primjerice Gaussovom metodom eliminacija. Medutim, primjena
Gaussove metode na matricu P rac¢unski je zahtjevna jer je P matrica di-
menzije mn x mn, §to daje slozenost O(m3n3). Jedan od natina za sma-
njenje racunske sloZenosti jest transformacija matrica A i B u jednostavnije
oblike pomo¢u sli¢nosti matrica.

3.1 Bartels - Stewartov algoritam

Jedna od najcesce koristenih metoda za rjeSavanje Sylvesterove jednadzbe
male do umjerene dimenzije je Bartels-Stewartov algoritam iz 1972. go-
dine. Njegova numeri¢ka sloZenost iznosi O(m? + n%), a sastoji se od &etiri
osnovna koraka:

1. Transformiranje matrica A i B u "jednostavniji" oblik koriste¢i slicnost
matrica: .
A=u'Au, B=Vv'BV.

2. Transformiranje desne strane jednadzbe: C = U~'CV i uvodenje
supstitucije Y = U1 XV.

3. Rjesavanje transformirane jednadzbe AY + YB = C po nepoznanici
Y.

4. Ratunanje X iz Y: X = UYV~L

Najcesce koristen oblik transformacije matrica u 1. koraku algoritma je
Schurova dekompozicija.

Teorem 3.1. (Realna Schurova dekompozicija) Za svaku realnu kvadratnu ma-
tricu A € R™ " postoji ortogonalna matrica Q € R"*" takva da vrijedi:

A=QrQ,
gdje je T realna blok-gornje trokutasta matrica koja sadrZi:

i) realne vrijednosti na dijagonali, koje odgovaraju realnim svojstvenim vrijed-
nostima matrice A,

ii) ili 2 x 2 blokove na dijagonali, koji odgovaraju kompleksno—konjugiranim
parovima svojstvenih vrijednosti matrice A.
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Ako matrica A ima realne svojstvene vrijednosti, onda je matrica T iz pret-
hodnog teorema gornje trokutasta.

4 2
2=l 3

Primjer 3.1. Za matricu

njezina Schurova forma je
T~ |91

gdje je
1 (2 -1
-l 2]
Koraci Bartels-Stewartovog algoritma uz svodenje matrica sustava na Sc-
hurovu formu za A i B s realnim svojstvenim vrijednostima su:

1. Schurova dekompozicija: Prvo se odrede Schurove dekompozicije ma-
trica A i B:
A=QaTaQ) 1 B=QsTsQ}

gdje su T4 1 Tp gornje trokutaste matrice, a Q4 i Qp su ortogonalne
matrice.

2. Transformacija problema: Originalna Sylvesterova jednadzba tran-
sformira se u jednadzbu

TAY +YTg = C' (14)
gdjeje C' = QLCQpiY = QL XQp.

3. Rjesavanje modificirane jednadZbe: Jednadzba ToY + YT = C/, rje-
Sava se supstitucijama unaprijed. Neka je

Y=[1,Y2..,Yym), i € R",C" =[c},c5...,¢c;], ¢i €RY,

te Tg = [tl(jB)] , 0,7 =1,...,m. Izjednadzbe (14)), izjednacavajudi
stupce s lijeve i desne strane, dobivamo m linearnih gornje trokutastih
sustava
k-1
(Ta+t P L)y =cp = Y Py, k=1,...,m, (15)

i=1

koji se lako rjeSavaju redom koristeéi supstitucije unazad.
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4. Racunanje konac¢nog rjesenja:
X = QaYQp:

Primjer 3.2. Neka su dane sljedece matrice:

2 1 4 2 1 0
A=l 3 o=l o=l B
Treba rijesiti Sylvesterovu jednadzbu AX + XB = C. Prvo se odreduje Schurova
dekompozicija matrica sustava. Matrica A je ve¢ gornje trokutasta paje T4 = A

i Qa = 1. Schurova forma matrice B dana je u Primjeru Sada rjeSavamo
modificiranu jednadzbu ToY + YTy = C', gdje je

e o

Nadalje redom racunamo stupce matrice Y koji se dobiju primjenom supstitucija
unazad na trokutaste sustave

(b sfr=lo 2)w =513

(B b )ee-2[2] -

17 -13
; — 56
odakle dobivamo Y = NG [_7 71

je

] . Na poslijetku rjesenje polazne jednadzbe

1 (47 -9

4 Generalizirana Sylvesterova jednadZzba

Osim standardne Sylvesterove jednadZbe, postoji i njezina generalizacija
koja je oblika ({I]) za k = 2.

Definicija 4.1. Matricnha jednadzba
A1XB; + A2XBy, =C, (16)

naziva se generalizirana Sylvesterova jednadzba.
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Ako su matrice Ay i By (odnosno Aj i By) obje regularne, tada mnoZenje
slijeva s Agl (odnosno s Afl) izdesnas Bfl (odnosno s B;l) dovodi
do standardne Sylvesterove jednadZzbe s istim rjeSenjem X. Medutim, ako
AjpiBq (odnosno Aj i By) nisu obje regularne ili je barem jedna od njih lose
uvjetovana, takva transformacija nije moguca. Sli¢no kao i kod standardne
Sylvesterove jednadZzbe, primjenom Kroneckerovog produkta i operatora
vektorizacije mogu se analizirati nuZni i dovoljni uvjeti za postojanje i je-
dinstvenost rjeSenja generalizirane Sylvesterove jednadzbe. Medutim, u
ovom slucaju pojavljuje se sloZeniji uvjet povezan s generaliziranim svoj-
stvenim vrijednostima matri¢nih parova (A1, Az) i (B1, B).
Pitanje egzistencije i jedinstvenosti rjeSenja generalizirane Ljapunovljeve
jednadzbe
AXBT 4+ BXAT =C (17)

takoder je povezano sa spektralnim svojstvima matri¢nog para (A, B). U
slucaju kada je barem jedna od matrica A ili B regularna, jednadzbu ((17))
moguce je transformirati u standardni oblik Lyapunovljeve jednadZbe. Na
primjer, ako je B regularna, tada supstitucijom Y = B~ X i odgovaraju¢im
preuredivanjem dobivamo jednadzbu

AY + YAT =/,

$to omogucuje primjenu poznatih rezultata i algoritama za standardnu Lja-
punovljevu jednadzbu. Za rjeSavanje op¢ih generaliziranih Sylvesterovih
jednadzbi mozZe se koristiti poopceni Bartels-Stewartov algoritam (vidi[[5]]).
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