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Aritmeticki i geometrijski nizovi u
otkrivanju novih spoznaja

Dragana Jankov Masirevi¢ ; Barbara Barunovi¢'

Sazetak

U radu se analiziraju aritmeticki i geometrijski nizovi te njthova pri-
mjena u otkrivanju novih spoznaja. Poseban naglasak stavljen je na
edukativnu primjenu ovih nizova, uklju¢ujudi zadatke za ucenike koji
povezuju teoriju s praksom. Cilj je pokazati znacaj ovih nizova u razu-
mijevanju i rjeSavanju raznovrsnih problema.
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Abstract

The paper analyzes arithmetic and geometric sequences and their
application in discovering new insights. Special emphasis is placed on
the educational application of these sequences, including tasks for stu-
dents that connect theory with practice. The aim is to demonstrate the
importance of these sequences in understanding and solving various
problems.
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DraGANA Jankov MASIREVIC , BARBARA BaruNovi¢

1 Nizanje i nizovi od najranijeg djetinjstva

Jo$ od najranijeg djetinjstva imamo potrebu prebrojavati predmete: koliko
smo dobili bombona, koliko dana jo$ treba proc¢i do vaznog dogadaja, ko-
liko imamo lutaka ili auti¢a... Takoder i u prvim tjednima provedenima
u Skolskoj klupi sre¢emo se s nizovima, jer ve¢ u prvom razredu osnovne
8kole ucenik treba ostvariti jedan od odgojno-obrazovnih ishoda kao 5to je
nastaviti niz. Naime, kao Sto je i navedeno u kurikulumu nastavnog pred-
meta Matematika, za 1. razred osnovne $kole, ucenici mogu uocavati pra-
vilnosti nizanja u svakodnevnome okruzenju, kao $to su izmjena dana i
nod¢i, dani u tjednu, prozori na skolskoj zgradi i sli¢no, dok zadaci u ko-
jima se od ucenika zahtijeva da nastave niz poti¢u logic¢ko miSljenje. Pojam
niza spominje se i nadograduje kroz skolovanje, a njegova se kulminacija
odvija u 4. razredu srednje $kole gdje se primjenjuje aritmeticki i geometrijski
niz javlja kao odgojno—obrazovni ishod te ucenici, izmedu ostalog, trebaju
ostvariti rjesavanje problema iz svakodnevnoga Zivota primjenom aritmetickoga i
geometrijskoga niza, osobito sloZeni kamatni racun (15, 9} [11}12]].

Kao $to moZemo uociti iz prethodnih primjera i konacno se nabrajanje, u
svakodnevnom govoru naziva nizom, dok se u matematici u pravilu pro-
matraju beskonacni nizovi [13]]. Preciznije [[7,18]):

Definicija 1.1. Funkciju a: {1,2,...,s} — R nazivamo konacnim nizom real-
nih brojeva i zapisujemo u obliku uredene liste brojeva

all”Z/' s ny e, s,
gdjejea(n) =ay, n=1,2,...,s opciili n—ti clan niza.

Funkciju a: N — IR kojoj je domena skup prirodnih brojeva, a kodomena skup
realnih brojeva nazivamo (beskonacni) niz realnih brojeva i oznacavamo s

a,ap,...,04y, ... ili (ay).
Dakle, niz se najces¢e zadaje opéim clanom, no osim toga uobicajeno je
zadavanje niza i uz pomo¢ rekurzivne formule to znaci da je taj niz zadan
pravilom koje nam govori kako se iz jednog ili vise prethodnih ¢lanova
dobije sljededi ¢lan [22}[7].
2 Aritmeticki i geometrijski niz
Najstariji matematicki izvori potje¢u iz staroegipatske drZzave, dok o egipat-

skoj matematici postoje dva glavna izvora: Rhindov papirus i Moskovski
papirus. U prvom od njih, napisanom oko 1650. g. pr. Kr. od strane pisara
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Ahmesa (oko 1680.-1620. pr. Kr.), a nazvanom po skotskom egiptologu
Alexanderu Henryju Rhindu, koji ga je kupio 1858. u Luxoru, mogu se
nadi zadaci vezani za aritmeticke i geometrijske nizove [12} str. 2].

2.1 Aritmetiéki niz

Jo$ od prvih zakljuc¢ivanja ocjena u osnovnoj skoli, svatko se od nas susreo
s pojmom aritmeticke sredine ra¢unajuci zakljuénu ocjenu. Ucenici vrlo brzo
nauce da ¢e iz ocjena 315 vrlo vjerojatno dobiti zakljuénu ocjenu vrlo dobar,
jerje (34 5)/2 = 4, odnosno aritmeti¢ka sredina danih brojeva je upravo
4. Aritmetic¢ki niz upravo nosi takvo ime, jer je svaki njegov ¢lan (osim
prvog) aritmeti¢ka sredina svojih susjeda, u $to ¢emo se uskoro uvijeriti, no
pogledajmo najprije jedan motivacijski primjer.

Primjer 2.1 (Stednja za bicikli kao suma aritmeti¢kog niza). Dunja je uce-
nica Cetvrtog razreda gimnazije i stanuje u Visnjevcu, Sto je prigradsko naselje u
sastavu Grada Osijeka. Mjesec je listopad i Dunja je odlucila do 1. oZujka ustedjeti
za novi bicikli, jer e tada poceti i pripreme za drZavnu maturu te Zeli ponekad i
biciklom oti¢i u skolu. Na web stranici Decathlona pronasla je bicikli koji joj se
svida i koji koSta 416 eura. U listopadu je za bicikli ostavila sa strane 10 eura te
je odlucila svaki sljedeci mjesec odvojiti 12 eura vise nego prethodni mjesec, tj. u
studenom bi odvojila 22 eura, u prosincu 34 eura i tako dalje. Hoce li u naredna
4 mjeseca uspjeti ustedjeti za bicikli s tim planom ili ée joj ipak trebati malo vise
vremena? Kako bi Dunja do$la do odgovora mogla bi plan Stednje napisati na pa-
pir no ipak je lakse odgovoriti na pitanje uz pomo¢ poznavanja aritmetickog niza
u Sto éemo se uskoro uvjeriti.

Definicija 2.1. Niz je aritmeticki ako je razlika bilo kojeg ¢lana (osim prvog) i
¢lana koji mu direkino prethodi stalna i iznosi d, odnosno vrijedi

ap —a,_1 =4d, n>2. (1)
Broj d naziva se razlika ili diferencija aritmetickog niza.
Iz prethodnog slijedi da je a, — a,_1 = a,4+1 — a5, odnosno

Ayt ap4

aVl* 2 7 7’1221

$to potvrduje da je svaki ¢lan aritmetickog niza (osim prvog), aritmeticka
sredina susjedna dva ¢lana.
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Takoder, iz jednakosti ([1)) mozemo uociti da je aritmeticki niz zadan rekur-
zivno i jednostavno je izvesti formulu za opéi ¢lan, kako slijedi:

ap=a,+0-4d,

a; =ay +d,
a3=ay+d=a1+d+d=ay+2d,
ag=ua3+d=(ay+2d)+d=a+3d,

Dakle, vrijedi sljedeca tvrdnja:

Teorem 2.1. Opci clan aritmetickog niza s prvim clanom ay i razlikom d je dan s
ay=a1+ (n—1)d, n>2. (2)

Dokaz. Dokaz ¢emo provesti metodom matematicke indukcije.

o Baza indukcije 1z prethodnog raspisa vidimo da dana formula vrijedi
zan=1,2,3,4.

o Pretpostavka indukcije Pretpostavimo da formula ({2]) vrijedi za prirodni
broj n.

o Korak indukcije Koristeéi definiciju (1)) za n — n + 1, a zatim induk-
tivnu pretpostavku, slijedi

api1=ap+d=a+n—-1d+d=a;+[(n—1)+1]d =a; +nd,

odnosno formula (2)) vrijedi za prirodni broj n + 1. O
Primjer 2.2 (Interpolacija aritmetickog niza). Neka su zadani 5. i 40. clan
aritmetickog niza (a,) s as = 2, ayy = 142. MoZete li odrediti koliko iznosi a13?
Rjesenje. 1z formule za op¢i ¢lan niza slijedi

as =a1+4d =2
ag0 = a1 +39d = 142.

Iz prethodne dvije jednadzbe s dvije nepoznanice (uz pomo¢ neke od poz-
natih metoda za rjeSavanje sustava linearnih jednadzbi) slijedi rjeSenje a; =
—14,d = 4 te je stoga

az3=m +12-d=-14+12-4 =34.
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Napomena 2.1. Kao $to smo vidjeli u prethodnom primjeru, kako bismo odredili
aritmeticki niz (odnosno njegov opéi clan)) dovoljno je poznavati bilo koja dva clana
niza (ne nuzno dva uzastopna clana!). Problem odredivanja clanova niza u tom se
slucaju naziva interpolacija. Naime, interpolirati (umetnuti) izmedu dva zadana
broja a i b aritmeticki niz od k ¢lanova znaci odrediti k brojeva, koji zajedno s a i b
¢ine konacan aritmeticki niz od k + 2 clanova, kome je a prvi, a b posljednji clan
[18, str. 79].

U mnogim nam je primjenama vazan i zbroj prvih nekoliko ¢lanova arit-
metickog niza [[1}, 12]].

Teorem 2.2 (Zbroj prvih n ¢lanova aritmetickog niza). Zbroj prvih n ¢la-
nova aritmetickog niza dan je formulom

Sn == g(a] +an)/ (3)
odnosno .
Sy = E(2{11 +(n—1)d). (4)

Dokaz. 1z iskaza teorema vidimo da smo sa S, oznadili zbroj prvih n ¢la-
nova aritmetickog niza, odnosno

Spi=ar+ay+---+a,_1+a;

dok S, Cesto nazivamo n—ta parcijalna suma aritmetickog niza, niz (S,) se
naziva niz parcijalnih suma.
Primijetimo da ukoliko prvih n ¢lanova aritmetickog niza

4, a2, - Gp-1, A4n
s prvim ¢lanom a; i diferencijom d napiSemo u suprotnom poretku
ap, Odyp—-1, -+ 42, @M

ponovo imamo aritmeticki niz no ovaj put s prvim ¢lanom a,, i diferencijom
—d. Zbog toga se zbroj S, moze napisati na dva nacina:

Sp=a+ (a1 +d)+ (a1 +2d) + -+ (a1 + (n — 1)d)
Sp=an+ (ay—d)+ (ay—2d)+ -+ (a, — (n — 1)d)

te zbrajanjem prethodnih jednakosti dobivamo
25, =n(ay +ay)

§to je jednako danoj formuli (3]).
Ukoliko u uvrstimo formulu za opéi ¢lan niza (2)) odmah dobivamo

). 0
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Sada smo spremni rijeSiti motivacijski primjer.

Primjer 2.3 (Stednja za bicikli kao suma aritmeti¢kog niza, rjesenje). Du-
nja ¢e u listopadu za bicikli ostaviti 10 eura sto znaci da je a1 = 10, dok Ce svaki
sljede¢i mjesec odvojiti 12 eura vise iz éega zakljucujemo da je d = 12. Dunja
planira Stedjeti u studenom, prosincu, sijecnju i veljaci te se pita hoce li ta 4 mje-
seca (n = 4) biti dovoljna za ustedjeti dovoljno noveca. Uz danu pretpostavku
Sn = 416, iz formule ({@]) moZemo dobiti traZeni n odnosno broj mjeseci potrebnih
da bi Dunja uz svoj plan ustedjela za bicikli:

416z%(2-10+(n—1)~12)

iz fega, sredivanjem, slijedi
416 = 6n* +4n

te kao rjesenja jednadzbe 3n® + 2n — 208 = 0 dobivamo n; = 8, ny = —23—6.

Kako ny nije prirodan broj, zakljucujemo da ée Dunji trebati 8 mjeseci da sa svojim
planom ustedi za bicikli. Na srecu, prijatelj Luka ée joj posuditi bratov bicikl dok
je na studiju u inozemstou, sve dok Dunja ne ustedi za vlastiti.

2.2 Geometrijski niz

Iako se samo ime niza veZe uz geometrijsku sredinu s kojom ¢emo se nesto
kasnije detaljnije upoznati, ona nam nije toliko bliska kao aritmeticka sre-
dina te je zanimljivo spomenuti da se ponekad ime ovoga niza veze i uz
¢injenicu da se ¢lanovi geometrijskog niza ponasaju slicno kao neke geome-
trijske veli¢ine pri povecanju dimenzija. Naime, kao $to moZemo vidjeti na
slici [I} duzina je jednodimenzionalna i ima, na primjer, duljinu r, u dvije
dimenzije kvadrat duljine stranice  ima povrginu 2, u tri dimenzije kocka
duljine brida r ima volumen 7 itd.

Slika 1.
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Takoder za geometrijski niz moZemo definirati pojmove koje smo spome-
nuli i u prethodnom poglavlju, kao $to su op¢i ¢lan i zbroj prvih nekoliko
¢lanova, no pogledajmo najprije jedan motivacijski primjer.

Primjer 2.4 (Zrna p$enice na Sahovskoj plodi i geometrijski niz). Svatko je
od nas ¢uo za igru $ah. Sahovska literatura poznaje mnoge legende o postanku ove
igre, dok je najpoznatija ona da je Sah izmislio mudrac Sissa Ben Dahir u Indiji za
vrijeme vladavine mladog kralja Sahrama koji je bio tiranin [16, str. 7]. Naime, da
bi poucio kralja kako se bez naroda ne moZe vladati, Ben Dahir je uz pomo¢ igre
Sah pokazao kako i najslabija figura (pjesak) moZe odluciti ishod bitke na 64 polja i
donijeti pobjedu. Kralj se oduSevio igrom i brzo je naucio te je od mudraca zatraZio
da izabere nagradu. Ben Dahir je od kralja zatraZio prividno skromnu nagradu:
da mu se isporuci onoliko psenice koliko se dobije kada se na prvo polje sahovske
ploce stavi jedno zrno, na drugo dva, na trece Cetiri i tako nadalje na svako naredno
polje po dva puta vise nego na prethodno. Kralj je pomislio da se radi o beznacajnoj
koli¢ini pa je mudracu predloZio da zatraZi ve¢u nagradu, no Ben Dahir je ostao pri
svojoj Zelji. Kasnije je kralj bio jako iznenaden kada su mu priopéili da u itavom
svijetu nema toliko pSenice da bi se udovoljilo Zelji mudraca. Naime, Ben Dahiru je
trebalo dati 18 446 744 073 709 551 615 zrna psenice. Kako su kraljeve sluge dosle
do toga broja? Odgovor cemo lako pronaci kada se upoznamo s geometrijskim ni-
zom.

Definicija 2.2. Niz je geometrijski ako je kvocijent bilo kojeg clana (osim prvog)
i ¢lana koji mu direktno prethodi stalan i iznosi q, odnosno vrijedi

n+1 _ An42
T = S =y, ne€N; (5)
an An+1

iz prethodnog dobivamo i

Ayl =an-q, n€N. (6)
Broj q naziva se kvocijent geometrijskog niza.
Iz () odmabh slijedi da je

An1l = /On - Any2, nelN
$to potvrduje da je svaki ¢lan geometrijskog niza (osim prvog), geometrij-

ska sredina njemu susjednih ¢lanova.
Formulu za opd¢i ¢lan geometrijskog niza mozemo naslutiti iz jednakosti
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(), uvrstavajuci redom prirodne brojeve n € IN:

0

ap=4a -q,
_ 1
az_al-q/

ﬂ3=ﬂ2'q=ﬂl'4'q:“1'q2f

2 3
ag =az-q=ay-q -9=4a-9,

Dakle, na sli¢an nacin kao $to smo to napravili u Teoremu[2.1|zaklju¢ujemo:
Teorem 2.3. Opcéi clan geometrijskog niza s proim clanom ay i kvocijentom q dan
jes

ay=ay-q""}, neN. (7)
Pokusajte dokazati prethodni teorem metodom matematicke indukcije, za
vjezbu!
Na primjeru aritmetickog niza objasnili smo primjer interpolacije. Interpo-
lirati moZzemo takoder i geometrijski niz kao Sto ¢emo se i uvjeriti u nas-
tavku.

Primjer 2.5 (Interpolacija geometrijskog niza). Umetnite tri clana izmedu
11256 tako da tih pet brojeva cini geometrijski niz.

Rjesenje. Ocito je da trebamo odrediti tri ¢lana a, a3, a4 u geometrijskom
nizu
ay =1, ap, a3, ay, as = 256.

Iz formule za opéi ¢lan niza slijedi a5 = a; - q*, odnosno 256 = 1 - * iz Cega
zaklju¢ujemo da je kvocijent g = 4. Sada su traZeni ¢lanovi niza
ap=a1-q=1-4=4
— 2 _ 2 _
a3 =a;-q-=1-4°=16
ag=ay-¢ =1-4=64.
<

Kako bismo mogli odgovoriti na pitanje o broju zrna p$enice na Sahov-
skoj plo¢i, potreban nam je i zbroj prvih nekoliko ¢lanova geometrijskog
niza.

Teorem 2.4 (Zbroj prvih n ¢lanova geometrijskog niza). Zbrojprvihn cla-
nova geometrijskog niza, s kvocijentom q # 1 dan je formulom

q"—1
qg—1

, (8)

Sn=m
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dok je za q = 1 ocito
S, =n-ai. 9)

Dokaz. Iskoristimo li formulu za op¢i ¢lan geometrijskog niza, zaklju-
¢ujemo

Spy=a1+ay+---+ay
=a+mq+aq +- - +arg" !
te ukoliko pomnoZimo prethodnu jednakost s kvocijentom g slijedi
9Sn = mq+ m1* +mq’ + -+ arq" .
Oduzimanjem prethodnih jednakosti dobivamo
Sn—qSn = m —mq",

odnosno, uz pretpostavku da je g # 1 dobivamo formulu (). Akojeg =1
tada je ocito

Sp=a1+ar+--+a,=a1+a+a+---+ag=n-aq,
§to je upravo jednako formuli (9)). O
Sada smo spremni rije$iti motivacijski primjer.

Primjer 2.6 (Zrna pSenice na Sahovskoj ploci i geometrijski niz, rjeSenje).
U ovom se primjeru radi o geometrijskom nizu s prvim ¢lanom a1 = 1 i kvocijen-
tom q = 2. Na prvom polju se nalazi 1 zrno, na drugom 2 zrna, na trecem 4 i tako
dalje, dok se na posljednjem mjestu sahovske ploce nalazi cak agy = ay - q® =
263 = 9223372036 854 775 808 zrna psenice. Ukupan broj zrna na svim poljima
je

64 _ 1

2
Sea =1-

51 = 18446744 073709551 615.

3 Zanimljivi primjeri vezani uz opisane nizove

Primjer 3.1. Dunja i Luka planiraju upisati Fakultet primijenjene matematike i
informatike u Osijeku (MATHOS) te su se prikljucili organiziranom posjetu gdje
su saznali vise o MATHOSu i posludali zanimljiva predavanja. Jedno od predava-
nja bilo je vezano uz Buffonov pokus (vidi [[10]) te su ucenici dobili mali drveni
Stapic¢ (koji je oponasao ulogu sibice ili igle u originalnom pokusu) kako bi sami
proveli pokus. Kada su izaslis MATHOSa, Luka je od svih ostalih ucenika posudio
Stapice i poceo ih slagati u nizove kvadrata kao na slici[2}
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Slika 2.

Dunja se pitala koliko ée mu stapica trebati da sloZi 12 kvadrata u jednom nizu
te moZe li neki niz kvadrata sloZiti od tocno 150 stapiéa?

Rjesenje. Sa slike 2| vidimo da je prvi kvadrat sloZen od cetiri Stapica, dva
su kvadrata sloZena od sedam Stapica, za tri kvadrata Luki je bilo potrebno
deset Stapica te moZemo uoditi da za svaki iduéi treba dodati to¢no po tri
Stapica, odnosno dobivene brojeve moZemo zapisati u niz

4,7,10, 13,16, 19, ...

Dakle, kako bi Dunja dobila odgovor na svoje prvo pitanje, mogla bi s Lu-
kom slagati i brojati Stapice u svakom sljede¢em koraku, dok ne dodu do
12 kvadrata u jednome nizu, ili mogu uociti da je prethodni niz aritmeticki
sap =4,d=7—4=3teje

a12:4+11-3:37,

odnosno, potrebno je 37 Stapi¢a za 12 kvadrata u nizu. Odgovor na drugo
pitanje daje formula za op¢i ¢lan aritmetickog niza (provjerite!) dok s
druge strane odmah moZemo zakljuciti da broj 150 — 4 = 146 nije djeljiv s
3, §to znaci da od to¢no 150 stapica ne moZzemo sloZiti niz kvadrata. |

Primjer 3.2. Proljece je i u dvoristu skole se planira izdvojiti veci dio zemljista
kako bi se zasadio vrt. Domar je zamislio taj dio zemljista napraviti u obliku trapeza
Cija bi dulja stranica trebala zapoceti redom od 97 cigli, koje je ve¢ poslagao i na
taj nacin potrosio sve cigle koje je imao u skladistu. Svaki red mora se smanjiti za
jednu ciglu na svakom kraju, a gradnja bi se trebala zaustaviti na 25. redu. Domar
se pita koliko cigli treba kupiti, a za pomo¢ se obratio nastavnici matematike koja je
zatim problem postavila svojim ucenicima.

Rjesenje. Dulja stranica trapezoidnog vrta sastoji se od 97 cigli, svaki slje-
dedi red se treba smanjiti za po jednu ciglu sa svakog kraja, dok se kons-
trukcija mora zaustaviti kada dode do 25. reda. ZapiSemo li broj cigli u
svakom redu kao niz

97,95, 93, ...
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moZemo uociti da se radi o aritmetickom nizu s prvim ¢lanom a; = 97 i
diferencijom d = —2 te treba izratunati S, za n = 25. Prema formuli (@) je

2
Sys = 75 (2-97424-(—2)) = 1825.

Dakle, domaru treba 1825 cigli, a kako je 97 cigli ve¢ poslagao, on mora
kupiti jos 1825 — 97 = 1728 cigli. <

Primjer 3.3. Na satu Biologije ucenici su ucili o bakterijama -jednostanicnim or-
ganizmima, nevidljivim ljudskom oku koje je moguce vidjeti samo elektronskim ili
svjetlosnim mikroskopom. Dok su neke bakterije koje se nalaze u covjekovom tijelu
korisne i nuzne za normalno funkcioniranje, neke mogu izazvati i razne bolesti. U
povoljnim se uvjetima bakterije razvijaju vrlo brzo. Na primjer, jedna se od poz-
natijih bakterija Escherichia coli u optimalnim uvjetima dijeli svakih 20 minuta.
Nastavnica biologije je iskoristila prethodno steceno znanje ucenika da im postavi
pitanje: koliko Ce se takvih bakterija u optimalnim uvjetima razviti od jedne bakte-
rije nakon 6 sati?

Rjeenje. S obzirom na to da se bakterija dijeli svakih 20 minuta, od jedne
bakterije imamo dvije za 20 minuta, 4 za 40 minuta, 8 za 60 minuta itd.
Dakle, radi se o geometrijskom nizu 1, 2, 4, 8... kojemu je ocito prvi ¢lan
a; = 1ikvocijent g = 2. Treba pronaéi broj bakterija koje ¢emo imati za
6 sati. Kako je 1 sat jednak 60 minuta, za 6 sati proci ¢e 6 x 60 = 360 mi-
nuta. Bakterije se razmnozavaju svakih 20 minuta te ¢e broj razmnoZzavanja
bakterija u 6 sati biti 360/20 = 18; preciznije, za 6 sati ¢e se bakterija udvos-
truciti 18 puta (prvi put kada se udvostruci dobivamo a, = 2, drugi put
dobivamo a3 = 4 itd.) Sto znaci da treba odrediti 19. ¢lan danog niza:

a9 = ay - '8 = 262144,

odnosno za 6 sati éemo od jedne, polazne, bakterije imati ¢ak 262 144 bak-
terija. <

Primjer 3.4. Dunjina je obitelj odlucila stedjeti u banci koja nudi 3.5% godisnju
kamatu. Dogovorili su se da ¢e na poCetku svake godine na racun stavljati 533
eura i da ustedevinu nece podizati. Koliko Ce iznositi njihova ustedevina nakon 10
godina? MozZe li Dunja to izracunati uz pomo¢ znanja koje je usvojila pri obradi
geometrijskog niza?

Rjesenje. Promatramo situaciju u kojoj se isti iznos S = 533 eura uplacuje

na pocetku svake godine i oro¢ava na vrijeme od n = 10 godina pri ¢emu
godisnji interes p% iznosi 3.5%. Svota uplac¢ena na pocetku prve godine
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donijet ¢e, zajedno s kamatama i kamatama na kamate iznos od S - 1", gdje
jer =1+ b5 kamatni faktor (vidi [4) str. 106]). Nadalje, svota upladena na
pocetku druge godine donijet ¢eiznos od S - ¥~ itd. dok e svota uplacena
na pocetku posljednje godine vrijediti na kraju S - ; u tom trenutku ukupna
svota iznosi

"—1
Su=Sr"+8" o Sr=Sr(1+r+rP ) = Srrr—l :
(10)
Dakle, ustedevina obitelji iz naseg primjera iznosi
1.035'0 —1
S10 =533-1.035 - qo0%B-1 = 6471.68,

odnosno 6 471.68 eura. Dunja je lako mogla primijeniti formulu (10, jer je
ona dobivena uz pomo¢ formule za zbroj geometrijskog niza (§)). <

Napomena 3.1. Prethodni se zadatak u vrlo slicnom obliku nalazi u Kurikulumu
nastavnih predmeta Matematika za osnovne Skole i gimnazije i Matematika za
srednje strukovne skole na razini 4.2. i to u preporukama za ostvarivanje odgojno—
obrazovnih ishoda, a vezan je uz sloZeni kamatni racun, pri Cemu se primjenjuje
geometrijski niz (vidi [[13] str. 146]).

Primjer 3.5. Nastavnica matematike je na kraju obrade ovih specijalnih nizova ci-
jelom razredu zadala zadatak da osmisle primjer koji povezuje aritmeticki i geome-
trijski niz, pri cemu su trebali raditi u paru na nacin da svaki od ucenika osmisli
zadatak te ga da svom paru na rjesavanje kako bi se uvjeriti u korektnost zadatka
i njegovog rjesenja. Dunja je sljedeCi zadatak postavila Luki: Tri broja ¢iji je zbroj
124 imaju svojstvo da su proa tri clana geometrijskog niza i istovremeno prvi, je-
danaesti i trinaesti clan aritmetickog niza. Koliko iznosi umnoZak tih brojeva?

Rjesenje. Luka je na papir najprije zapisao: a1, a2, a3 su ¢lanovi geometrij-
skog niza, a by, b1, by3 su ¢lanovi aritmeti¢kog niza, dok pri tome vrijedi

a) = bl (11)
ap =by1, . a1g =by+10d (12)
az = by, tj. a1q2 =b +12d. (13)
Oduzimanjem jednakosti i te zatim i dobivamo
a1q(q —1) = 2d

a1(g —1) =104,
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odakle o¢ito slijedi % = 10d, odnosno g = %, uz pretpostavku da niz nije
stacionaran, tj. dajed # 0. Iz uvjeta zadatka takoder vrijedi

a +a1q+a1q2 = by + by +10d + by +12d = 124,

a1(1+q+4¢%) = 3by +22d = 124.

Uvrstavanjem vrijednosti g = %, iz prethodne jednakosti slijedi vrijednost
prvog ¢lana niza a; = 100. Nadalje, tada je

1
azzal‘q:100-5:20

1
2
= . g 1 - —_— = 4‘
a3 =aj-q 00 5
TraZeni umnozak iznosi
ay - ap - az = 8000. <

Primjer 3.6. Kada je nastavnica ¢ula zanimljive primjere koje su ucenici osmislili,
zamolila je Dunju da napravi plakat formata A3 na kojemu ce zapisati nekoliko
primjera. Takoder, zamolila je Martu da napravi nekoliko kartica formata A7, s
pojedinacno zapisanim primjerima. Dunja i Marta znaju da osnovni format papira
nosi oznaku A uz koju se stavljaju brojevi0, 1, 2,... Pritome, pocetni format A0 ima
dimenzije 841mm x1189mm i povrsina mu iznosi 999 949 mm, odnosno priblizno
1 m?; sljedeci format A1 dobije se tako da se dulja stranica formata A0 prepolovi,
format A2 dobije se tako da se dulja stranica formata A1 prepolovi i tako dalje
s ostalim formatima. Koliko onda iznose dimenzije formata A3 i A7? Imaju li
navedene povrsine veze s geometrijskim nizom?

Rjeenje. Primijetimo, s obzirom na to da se povrs$ina svakog sljedeceg for-
mata dobije tako da se povrsina prethodnog formata podijeli s 2 (jer samo

jednu, tj. dulju stranicu dijelimo s 2), da je P4, = Pa, - (%) n, odnosno po-

3
vréina plakata formata A3 iznosit e Py, - (%) = 124994 mm?, a povrsina

7
formata A7 jednaka je Py, - (%) = 7812.1 mm?. Mozemo primijetiti da

vrijednosti povrsina plakata, redom, ¢ine geometrijski niz s prvim ¢lanom

Py, i kvocijentom g = 3. <
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