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Slaba rjeSenja parcijalnih diferencijalnih
jednadZzbi

Kresimir Burazin; Maja Damjanovi¢?

Sazetak

U ovom radu razmatramo pojam slabog rjeSenja za elipticku par-
cijalnu diferencijalnu jednadZbu koja modelira razne fenomene u pri-
rodi, poput stacionarnog provodenja topline ili struje, te ravnoteZe na-
pete membrane. Prvo diskutiramo potrebu za uvodenjem poopéenog
pojma rjeenja, a zatim uvodimo pojam slabe derivacije i Soboljevlje-
vih prostora koji omogucéavaju rigorozno uvodenje pojma slabog rjese-
nja. KoriStenjem Lax-Milgramovog teorema pokazujemo postojanje i
jedinstvenost slabog rjeSenja te ekvivalentnost varijacijske formulacije
s minimizacijom funkcionala energije.
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KreSiMIR Burazin, Maja Damjanovié

Weak solutions of partial differential
equations

Abstract

In this paper, we consider the concept of a weak solution for an el-
liptic partial differential equation that models various phenomena in
nature, such as steady-state heat conduction, and the equilibrium of
elastic membranes. First, we discuss the need for introducing a gene-
ralized concept of a solution, and then introduce the concept of weak
derivatives and Sobolev spaces, which allow for the rigorous definition
of a weak solution. Using the Lax-Milgram theorem, we demonstrate
the existence and uniqueness of the weak solution, as well as the equ-
ivalence of the variational formulation with the minimization of the
energy functional.

Keywords: weak derivative, weak solution, boundary value problem, Sobolev
spaces, variational equation, energy functional

1 Uvod

Mnogi fizikalni problemi kao i problemi u drugim podrucjima znanosti
modeliraju se (pocetno-)rubnim ili pocetnim zada¢ama koje ukljuc¢uju par-
cijalne diferencijalne jednadzbe. Ove jednadzbe opisuju promjene i pona-
Sanje fizikalnih veli¢ina u podrudjima kao 3to su mehanika kontinuuma,
termodinamika, elektromagnetizam i matematicka fizika opcenito. U ovom
radu koncentrirat ¢emo se na rubne zadace koje modeliraju procese koje se
ne mijenjaju u vremenu (niZe je konkretan primjer). Takve probleme mo-
Zemo opdenito zapisati kao:

pronadi u : () — R tako da vrijedi
Du=f,uQ (1)
uz rubne uvjete na d(),

pri éemu je QO C R? domena problema, D diferencijalni operator koji dje-
luje na nepoznatu funkciju , a f nekakav vanjski utjecaj.

Zeljeli bismo da rjeSenje takve rubne zadaée bude dovoljno glatko, tj. di-
ferencijabilno onoliko puta koliko zahtijeva red diferencijalnog operatora
D. Ako je red diferencijalnog operatora jednak n, onda bismo klasicnim ili
jakim rjesenjem zadace (1)) nazvali funkciju u € C"(Q)) koja zadovoljava jed-
nadzbu Du(x) = f(x) za svaki x € Q)i zadovoljava pripadne rubne uvjete.
Medutim, u mnogim slucajevima klasi¢na rjeSenja ne postoje ili ih je vrlo
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teSko pronaci. To moZe, primjerice, biti posljedica nedovoljne glatkoce ko-
eficijenata operatora D i/ili desne strane f. Takoder, rjeSenja jednadzbe
mogu biti "nespojiva" s danim rubnim uvjetima. Stoga je nuzno pro8iriti
pojam rjeSenja, uvodeci takozvana slaba rjesenja. U ovom radu ¢emo ilustri-
rati kako se to moZe napraviti na primjeru elipticke parcijalne diferencijalne
jednadZzbe koja opisuje razne fenomene u fizici.

U drugom poglavlju éemo uvesti tu jednadZbu te na razini intuicije ilus-
trirati kako bi se mogao uvesti pojam slabog rjeSenja i to kroz varijacij-
ski princip i minimizaciju funkcionala energije. U tre¢em poglavlju ¢emo
uvesti formalni matematicki aparat slabih derivacija i Soboljevljevih pros-
tora koji omogucuje da u cetvrtom poglavlju matematicki precizno uve-
demo pojam slabog rjeSenja te koristenjem Lax-Milgramovog teorema do-
kazemo njegovo postojanje i jedinstvenost. U petom poglavlju ¢emo doka-
zati ekvivalentnost varijacijske formulacije polazne zadace kojom je uveden
pojam slabog rje$enja s minimizacijom funkcionala energije, te zavrsiti rad
s kratkim zaklju¢kom.

2 Glatka (klasi¢na) rjeSenja nisu dovoljna

Promotrimo konkretan primjer rubne zadace
—div (A(x)Vu(x)) = f(x), xe€Q @)
u(x) =0 xe€dQ,

koja modelira Sirok spektar fizikalnih pojava, uklju¢ujuéi ravnotezne dis-
tribucije temperature, elektri¢ni potencijal u elektrostatici te ponasanje elas-
tiénih membrana pod optereenjem. U matematickom smislu, ona pred-
stavlja elipticku parcijalnu diferencijalnu jednadZbu koja opisuje stanje sus-
tava u stacionarnom rezimu [[3]]. Primjerice, u kontekstu elasticne mem-
brane [12, 4], Q C R? predstavlja polozaj tanke napete membrane bez dje-
lovanja vanjskih sila, f : (3 — IR gusto¢u vanjske poprecne povrsinske sile,
a matri¢na funkcija A : Q — M (R) (opcenito anizotropna i heterogena)
svojstva materijala od kojeg je membrana izradena. Kada na membranu
djeluje sila ona mijenja svoj oblik, odnosno deformira se i tada tocka x € ()
deformacijom prelazi u tocku P(x) = (x, u(x)), pri ¢emu s u oznatavamo
progib membrane i on je nepoznanica u gornjoj rubnoj zadaci. Oznake div
i V stoje za operatore divergencije i gradijenta funkcije, a rubnim uvjetom
u (2)) smo rekli da je membrana u¢vriéena na rubu domene.

Kao sto je veé re¢eno u uvodnom dijelu, ako su koeficijenti A nedovoljno
glatki (npr. ako imaju prekide - situacija kada je membrana sastavljena od
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vise razli¢itih materijala), onda gornja rubna zadaca ne mora imati rjeSe-
nje. Stovige, upitan je smisao same jednadzbe ako A nije diferencijabilna
(uo¢imo da operator div djeluje i na A). Stoga bismo Zeljeli poopé¢iti po-
jam rjeSenja uvodenjem pojma slabog rjeSenja, koji bi imao smisla i u tim
opcenitijim situacijama. Naravno, Zeljeli bismo da se u slu¢aju kada su sve
funkcije dovoljno glatke pojmovi slabog i klasi¢nog rjeSenja podudaraju.

U ostatku rada pretpostavljamo da je QO C R? otvoren i ograni¢en skup
s Lipschitzovim rubom, iako neki rezultati koje éemo prikazati vrijede i uz
slabije pretpostavke. Ako pretpostavimo da su A i f dovoljno glatke, te da
je u klasi¢no rjesenje te zadace, mnoZenjem s proizvoljnom fest funkcijom
¢ € C2(Q), gdje C°(Q) oznacava skup svih beskona¢no diferencijabilnih
funkcija s kompaktnim nosacem, i integriranjem po (2 dobivamo

/Q—diV(AVu)(pdxz/qu’dx- )

Koristeci formulu parcijalne integracije, odnosno Green-Gaussov teorem
o divergenciji [13]], koji kaZe da za glatko vektorsko polje v vrijedi:

di d:—/ Ved / “ndS,
/Q 1V @ax Qv ¢ ax + aQ(pv n
uz odabir v = AVu, dobivamo
div(AV d:—/AV~Vd /Av.ds,
/Q iv(AVu)gdx L AVu- Ve X+ L PAVLEn

gdjeje n = (nq,ny,...,ny) jedini¢na vanjska normala na 0Q). Bududéi da ¢
ima kompaktan nosa¢, tj. ¢ = 0 na d(), slijedi da zadnji integral u gornjem
izrazu i$¢ezava, $to u kombinaciji s daje varijacijsku jednadzbu

/QAVu-V(pdx:/Qfgodx, Vg € C2(Q).

Uocimo da ovaj izraz ne zahtijeva postojanje klasi¢nih parcijalnih deri-
vacija drugog reda za u, ve¢ samo da u i Vu budu dovoljno regularni da
integrali imaju smisla. Isto vrijedi za A i f. Stoga bismo slabo rjeSenje mo-
gli pokusati definirati kao funkciju u koja zadovoljava gornju jednakost za
svaku test funkciju. Ipak, imajmo na umu da bismo Zeljeli da je svako slabo
rjeSenje, a koje je dovoljno glatko, ujedno i klasi¢no. Stoga bismo trebali
precizirati kakva je to¢no funkcija u, a pokazat ¢e se potrebnim poopéiti i
pojam gradijenta.

Prije nego se time pozabavimo u iduéem poglavlju, promotrimo i jedan
drugaciji pristup, koji proizlazi iz koriStenja fizikalnog principa minimiza-
cije energije. Prema njemu ¢e sustav poprimiti stacionarnu konfiguraciju
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koja minimizira ukupnu potencijalnu energiju. Ukupna potencijalna ener-
gija sustava dana je izrazom

E(u):= %/QAVu-Vudx—/qudx, (4)

gdje prvi ¢lan predstavlja elasticnu energiju deformacije, a drugi rad vanj-
skesile f. Stoga bi ravnotezni progib trebala biti funkcija # koja minimizira
funkcional E. Uo¢imo da ovaj funkcional ima smisla i ako A ima prekide,
§to nije slucaj s jednadzbom u ([2). Pitanje je po kojem se skupu funkcija E
treba minimizirati. Ako bismo i dalje Zeljeli da je u glatka funkcija (C?(Q2)
ili barem C!(Q)) onda bismo trebali raditi minimizaciju po tim prostorima
funkcija (naravno, uz zadovoljen rubni uvjet). Medutim, moZe se pokazati
da funkcional E, iako omeden odozdo, na takvim skupovima nece popri-
mati svoj infimum, tj. minimum ne postoji.

Opcéenito u optimizacijskim problemima (minimizacija/maksimizacija
neke funkcije) nepostojanje rjeSenja (minimuma/maksimuma) je uobica-
jena pojava kojoj se moze doskociti relaksacijom polazne optimizacijske zadace.
Ugrubo, ideja je prosiriti funkcional E na ve¢u domenu na kojoj E ima mini-
mum koji je jednak infimumu na originalnoj domeni, i pronaci adekvatnu
topologiju na prosirenoj domeni uz koju je funkcional E neprekinut, a origi-
nalni minimizirajuéi nizovi glatkih funkcija konvergiraju. To bi povla¢ilo da
je limes minimizirajuéeg niza klasi¢nih rjeSenja ujedno i to¢ka minimuma
prosirenog funkcionala E. U terminima funkcionalne analize potrebno je
pronadi adekvatno upotpunjenje originalnog prostora klasi¢nih rjeSenja u
odgovarajucoj topologiji.

Ovakva situacija vodi nas na razmiSljanje o novim prostorima funkcija
u kojima bismo mogli traZiti rjeSenja pripadajucih problema. Ako pogle-
damo prvi sumand u (@) i uzmemo najjednostavniju situaciju kada je A
jedini¢na matrica (slucaj izotropnog materijala), prirodno se namece zah-
tjev da je Vu kvadratno integrabilna funkcija. Osim toga, pokazalo se da
se dodatno mora prosiriti i pojam parcijalnih derivacija jer klasican pojam
derivacije nije dovoljan.

Gore navedeni problemi bili su vruce teme koje su zaokupirale dobar dio
matematicke zajednice u prvoj polovici 20. stolje¢a. Konkretno, sredinom
1930-ih godina ruski matematicar Sergej SoboljeVF_-I uveo je nove funkcijske
prostore koji su bili klju¢ni u razvoju teorije parcijalnih diferencijalnih jed-
nadZzbi.

ISergej Soboljev (1908. - 1989.), ruski matemati¢ar, bavio se proutavanjem parcijalnih di-
ferencijalnih jednadzbi, dinamikom elasti¢nih tijela, jedan od utemeljitelja teorije distri-
bucija, uveo je pojam slabe derivacije te razvio nove funkcijske prostore - Soboljevljeve
prostore
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Do ideje novih prostora dosao je proucavajuéi hiperbolicke jednadzbe
i razvijaju¢i metodu za rjeSavanje Cauchyjeve zadace za hiperbolicke jed-
nadzbe. Njegova temeljna motivacija bila je pronaéi prostor funkcija do-
voljno velik da sadrzi klasi¢na rjeSenja promatrane zadace, ali istovremeno
dovoljno dobro strukturiran da omogucava primjenu alata funkcionalne
analize. To je postigao uvodenjem pojma slabe derivacije (vise o tome u
idu¢em poglavlju) i prostora koje danas nazivamo Soboljevljevi prostori.
Iako su matematicari ranije koristili slicne metode u implicitnom obliku,
Soboljev je prvi koji ih je rigorozno formalizirao.

Gotovo istodobno, francuski matematicar Laurent SchwartzE] progirio je
ovaj koncept razvijajudi teoriju distribucija. lako u pocetku nije bio svjestan
Soboljevljevog rada, Schwartz je ubrzo prepoznao njegovu vaznost. Teorija
distribucija omoguéila je preciznije definiranje pojma slabe derivacije, sto je
bilo kljuéno za daljnji razvoj analize parcijalnih diferencijalnih jednadZzbi.

Godine 1950. Schwartz je objavio knjigu "Théorie des distributions" u
kojoj je detaljno izloZio svoju teoriju, dok je iste godine Soboljev u Lenjin-
gradu objavio knjigu "Applications of Functional Analysis in Mathemati-
cal Physics", u kojoj su rigorozno uvedeni Soboljevljevi prostori. Ova dva
matematicara, iako radeéi neovisno, postavili su temelje moderne analize
parcijalnih diferencijalnih jednadzbi i funkcionalne analize.

Njihov rad omogucio je primjenu funkcionalno-analitickih metoda na
parcijalne diferencijalne jednadZzbe, to je dovelo do razvoja mo¢nih alata
poput metode Galerkina, varijacijskih formulacija i teorije eliptickih opera-
tora. Vise o povijesti razvoja ovih tema mozZe se procitati u [|5} 6]].

3 Slaba derivacija i Soboljevljevi prostori

U ovom poglavlju uvest ¢emo pojam slabe derivacije. Pretpostavljamo da
je Citatelj upoznat s osnovnim svojstvima Lebesgueovih L prostora (za os-
novne informacije vidi npr. [[I}3]]). Oznacimo s Lllo (Q) skup svih (klasa
ekvivalencije) lokalno integrabilnih funkcija, tj.
L. (Q)={f: Q= R: flx € LY(K),VK C Q kompaktan}.

Prisjetimo se da za dvije funkcije u € C1(Q), ¢ € CX(Q) vrijedi Gauss-
Greenova formula (#; je i-ta komponenta jedini¢ne vanjske normale na
20):

/Quaﬂpdx—l—/aaiugodx:/Qa,-(u(p)dx:/aQu(pnidS.

2Laurent Schwartz (1915. — 2002.), francuski matematicar, razvio teoriju distribucija, bavio
se funkcionalnom analizom i parcijalnim diferencijalnim jednadzbama
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Kao posljedica toga $to ¢ poprima vrijednost nula na 92 zadnji integral
iS¢ezava, odnosno vrijedi

/Qual-godx: —/Qaiugodx. (5)

Recimo da Zelimo prosiriti pojam derivacije uvodenjem pojma slabe deri-
vacije. Rije¢ prosiriti ukazuje na dvije stvari: Zelimo da pojam slabe deriva-
cije bude definiran za veéu klasu funkcija nego klasicna derivacija, te Zelimo
da se za funkcije koje su dovoljno dobre (imaju klasi¢nu derivaciju ili su
eventualno klase C!) pojmovi klasi¢ne i slabe derivacije podudaraju. Ima-
judi to u vidu, upravo gornja formula parcijalne integracije (5)) nam moZze
pomodi za definiciju pojma slabe derivacije.

Definicija 3.1. Neka su u,v € L}, (Q)tei € {1,...,d}. KaZemo da je v slaba

parcijalna derivacija funkcije u po i-toj varijabli, ako vrijedi

/Quaiq)dx = —/qu)dx, Vo € C°(Q).

Napomena 3.1. Ako postoji slaba derivacija funkcije u, onda je ona jedinstvena

u smislu da ako postoje dvije funkcije v, v, € Lllo (Q) koje zadovoljavaju uvjet

/Quaigodx:—/()vlgodx:—/ﬂvz(;)dx, Vo € C°(Q),

tada mora vrijediti vy = v skoro svuda u Q).
Zaista, iz gornjeg izraza slijedi da za svaku test funkciju ¢ € CX(QY) vrijedi:

/0(01 —v)pdx =0,

pa iz standardnog rezultata funkcionalne analize slijedi da mora biti v1 — vy = 0
skoro svuda u Q, tj. v1 = vy skoro svuda u Q).

Napomena 3.2. Iz formule parcijalne integracije (b)) i same definicije slabe deri-
vacije slijedi da se za funkciju u € C'(Q) i proizvoljan i € {1,...,d} pojmovi
klasicne parcijalne derivacije d;u i slabe parcijalne derivacije funkcije u po i-toj va-
rijabli podudaraju. Stoga éemo ubuduce i za slabu derivaciju koristiti oznaku o;u.

Definiranjem slabe derivacije otvara se put ka preciznoj definiciji Sobo-

ljevljevih prostora te teorijskim alatima koji omogucuju rigorozno prouca-
vanje parcijalnih diferencijalnih jednadZzbi u ovim prostorima.
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Definicija 3.2. Soboljevljev prostor H'(Q) definira se kao skup svih funkcija u €
L2(Q) cije su slabe parcijalne derivacije d;u takoder u L*>(Q) za svei =1,...,d.
Preciznije,

HY(Q)={uc*(Q)|oucl*Q),i=1,...,d}.

Moze se pokazati da je da je H'(Q) Banachov prostor uz normu danu s

d 2
lullingay = <||u||izm) Y ||aiu||i2(m> .
i=1

1

Definicija 3.3. Prostor H} (QY) definira se kao zatvara¢ skupa C° (CY) beskonacno
glatkih funkcija s kompaktnim nosacem u normi H'(QQ).

Prema definiciji, funkcije u H} (Q)) su one funkcije iz H!(Q) koje se mogu
aproksimirati glatkim funkcijama s kompaktnim nosa¢em unutar Q2. U tom
smislu moZzemo re¢i da su to funkcije iz H' (Q)) koje is¢ezavaju na 9Q) (ba-
rem u nekom poopcenom smislu). Kao zatvara¢ skupa u Banachovom pros-
toru, Hé (Q)) je i sam Banachov prostor, te vrijedi Poincaréova nejednakost:

(3¢ >0) (Vu € HY(Q))  ullizq) < CIVull2omey  (6)

Za dokaze svojstava Soboljevljevih prostora pogledati npr. [[I].

4 Slabo rjeSenje te njegovo postojanje i
jedinstvenost

Razmotrimo kako se uvedeni pojam slabe derivacije i Soboljevljevih pros-
tora mogu iskoristiti za poopéenje pojma rjeSenja rubne zadace

{—diV(A(x)Vu(x)) = f(x), x€Q,
u(x) =0, xe€oQ.

U nastavku pretpostavljamo daje f € L2(Q)), A € L®(Q; My(R)) te da
vrijedi uvjet elipticnosti:

(3a > 0) (v(: € ]Rd) AX)E-E>ald]?, s.sxeQ. (7)

Prisjetimo se da smo u drugom poglavlju pokazali, uz pretpostavku da su
Ai f dovoljno glatke, da svako klasi¢no rjeSenje 1 zadovoljava varijacijsku
jednadzbu

/QAVu-V<pdx:/Qf(pdx, Vg € C2(Q).
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Ovaj izraz ne zahtijeva postojanje klasi¢nih parcijalnih derivacija drugog
reda za u, ve¢ samo da je u € H}(Q), te da vrijede gornje pretpostavke na
A i f (nije potrebna ni njihova glatkoca u klasi¢nom smislu), §to motivira
sljede¢u definiciju slabog rjeSenja.

Definicija 4.1. KaZemo da je funkcija u € H}(Q) slabo rjeSenje rubne zadace

—div(A(x)Vu(x)) = f(x), x€Q, (8)
u(x) =0, xe€9Q,
ako vrijedi varijacijska jednadzba
/QAVu Vgdx = /Qf(pdx, Vo € HY(Q). 9)

Napomena 4.1. Zbog gustoce C°(Q) u H} (Q) u gornjoj definiciji slabog rjese-
nja je dovoljno traziti da (9)) vrijedi za svaki ¢ € C°(Q2).

Ve¢ smo pokazali da je svako klasi¢no rjeSenje ujedno i slabo, a idudéi te-
orem govori da vrijedi i obrnuto uz pretpostavku dovoljne glatkoée slabog
rjeSenja.

Teorem 4.1. Uz gornje pretpostavke na A i f, neka je dodatno A klase C'. Ako
je u € HY(Q) slabo rjesenje problema (©)) i ako dodatno vrijedi u € C*(QY), tada
u zadovoljava rubnu zadaéu (8) u klasicnom smislu.

Dokaz. Bududi da u zadovoljava varijacijsku jednadzbu

/QAVu-Vgodx:/(.)f(pdx, Vo € CZ(Q),

teje klase C2(Q)), moZemo provesti parcijalnu integraciju u obrnutom smjeru,
Sto daje:

—/Qdiv(AVu)(pdx:/qu)dx.

Buduci da ovaj izraz vrijedi za svaki ¢ € CZ°(Q), slijedi kao i prije da vrijedi
identitet funkcija:

—div(AVu) = fuQ.
Kako je rubni uvjet zadovoljen zbog pretpostavke u € C>(Q) N H}(Q),
slijedi da je u klasi¢no rjeSenje. O

Za dokaz postojanja i jedinstvenosti slabog rjeSenja koristit ¢emo klasi-
¢an rezultat iz funkcionalne analize poznat kao Lax-Milgramov teorem.
Ovaj teorem osigurava postojanje i jedinstvenost rjeSenja za odredene ti-
pove operatornih jednadZzbi u Hilbertovim prostorima.

97



KreSiMIR Burazin, Maja Damjanovié

Teorem 4.2 (Lax-Milgramov teorem). Neka je V Hilbertov prostor s pripad-
nom normom || - ||y. Pretpostavimo da je bilinearan funkcional B : V x V — R
koji zadovoljava sljedeca svojstva:

o B je ogranicen, tj. postoji konstanta C > 0 takva da za sve u, v € V vrijedi
[B(u, V)| < CllullvIv]v-
o B jeeliptican, tj. postoji konstanta & > 0 takva da za sve u € V vrijedi
B(u,u) > af|ulfy-

Nadalje, neka je L : V — IR linearan funkcional koji je ogranicen, tj. postoji
konstanta Cp > 0 takva da za sve v € V vrijedi

LW < Crlivliv-
Tada postoji jedinstveni u € V takav da vrijedi
(Vve V) B(uv)=L(v).

Razmotrimo varijacijsku formulaciju problema membrane ([2)):
/QAVu Vedx = /quodx, Vo € H)(Q).
Ako definiramo bilinearan operator B i linearan funkcional L kako slijedi:

B(u,v) = /QAVwVvdx, Yu,v € H}(Q). (10)

L(v):/ﬂfvdx, o € Hi(Q). (11)

uz odabir V = H}(Q), oigledno je da je za dokaz postojanja i jedinstve-
nosti slabog rjesenja dovoljno pokazati da B i L zadovoljavaju pretpostavke
Lax-Milgramovog teorema.

Teorem 4.3 (Egzistencija i jedinstvenost slabog rjeenja). Nekaje(Q) C RY
otvoren ogranicen skup s Lipschitzovim rubom, te neka je f € L*(Q) i A €
L*(Q; My (R)) zadovoljava uvjet elipticnosti (7). Tada postoji jedinstveni u €
H}(Q) koje zadovoljava varijacijsku jednadzbu

/QAVwVvdx:/vadx, Vo € HA(Q).
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Dokaz. Pokazat ¢emo da B i L dani s ([I0]), odnosno (1I)) zadovoljavaju
uvjete Lax-Milgramovog teorema: njihova (bi)linearnost je o¢igledna, a
bududi da je A ograni¢ena matri¢na funkcija, postoji konstanta C > 0 takva
da skoro svuda na Q) vrijedi

|AVu - Vo| < C|Vul|Vo|.

Integriranjem po () i koristenjem monotonosti integrala te Cauchy-Schwarzove
nejednakosti dobivamo:

|B(u,v)| < C/Q |Vul||Vo|dx
< ClIVullzamra) IVl 2qrey < Cllullgyayllollgy ).

$to pokazuje da je B ogranicen bilinearan funkcional.
Iz uvjeta elipti¢nosti na A slijedi da za sve u € H}(Q) vrijedi

B(u,u) = / AVu-Vudx > DC/ |Vu|? dx
Jo o)
_ b3
= || Vol 2 rey = WHUHH(g(Q)r
gdje je C konstanta iz Poincaréove nejednakosti (6]), pa slijedi da je B elip-

tican.
Kona¢no, iz Cauchy-Schwarzove nejednakost je

L) = [ foax

< Hf”LZ(Q)HvHLZ(Q) < ||fHL2(Q)HvHH3(Q)/

pa zaklju¢ujemo da je L ograni¢en funkcional na H}(Q2).
Bududi da su zadovoljeni svi uvjeti Lax-Milgramovog teorema, slijedi da
postoji jedinstveno rjesenje u € H}(Q) varijacijske jednadzbe. O

5 Ekvivalentnost varijacijske formulacije i
minimizacije funkcionala energije

Povezimo sada pojam slabog rjeSenja s minimizacijom energetskog funkci-
onala.

Teorem 5.1. Neka je O C R? otvoren ogranicen skup s Lipschitzovim rubom i
f € L2(Q), te neka A € L®(Q; My(R)) uz uvjet elipticnosti ([7]) zadovoljava i
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uvjet simetricnosti: A = A" skoro svuda. Akou € H}(Q) minimizira energetski
funkcional

E(v) := %/QAVU-Vvdx—/vadx,
na HY(Q), tada zadovoljava i varijacijsku jednadZbu

/QAVquodx:/qu)dx, Vo € H(Q).

Obratno, ako u € H} (Q) zadovoljava ovu varijacijsku jednadzbu, tada je u mini-
mizator funkcionala E na H}(QY).

Dokaz. Pretpostavimo da u € H}(Q) minimizira funkcional E. To znaéi da
za svaku funkciju v € H}(Q) i svaki € € R vrijedi

E(u+e€v) > E(u).
Ako definiramo pomo¢énu funkciju g : R — R izrazom
g(e):=E(u+ev) = % / (AVu - Vu+2eAVu - Vo + €AV - Vo) dx
Q
7/ (fu+efv) dx
Q
=E(u)+e (/ AVuy. Vvdx—/ fvdx>
(@) (@)
€2
+ —/ AVv-Vodx,
2 Ja
onda je ocigledno da funkcija ¢ ima minimum u & = 0, $to zna¢i da mora
vrijediti
§'(0) =o.
Kako je

() = [ AVu-Vodx— [ fodx+te [ AVo-Vodx,
g'(e) /Q u- Vodx vaereQ v- Vodx

uvrstavanjem ¢ = 0 dobivamo uvijet za stacionarnu tocku funkcije g:
/ AVu-Vovdx = / fodx, Yo e H}(Q),
Jo o)

Sto je upravo varijacijska formulacija, te je time pokazana jedna implikacija.
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Pretpostavimo sada da funkcija u € Hé (Q)) zadovoljava varijacijsku jed-
nadZbu

/AVu-Vvdx:/fvdx, Yo € HY(Q).
Q Q

Ako definiramo funkciju ¢ kao gore, onda iz varijacijske jednadZzbe slijedi
daje ¢’(0) = 0, §to znaci da je 0 stacionarna tocka funkcije g.

1z izraza za drugu derivaciju funkcije g, uvjeta elipti¢nosti na A te Poin-
caréove nejednakosti slijedi da je

¢ (e) :/ AVU~Vvdx2¢x/ |Vo|? dx
Q Q
w
= “||VU||L2(Q;]Rd) z WHUHH(%(Q) >0

pri ¢emu je C konstanta iz Poincaréove nejednakosti (6)), a zadnja nejedna-
kost vrijedi za v # 0.

To znaci da je g strogo konveksna funkcijana R (za v # 0), pa je njezina
stacionarna tocka ujedno i jedinstveni globalni minimum funkcije g. Stoga
je za proizvoljni ¢ € R

E(u) = g(0) < g(¢) = E(u +e0).
Zbog proizvoljnosti v # 0 slijedi da je u to¢ka minimuma od E na H}(Q) i
time je dokaz zavrsen. O

6 Zakljucak

Prikazali smo motivaciju za uvodenje slabih rjeSenja rubnih zadaca za par-
cijalne diferencijalne jednadZzbe. Jednostavno, klasi¢na teorija parcijalnih
diferencijalnih jednadzbi ¢esto nije dovoljna zbog neregularnosti rjeSenja ili
nepostojanja klasi¢nih rjeSenja. Uvodenjem slabih derivacija omogucuje se
formulacija problema u odgovaraju¢im funkcijskim prostorima, poput So-
boljevljevih prostora, ¢ime se prosiruje spektar rjesivih problema koriStenjem
rezultata funkcionalne analize. Ovaj pristup ima klju¢nu ulogu u moder-
noj teoriji parcijalnih diferencijalnih jednadZzbi, kako za teorijske rezultate,
tako i za njihovo numericko rjesavanje.
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