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LASSO Regresija

Nikola Kraljevi¢ ; Igor Velci¢t

Sazetak

U radu je dana usporedba regresijskih modela s penalizacijom, kon-
kretno Ridge i Lasso regresije. Objasnjen je algoritam koordinatnog
spusta koji se koristi za Lasso procjenu parametara. Na simuliranim
podacima demonstrirana su svojstva oba modela te je prikazana pri-
mjena Bootstrap metode za Lasso model.
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LASSO Regression

Abstract

This paper gives a comparison between the Ridge and Lasso regre-
ssion methods. We also explain the coordinate descent algorithm used
for the estimation of the parameters in Lasso regression. The proper-
ties of both models are demonstrated on simulated data, as well as the
application of the Bootstrap method for the Lasso model.
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1 Uvod

Linearna regresija predstavlja snazan statisticki alat s ¢vrstom teorijskom
osnovom, koji omogucuje razumijevanje i kvantificiranje odnosa izmedu
ciljne varijable (v) i skupa regresora (x). Medutim, u praksi se ¢esto su-
sreéemo s korelacijama medu opaZenim varijablama ili u kojima dimenzi-
onalnost podataka znacajno nadmasuje broj opazanja. Kada su temeljne
pretpostavke linearne regresije naruSene, rjeSenje je primjena metoda po-
put Ridge i Lasso regresije.

Ideja koje metode Ridge i Lasso koriste za rjeSavanje ovih problema jest
kompromis izmedu pristranosti i varijance (eng. bias—variance tradeoff ).
Dodavanjem penalizacijskog ¢lana u optimizacijski problem svjesno uvo-
dimo pristranost u procjene, ali time znacajno smanjujemo njihovu vari-
jancu. Ovaj pristup daje interpretabilne modele, osobito u uvjetima visoke
dimenzionalnosti.

Ridge regresija uvodi penalizaciju u obliku L? norme regresijskih koefi-
cijenata, dok Lasso regresija koristi L; normu. Postavlja se pitanje: Zasto
ba3 L! i L? norme?

Odgovor leZi u svojstvima optimizacijskog problema. L! norma pred-
stavlja najmanju normu za koju problem penalizirane procjene parame-
tara ostaje konveksan, sto omogucuje efikasno racunanje rjesenja. S druge
strane, L2 norma ne samo da zadrZzava konveksnost problema, ve¢ omo-
gucava Ridge regresiji linearno rjeSenje u zatvorenoj formi, i time procjena
parametara nije nista drugo nego mnoZenje matrica.

2 Linearna Regresija

2.1 Model i pretpostavke

Linearni regresijski model je statisticki model koji pretpostavlja linearnu
vezu izmedu ciljne (ovisne) varijable i regresora (neovisnih varijabli). Li-
nearna regresija je skup metoda za analizu tog modela, a standardno se
regresijski parametri procjenjuju metodom najmanjih kvadrata. Model li-
nearne regresije je:

Yi = Bo+ Bl xi + ¢,
gdje je:

e Y; ovisna varijabla (regresand, ciljna varijabla, odziv)
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x; € R” neovisne varijable (regresori, ulazne varijable, prediktori)

Bo € R, B € R? parametri (regresijski koeficijenti), oni su nepoznati
koeficijenti koji odreduju linearnu vezu ovisne varijable s neovisnim
varijablama.

¢; oznacava slucajnu greSku: sve utjecaje na ovisnu varijablu Y; koji
nisu objasnjeni neovisnim varijablama modela.

p € N je dimenzija neovisne varijable.

i€{l,...,N}, N € N je broj primjera

Primje¢ujemo da je Y; slucajna varijabla jer sadrZi slu¢ajnu komponentu &;.
Uzorak na temelju kojeg Zelimo procijeniti nepoznate parametre zapisu-
jemo kao:

U = {(yi,xi) s,

gdjeje y; reahzac1]a slucajne varijable Y;. Procjene parametara By i B ozna-
¢avamo sa B i B. Reziduali ; opisuju razliku izmedu opaZene vrijednosti
y;i i procijenjene vrijednosti:

A AT
9i=Ppo+ B xi

& =Yi— Ui (1)
Stoga vrijedi:
= Bo + BTxi + &;.
Pretpostavke modela linearne regresije su:

1. Nezavisnost: Greske ¢; medusobno su nezavisne.

2. Homoskedasti¢nost: Varijanca greSaka je konstantna za sve vrijed-
nosti x;, §j.
Var(g;) = a2, Yie {1,...,N}

3. Normalnost greSaka: Greske ¢; su distribuirane prema normalnoj
distribuciji s odekivanjem 0 i varijancom ¢?, t;.

ei~N(0,0%), Vie{l,...,N}.
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Pod ovim pretpostavkama, klasi¢na teorija linearne regresije predstavlja
snazan alat i Siroko se primjenjuje. Da bismo iskoristili ovaj model u praksi,
moramo procijeniti nepoznate parametre 3¢ i B € IR” modela na osnovi
dostupnih podataka, konkretno opservacija y; € Rix; € IRP.

U sljede¢em poglavlju razmatramo kako se procjena parametara moze
formulirati kao problem maksimiziranja vjerodostojnosti parametara, te
pokazujemo da je takva formulacija problema ekvivalentna metodi najma-
njih kvadrata.

2.2 Procjena parametara

U prijasnjem poglavlju definirali smo reziduale (], koji predstavljaju opa-
Zene greske modela, tj. odstupanja predvidenih vrijednosti iJ; od opazenih
vrijednosti y;. Slika [I]ilustrira razliku izmedu stvarne greske ¢; i rezidu-
ala &;. Pri procjeni parametara cilj nam je pronadi parametre takve da su

reziduali Sto manji. U literaturi se naj¢es¢e samo navodi da se procjena
parametara radi minimiziranjem sume kvadrata reziduala:

Slika 1. Slika prikazuje razliku izmedu reziduala ¢; i greske modela &;
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Ovu metodu je uveo Carl Friedrich Gauss oko 1795. godine. lako ova
metoda intuitivno jasna, postavlja se pitanje, zasto kvadriramo reziduale?
Zasto ne minimiziramo, primjerice, njihove apsolutne vrijednosti? ~ Na-
ravno, kvadriranje vodi do linearne zadace za procjenu parametara, Sto
bitno olaksava racun, ali pitanje je postoji li i neko drugo opravdanje za
kvadriranje pogresaka.

Zanimljivo je spomenuti da je jos 1757. godine Ruder Boskovi¢ predloZio
pristup minimiziranjem sume apsolutnih vrijednosti pogresaka. Njegova
metoda, poznata kao Least Absolute Deviations, temelji se na minimizira-
nju sume apsolutnih vrijednosti reziduala. U nastavku ¢emo predstaviti
formalniji pristup procjeni parametara koji se moZe primijeniti na gotovo
svaki statisticki model, metodu maksimalne vjerodostojnosti.

Uz dani uzorak predstavljen vektorom odziva y € RN i matricom di-
zajna X € RN*?, te vektorom parametara § = (B, B,62), funkcija vjero-
dostojnosti uz dani uzorak je:

N
LOU) = fy(y|X,0) = va(yi\xi/ 0).

Ovdje je fy funkcija gustoce slucajnog vektora Y = (Y3,...,Yn), koja je
zbog pretpostavke nezavisnosti jednaka umnogku gustoca fy (y;|x;, 8) slu-
¢ajnih varijabli Y;, i € {1,...n}.

Procjena maksimalne vjerodostojnosti (eng. Maximum Likelihood Esti-
mate) definira se kao vektor parametara koji maksimizira funkciju vjero-
dostojnosti:

Opre = argmax £(6 | U).
0
Problem maksimizacije obi¢no se transformira u ekvivalentan problem mi-
nimizacije negativnog logaritma funkcije vjerodostojnosti:

Omre = argmin{ —InL(6] U)}
0

Na taj nacin, produkt prelazi u sumu, $to znacajno pojednostavljuje racun.
U slucaju linearne regresije, pretpostavlja se da su greSke normalno distri-
buirane, pa gusto¢a ima oblik normalne razdiobe:

i f) = L &
fY(yl|xZ/ )= 2102 exp 202 (-
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Problem linearne regresije moZemo zapisati u matri¢cnom obliku:

y = X - B + &,
Nx1  Nx(p+1) (p+1)x1 Nx1

gdje smo prosirili matricu dizajna X s jedini¢nim vektor stupcem, i vektor
B smo prosirili s By.

n 1 xn x2 -+ Xy Po &
Y2 1 x1 x20 --+ Xxp B1 &
= . . . . S R s o
YN 1T xn1 xn2 - anp]  [Bp én

Sada imamo osnovu za pokazati da MLE procjena vodi do metode najma-
njih kvadrata:

N
argmin{ —In £(B,0?|X,y) } = argmin{ —In [ fv(vilxs B,?) } =
j ; =

N
argmin{—Z]n 1 e—(él‘)z/ZUZ}_

B i=1 27102

o1 N
aremind — Y In———— — ¥ Ine— (&)7/20° L _
gﬁ { = Vamo? 1:21 }

N N A i
argmin{ ) ég} = argmm{ Y (yi— ?i)z} = argmin{ (y—XB) T (y — XB) }
B i=1 B i=1 B

Uvest éemo pomoénu varijablu b € R” umjesto B € R”, te éemo derivi-
rati izraz po b i izjednaciti s nulom kako bismo dobili traZeni procjenitelj u
zatvorenoj formi:

Vi (y —Xb)T(y —Xb) =0

s (y7y — b™XTy — y™Xb + b™XTXb) =0
Vi (v"y —29"Xb +b™X"Xb) =0

—2XTy +2XTxb = 0

X'xb = X'y

b= (XTx)"1xTy,
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gdje smo koristili ¢injenicu da su u drugom retku svi izrazi skalarzﬂi pravila
matricnog deriviranja. EI Moze se pokazati da je tako dobiveni procjenitel;
nepristran, vidi npr. [4]].

Dobili smo elegantno rjeSenje za MLE procjenu parametara. Naravno,
treba primijetiti da se pri procjeni parametara rac¢una inverz takozvane Gra-
move matrice X7 X, pa se moramo zapitati u kojim slucajevima inverz ne
postoji. MoZe se pokazati da je rang matrice X jednak rangu matrice XTX,
iuz pretpostavku N > p + 1, inverz nece postojati ako imamo linearno za-
visne stupce u matrici X. U praksi stupci matrice X rijetko budu linearno
zavisni, ali ¢esto su numericki blizu linearne zavisnosti. Takva situacija do-
vodi do tzv. pribliZno singularne Gramove matrice. Numericki, to znaci da
iako inverz matrice postoji, vrlo je osjetljiv na male promjene u podacima.

Jedan pristup za ublazavanje tog problema jest uvodenje regularizacije
u postupak procjene parametara. Na taj na¢in uvodimo odredenu pris-
tranost kako bismo smanijili varijancu parametara. U idué¢im poglavljima
éemo vidjeti kako uvodenjem ogranicenja na regresijske koeficijente dobi-
jemo mogucénost kontroliranja kompleksnosti modela.

3 Ridge Regresija

Ridge regresija je karakterizirana time da uvodi kaznu (penalizaciju) ili
ogranicenje u optimizacijski problem u obliku L? normi koeficijenata. Op-
timizacijski problem Ridge regresije je:

min  (y — Xb)" (y — Xb)

p
uz ogranidenje ) b]2 <t t>0.
j=1

MoZzemo interpretirati da nam parametar t nam daje odredeni budZzet koji
mozemo "potrositi" na koeficijente. Padajuce vrijednosti parametra t uvode
jace pristranosti procjena prema nuli, kako nam se "budzet" smanjuje. Ov-
dje je bitno napomenuti da sumacija L? norme po¢inje od j = 1. To ima
smisla jer ne Zelimo uvesti pristranost parametra y prema 0. Teorija ko-
nveksne optimizacije nam govori da je problem optimizacije uz ogranicenje
ekvivalentan minimizaciji Lagrangeove dualne funkcije:

1 bTXTy — (bTXTy)T — yTXb
2%Ax =Ai 2xTAx=xT(A+AT)za A € R, x € R™!

123



Nikora Krarjevi¢ , Icor VELCIE

p
maxmin { (y—Xb) (y—Xb)+A [ Y b7 —t]| 3.
A>0 b = ]
S obzirom na to da ¢emo mi birati t iz podataka, to na neki nacin odgo-
vara biranju A. Takoder za fiksni A ¢lan —At u gornjem izrazu ne utjece na
vrijednost b za koju se postize minimum. To nas vodi na sljede¢u zadac¢u:

min { (y — Xb)T(y — Xb) + A]é b }

gdje A > 0 treba biti izabran. Dakle, parametar ¢ je implicitno sadrzan
u ciljnoj funkciju u obliku Lagrangeovog multiplikatora A. RjeSenje ovog
problema je takoder dano u zatvorenoj formi, te je ra¢un potpuno analogan
iskazu iz proglog poglavlja, uz napomenu da se L? norma moZe zapisati
kao:
2 2 T %
A Z b]« =Ab'I'D
j=1
gdjeje I* = diag(0,1,...,1) € RPFIx(p+1),
RjeSenje za Ridge regresiju u zatvorenoj formi je dano sa:
B=(XTX+A1*)"1XTy.

Vidimo da je jedina razlika u tome $to dodajemo vrijednost A na dijagonalu
Gramove matrice, time smanjujemo linearne zavisnosti u i ona postaje sta-
bilnija pri invertiranju.

Parametar A kontrolira kompleksnost modela, razli¢ite vrijednosti daju
razlic¢ite modele. Za A = 0 dobijemo metodu najmanjih kvadrata, dok ve-

like vrijednosti A vode prema rjesenju B = 0. O odabiru parametra A go-
vorimo u poglavlju

4 Lasso Regresija

Lasso regresija uvodi kaznu (penalizaciju) u obliku L! norme koeficijenata.
Optimizacijski problem Lasso regresije je:

min (y — Xb)" (y — Xb) (2)

p
uz ogranicenje Y |bj| <t, teR.
j=1
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Na isti nacin kao u prethodnom poglavlju dolazimo do problema:
p
min (y—Xb)"(y—Xb)+A)_|bj| p, A>0. (3)
j=1

S obzirom na to da je problem striktno konveksan, postoji jedinstveno rje-
Senje. lako ga je moguce napisati preko podgradijenta, prikazat ¢emo kako
ga numericki (iterativno) ra¢unamo.

4.1 Cikli¢an Koordinatni Spust

Pogledajmo prvo slucaj s jednim regresorom

mbin{zi\]i(yi—zib)z—b—)\m}. (4)
i pretpostavimo da su podatci prethodno transformirani tako da vrijedi:
1Y 1Y 1Y,
Ni;yi:o, N;Zf:o’ NZ;zizl. (5)

Ovo se uvijek moZze posti¢i oduzimanjem jedne konstante od svih y;, druge
konstante od svih x; te potom skaliranjem svih transformiranih x; ($to mi-
jenja A). Te centrirajuce konstante upravo su aritmeticki prosjeci pripadnih
vektora, tj. % YNy % YN | x;. Standardizacija stupaca matrice dizajna
dovodi ih na istu skalu, $to olakSava usporedbu regresijskih koeficijenata;
po potrebi, koeficijenti se mogu vratiti na izvornu skalu. Centriranje vek-
tora odziva i vektore prediktora omogucuje zanemarivanje 3¢ pri procjeni
tj. uzimanje By = 0. Vracanjem na originalnu skalu dobivamo By # 0.

JednadZbu [ ne moZzemo direktno derivirati jer funkcija apsolutne vri-
jednosti nije derivabilna, ali je konveksna. Poopcenje derivacije funkcije za
funkcije koje su konveksne i nisu nuzno derivabilne je koncept podgradi-
jenta. Za konveksnu funkciju f : R” — R, kaZzemo da je z € R podgradi-
jent funkcije f u (xp) ako vrijedi:

f(x) > f(xo) + 2T (x —x9) ,Vx € RF.
Skup svih podgradijenata funkcije u tocki x(, oznacen s of (xp), naziva se

poddiferencijal funkcije u tocki xg. MoZe se pokazati da konveksna funk-
cija f ima globalni minimum u to¢ki x( ako i samo ako 0 € 9f(xy).
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Podgradijent funkcije f(x) = |x| je:

{+1}, x>0
af =2[-1,1, x=0
{-1}, x<O0.

Primijetimo da funkcija f(x) = |x| ima ekstrem za xo = 0ida 0 € 9f(0).
Nuzan i dovoljan uvjet optimalnog rjeSenja jednadzbe [ problema izra-
Zavamo pomocu podgradijenta (s € 9| - |):

1 N
— 5 L Wi —zB)zi+As =0
i=1
N - 11 N - 1

—%(z,y>—[$+/\s:0

p= 2y = s,

gdje je s = sign(B) kada je B # 0 odnosno s € [—1,1] kada je p = 0.
Uoc¢imo da smo koristili uvjete |5, Kako su s i p meduovisni, imamo sluca-
jeve:

o [wley) A ylzy) > A
B=10 vz y) <A (6)
N(zy) A, ylzy) <A
Dakle, rjesenje za slucaj jednog regresora je zapravo u zatvorenoj formi, i

preslikavanje [6]je poznato kao operator mekog praga (Soft-threshold opera-
for) u oznaci:

~ 1
p=si(ye) )
gdje je
xX—A, x>A
Si(x) =10, x| <A

x4+ A, x<—A

Algoritam cikli¢nog koordinatnog spusta u slucaju viSe regresora direktno
koristi rezultat[7] Optimizacijski problem vise regresora ako fiksiramo sve
koeficijente osim f; glasi:

N
%i”{;\, Yo (vi— Y B — xijBj)* + A Y |Bil + AlB)] }

j i=1 k#j k#j
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Ovdje opet koristimo pretpostavku da su podaci transformirani tj. da vri-
jedi
1

N N
. 2 .
NLU=0 gL =0 g =L
1

=

Il
_
Il
—_
Il
—_

Uz supstituciju parcijalnog reziduala rl(j ) = Yi — Lk Xik Pk, TjeSenje je:

Bi= 5A<;,<Xj/r(j)>>~ (8)

Za fiksnu vrijednost A, algoritam koordinatnog spusta iterativno primje-
njuje pravilo azuriranja (8]) za svaki regresijski koeficijent B;, prolazeci re-
dom kroz sve koordinate j € {1,...,p}. Krece se s vektorom B = 0 te se
azurira B1 (uzimajudi da su ostale koeficijenti nula), zatim se uz novo izra-
¢unati By azurira B, (uzimajuci daje 3 = B4 = --- = Bp = 0) itd. Nakon
azuriranja pojedine koordinate, potrebno je aZurirati i vektor reziduala 7,
jer on ovisi o regresijskim koeficijentima. Dakle, jedan prolaz algoritma od-
govara azuriranju svih koeficijenata, a algoritam se zaustavlja kada razlika
izmedu vektora koeficijenata u dva uzastopna prolaza postane manja od
unaprijed zadane tolerancije.

Povoljno svojstvo Lasso regresije jest to da rezultira modelima u kojima
je velik broj koeficijenata to¢no jednaki nuli, i time poboljsavamo interpre-
tabilnost. Taj efekt je jasno vidljiv na slici [2} koja prikazuje prostor koefici-
jenata te razlike u Lasso i Ridge procjenama.

. ( L.
B'MLE B'MLE
B*Lasso ‘g— &

=
B Ridge

(a) L' norma (b) L? norma

Slika 2. Razlika u procjenama gdje su zadovoljena ogranicenja
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Slika obrazlaZe heuristiku da se, kada se ogranicenje zada u L! normi,
minimum postiZe na Siljku tj. kada su neki od koeficijenata nula.

5 K-struka Unakrsna Validacija

U prijasnjem poglavlju prikazali smo algoritam cikli¢nog koordinatnog spusta
i parametar A € R koji kontrolira sloZenost modela. Za A = 0 regu-
larizacija je ugaSena, Soft-threshold operator Sy ponasa se kao identitet, a
rjeSenje je priblizno jednako metodi najmanjih kvadrata. Za Apax vrijedi

B = 0, dok za svaki A < Apax barem jedan koeficijent B j # 0. Optimalan
Acv € (0,Amax) odredujemo K-strukom unakrsnom validacijom (npr.

K = 5do K = 10). Skup podataka dijelimo na K podskupova, a za svaki
At iz guste mreZze u (0, Apax) procijenimo regresijske koeficijente na uniji

K —1 podskupova, dok MSE ra¢unamo na preostalom. Prosjek K takvih
procjena daje MSEcy (A¢).

Odabir K ovisi o nekoliko ¢imbenika. Prvenstveno, ovisi o veli¢ini uzorka:
vedi uzorci dopustaju vece vrijednosti K, dok smo na manjim uzorcima pri-
morani birati manje vrijednosti K. Veca vrijednost K dovodi do nesto ma-
nje preciznih procjena MSE-a u pojedinom koraku, ali rezultira stabilnijim
procijenjenim parametrima, dok manji K povecava varijabilnost procjene
parametara, ali poboljsava kvalitetu procjena MSE-a. Ovaj kompromis iz-
medu stabilnosti procjene parametara i preciznosti procjene MSE-a treba
imati na umu pri odabiru broja podskupova. Ekstremni slu¢aj na manjim
uzorcima je K = N, §to se naziva Leave One Out Cross Validation (LOOCYV),
gdje u svakom koraku evaluiramo MSE na jednoj opservaciji, dok procje-
njujemo parametre na preostalih N — 1 opservacija.

Moze se pokazatiE]da je najmanji A za kojeg koordinatni spust vraca opet
nul vektor jednak:

1
AMAX = m]ax{ﬁ|<xj, v},

gdjeje xj = (x;j)N,.

Primjer 5.1. Prikazat éemo rezultat algoritma unakrsne validacije na testnim po-
dacima koji su dostupni u biblioteci [2, glmnet)]. Na slici[3| prikazana je krivulja
unakrsne validacije za lasso regresiju. Postupak unakrsne validacije zapocinje s
desne strane grafa, gdje vidimo da modeli s dva regresijska koeficijenta imaju vi-
soku vrijednost MSEcy. Kako se vrijednost A smanjuje, smanjuje se i MSEcy,
sve do tocke A = 0.057 (odnosno In(A) = —2.86), nakon koje krivulja pocinje

3Potrebno je prvo pokazati daje pravilo aiuriranjaekvivalentno SA(Bj+ % (xj, 7)), paonda
raspisati izraz kadaje B =0 (NB:r; = y; — 25:1 XikBk )
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blago rasti. Optimalna vrijednost Lagrangeovog multiplikatora je ona koja mi-
nimizira krivulju unakrsne validacije, oznacena kao Acy, sto odgovara modelu s

devet koeficijenata.
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Slika 3. Krivulja unakrsne validacije. Pri vrhu slike je broj regresijskih
koeficijenata koji su razli¢iti od nule. Acy = 0.057

6 Simulacije

6.1 Slucaj rijetkih podataka

Simulirat éemo uzorak s populacijskim parametrima:
B =1[10,9,8,...,2,1,0,0,...,0/ 0, ; ¢=01 ; N=50.

Vektor yn 1 ¢emo dobiti nanacin dana X 8 dodamo slucajan Gaussov Sum.
Potom ¢emo procijeniti parametre Lasso i Ridge regresije (s optimalnim
Acv), ponavljat ¢emo navedene korake ukupno 1000 puta i pogledati em-
pirijske distribucije procijenjenih parametara. Parametar 8y ¢emo izostaviti
iz razmatranja.

Iz slika i[f(b)] vidimo da se Lasso ponasa puno bolje od Ridge re-
gresije u p > N slucaju. Takoder vidimo pristranost koju uvodi Lasso,
parametri 1 do B19 su nam blago podcijenjeni. Moramo spomenuti da je
ovo priliéno pogodan slucaj za Lasso, populacijski parametar koji mode-
lira Sum u podacima je relativno malen, o = 0.1. To je pozitivno utjecalo
na stabilnost procjene parametara. Iako je rijec¢ o slucaju s niskim Sumom,
koeficijenti 811 do B1go bili su procijenjeni razli¢ito od nule u otprilike 5%
situacija. To se vidi u tablici[T} 4808/100000.
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(a) Lasso parametri 1 do Bog. Parametri 81 do B9 su blago podcijenjeni, dok su parametri
B11 do Bag esto procijenjeni toéno na nulu (oznake za kvartile nisu ni vidljive)
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(b) Ridge parametri f do B. Za razliku od[E(a)} procjene 1 do 19 supuno dalje od stvarnih
vrijednosti, dakle ridge se ne ponasa dobro u p > N slucaju. Parametri 17 do B1gp su Cesto
procijenjeni na ne-nul vrijednosti.

Slika 4. Empirijske distribucije za prvu simulaciju (¢ = 0.1).
Strsece vrijednosti su izostavljene iz boxplotova.
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Matrica zabune (eng. confusion matrix) u tablici [I] prikazuje kako se po-
naSaju Lasso procjene.

Tablica 1. Matrica zabune (¢ = 0.1).
Precision = 0.675, Recall = 0.99

Populacijski parametri

£0 =0 )y
Lasso | 720 | 9999 4808 14807
=0 1 85192 85193
> 10000 90000 100000

Slucajevi od interesa u matrici zabune su:

o True Positive (TP) oznacava broj koeficijenata koji su u populaciji
razli¢iti od nule i koje je Lasso ispravno procijenio kao razli¢ito od
nula (ovdje 9999).

e True Negative (TN) predstavlja koeficijente koji su u populaciji jed-
naki nuli i koje je Lasso ispravno procijenio kao nula (ovdje 85192).

e False Positive (FP) su koeficijenti koji su u populaciji zapravo jed-
naki nuli, ali ih je Lasso pogre$no oznacio kao razlic¢ite od nula (ovdje
4808).

o False Negative (FN) su koeficijenti koji su u populaciji razli¢iti od
nula, a Lasso ih je pogre$no procijenio kao nula (ovdje 1).

Vidimo da je mjera Recall = 99% (TP /(TP + FN)), odnosno u ovom slu-
¢aju s malim Sumom Lasso dobro procijeni koeficijente koji su zapravo raz-
liciti od nule. Povecavanjem parametra ¢, omjer signala i Suma u poda-
cima postaje manji. Kada je to slu¢aj, moZemo ocekivati da ¢e Lasso mo-
rati uvesti jacu regularizaciju kako bi izdvojio signal iz podataka. Ponovit
¢emo simulacije opisane na pocetku poglavlja, ali s populacijskim parame-
trom o = 1. MozZemo ocekivati da ¢e se mjera Recall malo smanyjiti, zato Sto
jac¢om regularizacijom uvodimo veéu pristranost svih koeficijenata prema
nuli. Specifi¢no, povecavanje Suma najvise ¢e utjecati na populacijski para-
metar B19p = 1, Lasso Ce taj parametar poceti privlaciti prema nuli zbog vece
pristranosti, odnosno regularizacije. Matrica zabune ponovljene simulacije
s ve¢im Sumom dana je u tablici 2}
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Tablica 2. Matrica zabune, za prvu simulaciju (¢ = 1).
Precision = 0.329, Recall = 0.998

Populacijski parametri

Z0 =0 b
Lasso | 20 [ 9977 20350 30327
=0 23 69 650 69673
T 10000 90000 100000

Mozemo vidjeti da je Recall jo§ uvijek dobar, alinam je Precision (TP /TP +
FP) dvostruko manji. U¢inak ovisnosti Acy o parametru o prikazuje tablica
Vidimo da s porastom populacijskog parametra ¢ raste i vrijednost A, 5to
dovodi do izraZenije pristranosti regresijskih koeficijenata prema nuli.

Tablica 3. Lasso procjene za prvu simulaciju za 1000 ponavljanja
za razli¢ite parametre o (fB;% s.d.)

Acv | B1 Bo B1o B11

0.124+0.02 | 9.69 +0.27 1.684+0.27 0.684+0.27 0.00 + 0.07
0194+0.09 | 9444052 1424053 0484042 0.00+0.17
0294015 | 9154080 118+0.70 0384049 -0.014+0.26
040+0.23 | 885+1.01 1.004+0.85 0334054 0.004+0.33
0554032 | 851+129 0.84+0.89 0304058 -0.01+0.38

G W R g

6.2 Bootstrap metoda za lasso

U prijadnjoj simulaciji smo vidjeli da je Lasso robustan $to se ti¢e dohvata
signala u podatcima. Pod signalom ovdje podrazumijevamo stvarni utjecaj
prediktora na odziv, tj. one parametre regresijskog modela koji su razli¢iti
od nule. Parametre koji su bili razli¢iti od nule Lasso je i procijenio kao
razli¢ite od nule, uz odredenu pristranost prema nuli, $to se odrazilo u vi-
sokoj vrijednosti Precision-a. Cak i kada je prisutan znadajniji $um od ¢ = 1
u podatcima, Precision je ostao vrlo visok, ali je Recall znatno opao. S veéim
$umom svi parametri su privuceni vise prema nuli, te se znalo dogoditi da
je B1o ~ 0.40, a da su neki parametri koji su zapravo nula procijenjeni na
sli¢nu vrijednost.

U ovoj simulaciji prikazat éemo bootstrap metodu za Lasso regresiju.
Ideja je da poduzorkovanjem i opetovanim procjenama na poduzorcima
dobijemo histogram na kojem moZemo vidjeti koliko je puta pojedini ko-
eficijent bio pritegnut to¢no na nulu. Iako ne¢emo dobiti to¢ne intervale
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pouzdanosti, imat ¢emo puno bolji uvid u znacajnost pojedinih procjena.
Vidjet éemo kako se bootstrap procjene mijenjaju s povecanjem suma.

Simulirat ¢emo dva nezavisna uzorka podataka generirana prema mo-
delu linearne regresije kao u prvoj simulaciji. Parametri modela su:

B=[10,...,1,0,...,0/ 001 ; c€{1,4} ; N=050.

Bootstrap postupak uklju¢uje iduce korake:

1. Dohvati slu¢ajan podskup od k < N opservacija (k = 40).

2. Unakrsnom validacijom izracunaj Acy.

3. Za Acy procijeni parametre § i zapamti procijenjene parametre.

4. Ponavljati korake 1 do 3 ukupno 1000 puta.

Na kraju ¢éemo imati 1000 bootstrap procjena parametaraﬁi mozemo vidjeti
koliko puta su parametri bili privuceni na 0.

Iz slika moZemo vidjeti kako vedi Sum rezultira ve¢om varijabilnoséu
u procjenama (usporedi slike i[o(b)), ali ¢ak i u prisutnosti visokog
Suma (0 = 4) bootstrap metoda daje prilicno pogodne rezultate. 1z slike
[6(b)]vidimo da nam je $um prevelik i da je Lasso privukao 19 na nulu. Iz
histogramal6 (a)]vidimo da su parametri s indeksima 1, 2, 417 za simulirani
uzorak znacajniji od ostalih parametara. Na parametre ve¢e magnitude vi-
soki sum nije toliko utjecao, ali je dosta povecana varijanca procjena.

“Dobivene bootstrap distribucije parametara nisu klasi¢ni intervali pouzdanosti. Autori bi-
blioteke [2, glmnet] namjerno izostavljaju bootstrap procjene kako ne bi doglo do zabune
s intervalima pouzdanosti.
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(a) Histogram bootstrap realizacija. Frekvencija oznacava koliko je pojedini parametar pro-
cijenjen to¢no na nulu. Parametri s indeksima 1 do 10 su nam bili razli¢iti od nule i imali su
opadajuce vrijednosti. Vidimo da su parametri ve¢e magnitude manji broj puta procijenjeni na
nulu.
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(b) Bootstrap distribucije koeficijenata. Vidimo da su parametri 1 do B1o podcijenjeni i imaju
relativno velik varijabilitet, dobili smo dobru informaciju koji parametri imaju utjecaj na y.

Slika 5. Rezultat bootstrap metode za ¢ =1
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(a) Histogram bootstrap realizacija. Frekvencija oznacava koliko je pojedini parametar proci-
jenjen to¢no na nulu. U slucaju s ve¢im Sumom je puno teze zakljuciti da je B¢ # 0. Parametre
s indeksima 1,2,4 i 7 bi lagano ukljucili u model.
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(b) Bootstrap distribucije koeficijenata. Vidimo da smo dobili takav uzorak gdje B9 i f11 imaju
sli¢ne distribucije. Dakle kako $um raste lakSe nam je napraviti gresku tako da izbacimo iz
modela parametre koji imaju relativno malenu magnitudu.

Slika 6. Rezultat bootstrap metode za o = 4
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