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Sazetak

Steinerova trojka reda v sastoji se od v-clanog skupa tocaka V i skupa
B troclanih podskupova od V (blokova), takvih da je svaki par tocaka
sadrzan u jednom bloku. U ovom su radu opisana osnovna svojstva
i glavni rezultati o Steinerovim trojkama. Dokazano je da Steinerova
trojka reda v postoji ako i samo ako je v = 6t + 1 ili v = 6t + 3.
Predstavljene su Boseova metoda i modificirana Skolemova metoda za
konstrukciju Steinerovih trojki. Prikazana je primjena Steinerovih trojki
u efikasnom planiranju izvodenja eksperimenata u znanosti i industriji s
ciljem smanjenja troskova i olakSavanja provedbe.

Kljuéni pojmovi: Steinerova trojka, kvazigrupa

Abstract

A Steiner triple of order v consists of a v-membered set of points V'
and a set B of three-membered subsets of V' (blocks), such that each
pair of points is contained in one block. In this paper, basic properties
and main results about Steiner triples are described. It is proved that
the Steiner triple of order v exists if and only if v = 6t 4+ 1 or v = 6t + 3.
The Bose method and the modified Skolem method for the construction
of Steiner triples are presented. The application of Steiner’s triples in
efficient planning of experiments in science and industry with the aim of
reducing costs and facilitating implementation is presented.
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1. Uvod

Pocetak istrazivanja Steinerovih trojki veze se uz problem Thomasa Kir-
kmana iz 1847. godine objavljen u radu pod naslovom On a problem in
combinations [9]. Problem je kasnije dobio naziv Kirkmanov problem
ucenica i glasi: ako 15 ucenica svakodnevno izlazi iz Skole u troc¢lanim
skupinama, je li moguée izraditi takav raspored izlazaka da u jednom
tjednu dvije djevojke izadu zajedno iz skole najvise jedanput. Nekoliko
godina kasnije sam Kirkman odgovorio je pozitivno na ovo pitanje [§].
Ozna¢imo li djevojke redom slovima od A do O, sljedeéi raspored je
jedno od trazenih rjeSenja.

’ Pon \ Uto \ Sri \ Cet \ Pet \ Sub \ Ned ‘
ABC | ADH | AEM | AFI | AGL | AJN | AKO
DEF | BEK | BHN | BLO | BDJ | BIM | BFG
GHI | CIO | CGK | CHJ |CFM | CEL | CDN
JKL | FLN | DIL | DKM | EHO | DOG | EIJ
MNO |GJM | FJO | EGN | IKN | FHK | HLM

U nastavku teksta postat ¢e jasno da se radi o jednom primjeru Steine-
rove trojke reda 15 s dodatnim svojstvima. lako naizgled jednostavan,
ovaj je problem otvorio novo poglavlje u kombinatorici, teoriju dizajna,
u kojoj se proucavaju problemi egzistencije, konstrukcije i klasifikacije
raznih generalizacija Steinerovih trojki te drugih sli¢nih kombinatornih
objekata [3].

Sadrzaj ovog rada je sljede¢i. U prvom éemo poglavlju dati pregled
osnovnih svojstava Steinerovih trojki. Zatim éemo uvesti pojmove la-
tinskih kvadrata i kvazigrupa koji se koriste u konstrukciji Steinerovih
trojki. Predstavit ¢emo dvije metode za konstrukciju Steinerovih trojki
i time razrijesiti problem egzistencije. Konac¢no, prikazat ¢emo primjenu
Steinerovih trojki u efikasnom planiranju izvodenja eksperimenata.

2. Definicija i osnovna svojstva

Definicija 1. Steinerova trojka (V,B) reda v sastoji se od skupa V' od v
tocaka i skupa B troélanih podskupova od V (blokova), sa svojstvom da
je svaki par tocaka iz V' sadrZan u jednom bloku.

Teorem 2. U Steinerovoj trojki (V,B) reda v, svaka je tocka sadriana

”51 blokova.

ur=

Dokaz. Neka je tocka x € V' i ozna¢imo s r, broj blokova koji sadrze .
Definiramo skup uredenih parova

X ={(y,B):yeV,x#y,BeB,x,yec B}
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Prebrojimo elemente od X na dva nac¢ina. Prvo, tocku y takvu da je
T # y, mozemo odabrati na v — 1 nacina. Par tocaka x i y sadrzan je u
tocno jednom bloku pa je | X| = v—1. S druge strane, postoji r, blokova
koji sadrze x. Za svaki izbor bloka B postoje dvije tocke y € B takve
da je y # x. Stoga je | X| = 2r,. Zakljuéujemo da vrijedi

v—1
| X|=v—1=2r, = Te =
S obzirom da je postupak izraCuna neovisan o izboru tocke x, slijedi
tvrdnja teorema. O

Vrijednost r naziva se replikacijski broj. S obzirom da je r prirodan
broj, v — 1 je nuzno paran broj pa vrijedi sljedeéi rezultat.

Korolar 3. Ako postoji Steinerova trojka reda v, onda je v neparan broj.
Odredimo sada broj blokova Steinerove trojke.

Teorem 4. Steinerova trojka (V,B) reda v imab = % = % blokova.

Dokaz. Oznacimo s b broj blokova. Definiramo skup uredenih parova
X ={(z,B):z€V,BeB,x € B}.

Prebrojimo elemente od X na dva nac¢ina. Prvo, tocku x mozemo oda-
brati na v na¢ina. Svaka je toc¢ka sadrzana u r blokova pa je |X| = vr.
S druge strane, postoji b blokova i svaki sadrzi tri tocke pa je | X| = 3b.
Zaklju¢ujemo da je

vr v(v—1)

X|=vr=3 = b=—=
|X| = wr 3 B

O

Iz dokazanih teorema slijede nuzni uvjeti za egzistenciju Steinerovih
trojki.

Teorem 5. Ako postoji Steinerova trojka reda v, onda je v = 6t + 1 ili
v=06t+3,t>1.

Dokaz. Prema korolaru |3] red v je neparan broj pa vrijedi v = 6t + 1,
v =6t+3ili v = 6t +5. Prema teoremu [4 broj blokova je jednak
b=wv(v—1)/6, iz ¢ega slijedi da v(v — 1) mora biti djeljivo sa Sest. Lako
se provjeri da je u slucajevima kada je v = 6t +1 ili v = 6¢+ 3 ovaj nuzni
uvjet zadovoljen. S druge strane, ako pretpostavimo da je v = 6t + 5
onda je

v(v —1) = (6t + 5)(6t + 4) = 36t + 54t + 20 = 6(6t> + 9t + 3) + 2

Sto nije djeljivo sa Sest pa ova vrijednost nije moguca. O
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Kasnije u ovom radu predstavit ¢emo i metode za konstrukciju Steine-
rovih trojki i pokazati da je nuzan uvjet za egzistenciju ujedno i dovoljan.

Primjer 1. Za slucaj v = 6t + 1, nagmangi primjer je Steinerova trojka
reda 7 koja se naziva i Fanovom ravninom. Neka je skup tocaka dan s

vV =1{1,2,3,4,5,6,7}.

Fanova ravnina ima tocno 7 blokova koje éemo sada konstruirati. Bez
smanjenja opéenitosti, oznacimo s 1, 2 1 4 tri tocke koje ne ¢ine blok.
Tada postoje tri razli¢ita jedinstvena bloka koji sadrZe parove ovih istak-
nutih tocaka {1,2}, {1,4}, {2,4}. Bez smanjenja opéenitosti, oznacéimo
redom preostale tocke tih blokova s 3, 5, 6. Konstruirali smo blokove

{1,2,3},{1,4,5},{2,4,6}.

Uoc¢imo da parovi {1,6}, {2,5} i {3,4} nisu sadriani u konstruiranim
blokovima te da novi blokovi moraju nuzno sadrZavati preostalu tocku 7.
Tako dobivamo redom blokove

{1,6,7},{2,5,7},{3,4,7}.
Konstruirali smo Sest blokova, preostaje pronaci jos samo jedan blok.
Parovi tocaka {3,5}, {3,6} i {5,6} nisu sadrZani niti u jednom dosad
konstruiranom bloku pa dodajemo blok {3,5,6}. Lako je provjeriti da je

svaki par tocaka sadrZan u jednom bloku.
Konaéno, skup blokova Fanove ravnine je

B = {{1’ 27 3}7 {17 47 5}7 {17 67 7}7 {27 47 6}7 {27 57 7}7 {37 47 7}7 {37 57 6}}'
Konstuirana kombinatorna struktura jedinstvena je do na izbor oznaka
tocaka. U nastavku rada, radi smanjanja broja zagrada i poboljsanja
Citljivosti pisat éemo

B = {123,145, 167,246, 257,347, 356}.

S obzirom na mali broj blokova, Fanovu ravninu moguce je elegantno
prikazati vizualno u obliku konacéne geometrijske strukture.

Slika 1. Fanova ravnina.
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Primjer 2. U slucaju v = 6t + 3 nagmangi primjer je Steinerova trojka
reda 9. Neka je dan skup tocaka

V =1{1,2,3,4,5,6,7,8,9}.

Konstruirat éemo skup B koji se sastoji od 12 blokova.

Uoc¢imo prvo da ako su dva razlicita bloka disjunktna sa zadanim blo-
kom, onda su nuzno i medusobno disjunktni. Pretpostavimo suprotno,
neka je B blok, te B’ i B" blokovi disjunktni s B koji se sijeku u tocki
x & B. Duva se bloka Steinerove trojke sijeku u najvise jednoj tocki. U su-
protnom bi par to¢aka bio sadrzan u dva bloka, a to nije moguce prema
definiciji. Prema teoremu [J tocka x sadrZana je u cetiri bloka, medu
njima su B’ 1 B”. Owva se cetiri bloka sijeku samo u tocki x i sadrie
svih devet tocaka skupa V. Stoga, od mjih cetiri, tri bloka sijeku B, a
samo je jedan disjunktan s B, Sto je kontradikcija. Dakle, B sadrzi tri
disjunktna bloka. Stovise, skup B ¢ine éetiri troclana podskupa disjunkt-
nih blokova pri cemu se blokovi iz razlic¢itih podskupova sijeku u po jednoj
toc¢ki. Dva takva podskupa cine kvadratnu mreZu kao na sljedecoj slici.
Retci predstavljaju jedan podskup disjunktnih blokova, a stupci drugi. Bez
smangjenja opéenitosti mozemo oznaciti njihove tocke tako da su blokovi
Steinerove trojke sljedeci 123, 456, 789, 147, 258, 369.

(12]3]
[4]5]6]
[7[8]9]

Uocavamo redom koji parovi tocaka nisu prisutni u konstruiranim blo-
kovima. Onda je preostalih Sest blokova jedinstveno odredeno:

e par 15 nije sadrZan niti u jednom bloku, a svaka tocka osim 9 vec
se nalazi u zajednickom bloku s 1 ili 5; stoga 159 mora biti blok;

e par 16 nije sadrian niti u jednom bloku, a svaka tocka osim 8 veé
se nalazi v zajednickom bloku s 1 ili 6, pa 168 mora biti blok;

e par 24 nije sadrZan niti u jednom bloku, a svaka tocka osim 9 vec
se nalazi u zajednickom bloku s 2 ili 4, pa 249 mora biti blok;

e par 26 nije sadrian niti u jednom bloku, a svaka tocka osim 7 veé
se nalazi u zajednickom bloku s 2 ili 6, pa 267 mora biti blok;

e par 34 nije sadrZan niti u jednom bloku, a svaka tocka osim 8 vec
se nalazi u zajednickom bloku s 3 ili 4, pa 348 mora biti blok;

e par 35 nije sadrian niti u jednom bloku, a svaka tocka osim 7 veé
se nalazi u zajednickom bloku s 3 ili 5, pa 357 mora biti blok.
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Konacno skup blokova Steinerove trojke reda 9 je sljedeci
B = {123,456, 789, 147, 258, 369, 159, 267, 348, 168, 249, 357}.

Steinerove trojke razlicitih redova v i v/, v # v/, su ocito razlicite.
No, kako prepoznati da su dvije Steinerove trojke istog reda razlic¢ite?

Definicija 6. Neka su S = (V,B) i &' = (V',B’) Steinerove trojke.
Kazemo da su S i 8’ izomorfni ako postoji postoji bijekcija o : V. — V'
takva da je

{{a(z) :x € B}: Be B} =8

Bijekciju a zovemo izomorfizam. Ukoliko takva bijekcija ne postoji, onda
kaZemo da su S 1 S’ neizomorfni.

Za vrijednosti v = 7,9 pokazat ¢emo da su primjeri koje smo vec¢
prethodno naveli u ovom radu jedinstveni.

Propozicija 7. [2] Steinerova trojka reda 7 jedinstvena je do na izo-
morfizam.

Dokaz. Neka je S = (V, B) Steinerova trojka konstruirana u primjeru (1}
te neka su x1,x2,24 € V tri tocke koje ne ¢ine blok od S§. Oznacimo
preostale tocke x3, s, xg,x7 € V kao u primjeru

Neka je sada &' = (V/, B’) druga Steinerova trojka reda 7. Ozna¢imo
redom s y1, 2, ys € V' tri tocke koje ne ¢ine blok od §’. Potom oznacimo
S Y3, Ys, Y, Y7 preostale tocke, na slican nacin kao u postupku u primjeru
za S. Tada je preslikavanje o : V' — V' definirano s «a(z;) = y;,i =
1,...,7, izomorfizam. Stoga zaklju¢ujemo da postoji jedinstvena, do na
izomorfizam, Steinerova trojka reda 7. O

Propozicija 8. [2] Steinerova trojka reda 9 jedinstvena je do na izo-
morfizam.

Dokaz. Neka je S = (V, B) Steinerova trojka konstruirana u primjeru
te neka su x1, xq, 4 € V tri tocke koje ne ¢ine blok. Oznacimo preostale
tocke kao u postupku provedenom u primjeru

Neka je sada &' = (V/, B’) druga Steinerova trojka reda 9. Ozna¢imo
redom s y1,¥y2, ¥4 € V' tri tocke koje ne ¢ine blok od &’. Potom oznac¢imo
preostale tocke, na slican nacin kao u postupku provedenom u primjeru
2] Uocimo dva troclana podskupa disjunktnih blokova: prvi jedinstveno
odreden blokom koji sadrzi y1y2, a drugi blokom koji sadrzi y;y4. Blokovi
jednog podskupa redom sadrze dvije, jednu ili nijednu od toc¢aka y1, y2, Y4
i time su jedinstveno odredeni.

Preslikavanje a : V' — V' definirano s a(z;) = y;,¢ = 1,...,9, je
izomorfizam, u potpunosti odreden izborom tri tocke koje ne ¢ine blok.
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Stoga zakljuc¢ujemo da postoji jedinstvena, do na izomorfizam, Steine-
rova trojka reda 9.
O

Ovo su jedina dva slucaja u kojima su Steinerove trojke reda v jedin-
stvene. Za sljede¢u dopustivu vrijednost v = 13 postoje dvije neizomor-
fne Steinerove trojke [I4]. Oba primjera navest ¢emo u nastavku. Neka
jeV=40,1,2,3,4,5,6,7,8,9,a,b, c} skup tocaka. Tada su blokovi dvije
neizomorfne trojke dani kao stupci u sljedeée dvije tablice.

00|00 |O|O|1]|1|1]1 2121212213 |3|3[4|4(4|5]5|5/|6
11357 b|3]4]|61]9 314 8|6 8(6|(8|a|T7|8[9|7
214|618 5/7|81b|lc|9]|5 clblblal|c 9|blblalc|9
0Of0{0jO|O]jOf1]|1|1]1 2121222333444 |5]|5[5/|6
1[3|5|7(9|b 416(9]a|3[4|6|7[8]|6 816|(8|a|7|8[9|7
214168 5/7|8|b 915lalblc|b]c 91bla|b|c|9

Konstrukcija i klasifikacija svih Steinerovih trojki reda v je tezak i
jos uvijek otvoren kombinatorni problem. U sljedecoj tablici navedeni
su poznati rezultati za male vrijednosti parametra v [3, 12]. Za ove
je vrijednosti reda v provedena potpuna klasifikacija, za sve je ostale
vrijednosti poznata samo djelomicna klasifikacija. Mnogi drugi poznati
rezultati mogu se pronaéi u [3].

] v \ Broj \ Izvor \
7 1 2, 3]
9 1 2, 3]
13 2 [14]
15 80 [6, 10]
19 | 11084874829 [

3. Latinski kvadrati i kvazigrupe

Latinski kvadrati nasiroko su istrazivana kombinatorna struktura. U
ovom ¢emo se poglavlju ograniciti samo na one rezultate koji su nam
potrebni za konstrukciju Steinerovih trojki. Osnovni nam je cilj upoznati
citatelja s idempotentnim simetri¢nim kvazigrupama neparnog reda te
poluidempotentnim simetri¢nim kvazigrupama parnog reda.

Definicija 9. Latinski kvadrat reda n je kvadratna matrica reda n koja
sadrzi elemente iz n-clanog skupa S, tokva da se svaki element iz S
pojavljuje toéno jednom u svakom retku i svakom stupcu matrice.
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U sljedecoj tablici prikazan je jedan latinski kvadrat reda 5. Lako je
provjeriti da se svaki od elemenata 0, 1, 2, 3,4 pojavljuje toéno jednom u
svakom retku i stupcu.

=N WO
N W] O
W= O DN
= O N W
O | DN Lo i~

Usko povezane strukture s latinskim kvadratima jesu kvazigrupe.
Definicija 10. Kvazigrupa reda n je uredeni par (S,o), gdje je S =
{z1,...,2,} n-clani skup elemenata, dok je o : S x S — S binarna
operacija definirana nad skupom S, pri cemu vrijede sljedeéa svojstva:
o Vx;,x; € S: jednadzba x; 0 x = x; ima jedinstveno rjesenje x € S,

o Vz;,x; € S: jednadzba y o x; = x; ima jedinstveno rjesenje y € S.

Kvazigrupa je u potpunosti definirana svojom tablicom operacija, u
kojoj se na poziciji (4, j) nalazi vrijednost z; o ;.

[o0]1[2]3]

=W N —=| Ol o
N W OO
W =D ||+~
W O] | N N
= O N W w
O DN Qo || &

Lako je uociti vezu s latinskim kvadratima.

Teorem 11. Neka je S n-clani skup i o binarna operacija definirana
nad S. Uredeni par (S, o) je kvazigrupa ako i samo ako je njezina tablica
operacija latinski kvadrat reda n.

Posljedi¢no, latinski kvadrati i kvazigrupe se smatraju ekvivalent-
nim strukturama. U ovom radu zanimaju nas kvazigrupe sa svojstvima
simetri¢nosti, idempotentnosti i poluidempotentnosti.

Definicija 12. Za kvazigrupu (S, o) kaZemo da je idempotentna ako je
roxr=ux, za svaki z € S.

Sljede¢a tablica operacija dobivena iz latinskog kvadrata definira
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jednu idempotentnu kvazigrupu reda 5.

0]

=l w| || ofl o
N | =W OO
O N i | W]~
WO N =] | DN
=W O N || W
= =W O N >

Definicija 13. Za kvazigrupu (S,o) kaZemo da je simetricna ako je
roy=yozx, za svex,y € S.

Uoc¢imo da prethodni primjer zadovoljava svojstvo simetri¢nosti, radi
se o primjeru jedne simetricne idempotentne kvazigrupe kakve ¢emo ko-
ristiti prilikom konstrukcije Steinerovih trojki u sljede¢em poglavlju.

Lema 14. Svaka simetriéna idempotentna kvazigrupa je neparnog reda.

Dokaz. Neka je (S, o) simetri¢na idempotentna kvazigrupa reda n. Neka
jezeSi

X ={(a,y) :z0y = 2}.

Kvazigrupa je idempotentna iz cega slijedi da je (z,z) € X ako i samo
ako je x = z. Zatim, kvazigrupa je simetri¢na te je (z,y) € X ako i samo
ako je (y,z) € X. Stoga je

Hz,yt o #y, 20y =2}

particija skupa S\{z} u dvoclane podskupove. Slijedi da je |S|—1 =n—1
paran broj i n neparan. O

Primjere simetri¢nih kvazigrupa mozemo konstruirati pomoé¢u modu-
larne aritmetike [13]. Za zadani prirodni broj n, svaki se prirodni broj m
moze jedinstveno zapisati u obliku m = kn+r, r € {0,...,n — 1}. Broj
r zovemo ostatkom pri dijeljenju s n i pisSemo m = r (mod n). Uotimo
da postoji totno n razlic¢itih ostataka pri dijeljenju s n i to su redom:
0,...,n — 1. Citatelja koji zeli znati vise o teoriji brojeva i modularnoj
aritmetici upuéujemo na knjigu [5].

Neka je Z,, = {0,...,n — 1} skup ostataka pri dijeljenju s n i neka je
zbrajanje definirano pravilom

z4+y=(x+y) (modn).

Tada je (Z,,4+) kvazigrupa, i to simetri¢na jer je definirana operacija
zbrajanja komutativna. No, definirana operacija nije i idempotentna.
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Mozemo to uociti u tablici operacija ve¢ za (Zs, +).

+100]1]2
0012
1411210
2112101

Na dijagonali se nalaze svi razli¢iti elementi, ali u pogresnom poretku
jer ne vrijedi x o x = z, za svaki x. Na istom skupu Z,, definiramo novu
operaciju [13]

roy = <”;1> (z+y) (modn)

koja daje simetriénu idempotetnu kvazigrupu (Z,,0). Evo primjera ta-
blice operacija za (Zs, o).

o||0|1]2
0jfo|2]1
112110
2(1]01]2

Prethodna razmatranja omogucéuju da iskazemo sljedeéi teorem.

Teorem 15. Za svaki neparan broj n, postoji simetrié¢na idempotentna
kvazigrupa reda n.

Dokazali smo da ne postoji simetri¢na idempotentna kvazigrupa par-
nog reda n. U tom slu¢aju zanimat ¢e nas poluidempotentne kvazigrupe.

Definicija 16. Za kvazigrupu (S, o) reda n kaZemo da je poluidempo-
tentna ako za svaki x € S vrijedi:

x, ako 0<z <3,
rox =
T %, ako %§x<n.

U nastavku dajemo tablicu operacija jedne simetri¢ne poluidempo-
tentne kvazigrupe reda 8.

oflo|1]2]3]|4]|5]|6]|7
offol4f1]5]2]6[3]7
1{f4]1]5]2]6]3[7]0
215263704
3(5(2]6[3][7]0]4]1
a4ll2]63[7]0]4]1]5
563704152
6[3[7]0[4]1]5]2]6
77lol4[1]5]2]6]3

10
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Idempotentna kvazigrupa na skupu Z,, na dijagonali ima redom elemente
0,1,..., n — 1, dok se kod poluidempotentne kvazigrupe na dijagonali
pojavljuju redom 0,1,...,5 —1,0,1,..., 5 — 1.

Neka je sada n paran broj, i uo¢imo da (Z,,, +) nije poluidempotentna
kvazigrupa. Na primjer, u tablici operacija od (Zg, +) na dijagonali se
pojavljuju samo parni elementi dvaput zaredom.

+]o]1]2[3]4]5

—| o o x| wo| o
| = of e | o
w| | —|of o
| ol | —| of ot

Ol U | W N =

G = WIN O
Y W —=O

Kako bismo konstruirali poluidempotentnu kvazigrupu definirat é¢emo
binarnu operaciju o na Z, na sljedeéi nacin [13]

zoy=m((z+y) (modn)),

pri ¢emu je permutacija 7 : Z,, — Z,, dana s

3, ako je x paran,
() =

%"_1, ako je x neparan.
Primjenom permutacije 7 elementi na dijagonali poredaju se u redoslijed
svojstven poluidempotentnoj operaciji i sada je (Z,,0) kvazigrupa sa
zeljenim svojstvima. Prethodna razmatranja omogucéuju da iskazemo
sljedeci teorem.

Teorem 17. Simetriéna poluidempotentna kvazigrupa reda n postoji za
svaki parni broj n.

U nastavku je prikazano kako pomocu ovdje opisanih kvazigrupa kon-
struirati Steinerove trojke.

4. Konstrukcija Steinerovih trojki

U radu smo ve¢ pokazali da je nuzni uvjet za egzistenciju Steinerovih
trojki da vrijedi v = 6t + 1 ili v = 6t + 3. Ova dva sluc¢aja promatrat
¢emo odvojeno. U nastavku su prikazane dvije najpoznatije metode:
Boseova konstrukcija, koja se koristi za sluc¢aj v = 6t + 3, te modificirana
Skolemova konstrukcija za slu¢aj v = 6t + 1. Posljedi¢no, dokazat ¢emo
da su nuzni uvjeti za egistenciju ujedno i dovoljni te da vrijedi sljedeéi
teorem.

11
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Teorem 18. Steinerova trojka reda v postoji ako © samo ako jev = 6t+1
ili v = 6t + 3.

4.1. Boseova konstrukcija za slucaj v = 6t + 3
Neka je v = 6t + 3,¢ > 1, te neka je (Zai11,0) simetricna idempotentna
kvazigrupa reda 2t + 1. Neka je

V={1,...,v}.

Svaki se prirodan broj n < v moze na jedinstven nacin zapisati u obliku
n=3x+i+1, x € Zoyy1, 1 € Z3. Stoga je preslikavanje f : Zoyr1 X Zz —
V zadano s

flzyi)=3x+i+1
bijekcija. Konstruiramo dva tipa blokova na sljedeé¢i nacin:

1. za svaki x € Zoy1 neka je
Av,w = {f(x, 0), f(z,1), f(=, 2)}’
2. za sve x,y € Zo11, takve da je x < y, te za svaki ¢ € Zg, neka je

Bv7x7y1i = {f(xa Z)a f(ya 7’)7 f(I oY, (71 + 1) mod 3)}

Stavimo
Av = {Av,x VA ZQtJrl}

i uo¢imo da se sastoji od 2t 4+ 1 blokova. Neka je sada
Bv - {Bv,m,y,i 1T,y € Z2t+1,$ < yvz S Z3}

koji se sastoji od 3(*;!) = w = 3t(2t + 1) blokova.
Pokazat ¢emo da je uredeni par (V, B) Steinerova trojka reda v, gdje
je
B=A,UB,.
Teorem 19. [1|] Postoji Steinerova trojka reda v za sve v = 6t + 3.

Dokaz. Neka su V i B skupovi konstruirani na na¢in opisan u ovom po-
glavlju. Tvrdimo da je (V, B) Steinerova trojka reda v stoga je potrebno
pokazati da je svaki par tocaka sadrzan u jednom bloku.

Neka su f(«,j) i f(B,k) dva razli¢ita elementa iz konstruiranih blo-
kova. Ako je a = f, onda je nuzno j # k, iz Cega slijedi da je ovaj
par toctaka sadrzan samo u bloku A,. Ako je a # [, bez smanjenja
opcenitosti mozemo pretpostaviti da je a < 8. Moguéa su sljedeca tri
slucaja.

12
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1. Ako je j = k, onda je ovaj par tocaka sadrzan samo u bloku
Bua,p,j-

2. Ako je k = (j + 1) mod 3, uoc¢imo prvo da jednadzba x o a = 8
ima jedinstveno rjesenje x = «y. S obzirom da je (Zat41,0) idem-
potentna kvazigrupa i a # 3, nuzno vrijedi v # a. Ako je v < «,
onda je par tocaka f(«,7j), f(53,k) sadrzan samo u bloku By 4 q,;-
Ako je a0 < 7, onda je, zbog simetricnosti kvrazigrupe (Za¢11,0),
par tocaka f(a,j), f(B,k) sadrzan samo u bloku B, 4 ;-

3. Ako je j = (k+ 1) mod 3, uoc¢imo prvo da jednadzba z o § = «
ima jedinstveno rjesenje x = «y. S obzirom da je (Za;41,0) idem-
potentna kvazigrupa i a # (8, nuzno vrijedi v # 8. Ako je v < 3,
onda je par f(w,j), f(B,k) sadrzan samo u bloku B, 3. Ako
je B < v, onda je, zbog simetri¢nosti kvrazigrupe (Za;+1,0), par
tocaka f(o,7), f(B, k) sadrzan samo u bloku B, g ~ .

Stoga je (V,B) Steinerova trojka reda v. O

U nastavku ¢emo konstruirati Steinerovu trojku reda v = 6t + 3 =
15 koristeéi Boseovu metodu. Neka je (Zs, o) simetri¢na idempotentna
kvazigrupa sa sljede¢om tablicom operacija.

of[0]1]2]3]4
00[3[1[4]2
1[3]1[4[2]0
214203
342031
Af[2]0[3 14

Odredimo sada djelovanje preslikavanja f(x,i) = 3z + i + 1.

Az [0 1 2 3 4
0 [[1 47 10 13
1 J[2 5 8 11 14
2 /36 9 12 15

Konstruiramo redom 5 blokova prvog tipa. Mozemo primijetiti da svaki
stupac tablice preslikavanja f predstavlja jedan blok u skupu Aqs:

{1,2,3},{4,5,6},{7,8,9},{10,11,12},{13,14,15}.

13
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Zatim konstruiramo 30 blokova drugog tipa i skup Bjs.

(z,y)\i || 0 1 2

(0,1) [ {1,411} {2,5,12} {3,6,10}
(0,2) {1,7,5}  {2,8,6}  {3,9,4}
(0,3) || {1,10,14} {2,11,15} {3,12,13}
(0,4) || {1,13,8} {2,14,9} {3,15,7}
(1,2) || {4,7,14} {5,8,15} {6,9,13}
(1,3) || {4,10,8} {5,11,9} {6,12,7}
(1,4) || {4,13,2} {5,14,3} {6,15,1}
(2,3) || {7,10,2} {8,11,3} {9,12,1}
(2,4) || {7,13,11} {8,14,12} {9,15,10}
(3,4) || {10,13,5} {11,14,6} {12,15,4}

Svih 35 blokova ove Steinerove trojke reda 15 prikazano je u sljedeé¢im
tablicama.

11111 1112222212 (3[3]3]|3

104|567 |9 1145 |67
311|715 |13 12|14 |13 |12|8|10 |14 (15914 | 10|15

—_
0 =

3134|4445 |5]5]6|6|6 |7 7]8]9/10]13
8112 (5| 7 |8 12| 8 |9 |10 7|9 (11 |8 |11 12|10 |11 |14
11113 (6|14 |10 15|15 |11 |13 12|13 |14 |9 |13 |14 |15 |12 |15

4.2. Modificirana Skolemova konstrukcija za slucaj
v=>06t+1

Neka je sada v = 6t + 1 i neka je (Zay, 0) simetriéna poluidempotentna
kvazigrupa reda 2t. Neka je

V={12,...,0— 1} U{oo}.

Kao i u prethodnom poglavlju, koristit ¢éemo bijekciju f : Zoy X Zg —
V' \ {oo} definiranu s
f(z,i) =3z +i+1.

Konstruiramo tri tipa blokova, od kojih su prva dva analogna onima
konstruiranim u Boseovoj konstrukeiji:

1. zasvaki 0 < z < t,
Av,m = {f(xao)a f(SU, 1),f(l’,2)},
2. za sve &,y € Zay, takve da je x < y, te za svaki ¢ € Zg neka je

BU#D:yai = {f(.i?, i)a f(ya Z.)7 f(l‘ oy, (’L + 1) mod 3)},

14
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3. za svaki 0 < x <t te za svaki ¢ € Z3 neka je

Cyzi ={o0, flx+t,1), f(z,(t+1) mod3)}.

Stavimo
Ay={A,, : 0<z <t}

i uoc¢imo da se sastoji od t blokova. Neka je
By ={By sy : T,y € Ly, x < y,i € L3}
skup, sastoji se od 3(22t) = 3t(2t — 1) blokova, a skup
Cp={Cpzpi: 0<x<ti€cZs}.

se sastoji od 3t blokova. Pokazat ¢emo da je (V,B) Steinerova trojka
reda v, gdje je
B=A,UB,UC,.

Teorem 20. [T1] Postoji Steinerova trojka reda v za sve v = 6t + 1.

Dokaz. Tvrdimo da je konstruirani uredeni par (V, B) Steinerova trojka
reda v. Dovoljno je pokazati da je svaki par tocaka iz V' sadrzan u jednom
bloku.

Za pocetak, uzmimo elemente f(«, j) i co. Ako je o < t, onda je ovaj
par tocaka sadrzan samo u bloku C, 4 (j—1) mod 3- Ako je a > t, onda
je ovaj par sadrzan samo u bloku Cy o—¢ ;.

Uzmimo sada dva razlicita elementa f(«,j) i f(8,k). Ako je a = S,
onda je nuzno j # k. U slucaju a = B < t, ovaj je par sadrzan samo
u bloku A4, . U slucaju o = § > t, bez smanjenja opcenitosti mozemo
pretpostaviti da je k = (j + 1) mod 3. (Zat, o) je simetricna kvazigrupa
pa jednadzba « o x = « ima jedinstveno rjeSenje x = . Ako je v > «,
onda je ovaj par tocaka sadrzan samo u bloku B, o~,;. Ako je v < a,
ovaj je par tocaka sadrzan samo u bloku By 4 q,;-

Ako je a # 3, bez smanjenja opéenitosti mozemo pretpostaviti da je
a < 8. Mogucéa su sljedeca tri slucaja.

1. Ako je k = j, ovaj je par tocaka sadrzan samo u bloku By o g,;.

2. Ako je k= (j+ 1) (mod 3), prvo uoc¢imo da jednadzba z oo =
ima jedinstveno rjeSenje x = 7. Nadalje, vrijedi v # ajerjea < §1i
aoa = a. Ako jey < a, par tocaka f(«, j), f(B, k) sadrzan je samo
u bloku By .q,;. Ako je v > «, par tocaka f(a, j), f(B, k) sadrzan
je samo u bloku By, o 4, jer je (Za¢, o) simetri¢na kvazigrupa.
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3. Ako je j = (k+ 1) (mod 3), onda jednadzba z o 8 = « ima je-
dinstveno rjesenje z = «. S obzirom da je (Zgy, o) simetriéna po-
luidempotentna kvazigrupa, relacija v =  vrijedi ako i samo ako
je B = a+t. U tom slucaju, par tocaka f(«,j), f(5,k) sadrzan
je samo u bloku C, o 5. Ako je v < 8, par tocaka f(«,j), f(5,k)
sadrzan je samo u bloku B, 3. Ako jey > 3, par tocaka f(c, ),
f(B8, k) sadrzan je samo u bloku B, g k-

Ovim smo pokazali da je (V, B) Steinerova trojka reda v. O

U nastavku dajemo primjer konstrukcije Steinerove trojke reda v =
6t+1 = 19. Element oo mozemo tretirati kao maksimalnu vrijednost, v =
19. Tablica operacija simetri¢ne poluidempotentne kvazigrupe (Zg, o) je
sljedeca.

oflo|1]2][3]4]5
0103|1425
13[114]2]5/0
21114125 |0]3
3114125031
4112|15(0(3|1]4
5503 |1(4]2
Tablica preslikavanja f je sljedeca.

Nz |l0 1 2 3 4 5
0 1 4 7 10 13 16
1 2 5 8 11 14 17
2 {3 6 9 12 15 18

Konstuiramo tri bloka skupa A9 koji odgovaraju prvih ¢ = 3 stupaca
prethodne tablice:

{1,2,3},{4,5,6},{7,8,9}.
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Zatim konstruiramo 45 blokova skupa Big.

(z,y)\i || 0 1 2
(0,1) {1,411}  {2,5,12}  {3,6,10}
(0,2) {1,7,5} {2,8,6} {3,9,4}
0,3) || {1,10,14} {2,11,15}  {3,12,13}
(0,4) {1,13,8}  {2,14,9}  {3,15,7}
(0,5) || {1,16,17}  {2,17,18} {3,18,16}
(1,2) {4,7,14}  {5,8,15}  {6,9,13}
(1,3) {4,10,8}  {5,11,9}  {6,12,7}
(1,4) || {4,13,17}  {5,14,18}  {6,15,16}
(1,5) {4,16,2}  {5,17,3}  {6,18,1}
(2,3) || {7,10,17}  {8,11,18}  {9,12,16}
(2,4) {7,13,2}  {8,14,3}  {9,15,1}
(2,5) || {7,16,11}  {8,17,12}  {9,18,10}
(3,4) || {10,13,11} {11,14,12} {12,15,10}
(3,5) || {10,16,5}  {11,17,6} {12,18,4}
(4,5) || {13,16,14} {14,17,15} {15,18,13}

U sljedecoj tablici navedeno je svih 9 blokova skupa Cig.

a\i || 0 1 2

0 [[{19,10,2} {19,11,3} {19,12,1}
1 || {19,13,5} {19,14,6} {19,15,4}
2 || {19,16,8} {19,17,9} {19,18,7}

Konaéno, neka je B = A19UB19UC1g i uredeni par (V, BB) je Steinerova
trojka reda 19. Evo svih 57 blokova.

1111|1111 |1(2]|2|2/2]|2]2 2133
2141516 (8|9 |1012]16| 4 |5 |67 |9 1011|174 5
3111|718 13|15 |14 19|17 |16 |12 |8 |13 |14 |19 |15 |18 |9 |17
31313133 |3 (4|4 |4]|4(4|4]5|5]5|5]5|6]6
6 |7 |8 |11 12165 |7 |8 |12(13 |15 8 | 9 |10|13|14| 7| 9
1011514 19|13 |18 |6 |14 |10 |18 |17 |19 |15 |11 |16 |19 |18 | 12| 13
6|6 |6 |77 7] 7|8 |8|8[9[9]9]10/10]11|13]13|14
1111415810 |11 (18|11 |12 |16 |10 |12 |17 |11 |12 |12 |14 |15 |15
17119116 |9 |17 |16 |19 |18 |17 |19 |18 |16 | 19|13 | 15|14 |16 | 18 | 17
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5. Primjena Steinerovih trojki u planiranju
i izvodenju eksperimenata

Osim lijepe matematicke teorije, Steinerove trojke imaju niz primjena
u znanosti i industriji, primjerice u kodiranju podataka, kriptografiji i
testiranju softvera. Najpoznatija je primjena u planiranju i dizajnira-
nju eksperimenata. Osnovna je ideja zna¢ajno smanjiti broj potrebnih
eksperimenata prilikom testiranja kombinacija ulaznih podataka, uz mi-
nimalni statisticki gubitak kod provedbe samih eksperimenata. U nas-
tavku je dan ilustrativan primjer.

Primjer 3. Automobilska tvrtka proizvodi novu lequru za odredene di-
jelove svojih automobila. Kako bi uskladili troskove proizvodnje i efikas-
nost odluceno je da ce se legura izraditi od kombinacije 3 metala. Na
raspolaganju je n metala te je potrebno kroz niz eksperimenata odluciti o
optimalnijoj kombinaciji. Istovremeno, potrebno je ispitati kemijsku sta-
bilnost legure, odnosno kakva je medusobna interakcija svaka dva para
metala, kako bi se izbjegle kombinacije elemenata koji su medusobno ne-
gativno reaktivni. Provedba eksperimenta ogranicena je troskovima, du-
linom trajanja testiranja, kolicinom materijala, raspoloZivim osobljem
te kapacitetom laboratorija u kojem se provodi.

Prvi pristup je izraditi sve legure sastavljene od tri metala. Njih ima
koliko i troclanih podskupova n-¢lanog skupa

(Z) _n(n— 1()5(n -2).

U tom ¢emo slucaju iscrpno testirati sve kombinacije tri metala, te is-
tovremeno medusobnu interakciju parova metala. No, uotavamo da je
mogu¢ i drugi pristup, orijentiran na ustedu resursa. Naime, modeliramo
li ekperimente kao blokove jedne Steinerove trojke reda n, provest ¢e se

n(n—1)
6

eksperimenata. lako se na ovaj nacin nece testirati sve kombinacije tri
metala, ipak ¢ée se testirati interakcija svih parova metala, stoga ¢e sta-
tisticki gubitak biti minimalan. Ukupni troskovi te duljina trajanja tes-
tiranja, kao i koli¢ina materijala i potrebni kapacitet laboratorija bit ¢e
n — 2 puta manji. U sljede¢oj navodimo za ilustraciju razlike u broju
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eksperimenata za male vrijednosti parametra n.

[l G [*5]
7] 3 7

9 s | 12
3] 286 | 26

5] 455 | 3

19 969 57
97 | 147440 | 1552
99 | 156849 | 1617

Poglavlje éemo zavrsiti jednim primjerom plana eksperimenata za ispi-
tivanje legure od tri metala. Na raspolaganju je ukupno 25 metala ¢ije
je kombinacije i interakciju potrebno testirati. Provedba eksperimenata
dizajniranih iz blokova Steinerove trojke reda 25 kojih je 100, nasuprot
iscrpnih 2300, omogucuje ustedu resursa uz prihvatljiv gubitak informa-
cija.

11|11 {11 {1 }1{1 |11 }]1}2]22]2]|2|2]|2]|2
21415 819101112 |15(16(22| 4 | 5 |6| 7|9 |10]|11]]12
314|724 (1321|1719 (1825|200 |23|22|15|8|19|14|16| 18] 20

2021233333333 (3|33 [4]4|4]4]4]4
1317123 101112 (14 18|22 |5 | 7 | 8 |11 |12 |13
25 (21024192313 |15(20 |21 |17 |16 |25|19|24|6|17| 10|16 |24 |20

'S
ot
(=2
-
o

4144|555 |5|5|5|5|5|6|6|6|6|]6]|6]6]|6 |7
1518 |19 8 1012131416 20| 7 | 9 |10 |11 |14 15|17 |21 |8
2112523 |18 |11 (22|17 |19 (21|25 |24 |12 |16 |18 |23 |20 |19|25|22|9

TITT| T 7T 8181888 18[91919(19]9]9]1010
10111416 (18|21 |11 |12 |15 |16 |17 |19|10 |12 |13 |17 |18 |20 | 11|13
20 |13 122023242521 |14 |23 22|24 |25|15|19|24|23|22|25|12]|23

1010 | 11 |11 (11 (12|12 |12 |13 |13 |13 |14 |14 |15 |16 |16 | 17| 19|19 | 20
14 124141522 |13 15|23 |14 |15 17|15 |18 |16 |17 |18 |18 |20 |21 |21
19125124 |20 (25|21 |22|25|16 |18 22|17 (23|24 |19 |21 |20|22|24 |23

U ovom smo ¢lanku predstavili tek osnovne rezultate o Steineroivm
trojkama. Citatelju koji zeli dalje dublje samostalno proucavati temu
preporucujemo knjigu [4].
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