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Sazetak

Igra SET je zanimljiva kartaska igra namijenjena djeci i odraslima.
Ta igra, osim §to je iznimno zabavna, u sebi sadrzi i povezuje ¢itav niz
elemenata iz podrucja afine geometrije, linearnih prostora i kombinato-
rike. U ovom radu ¢emo pokazati kako se igra SET moze matematicki
modelirati afinom geometrijom AG(4,3) u kojoj su tocke te geometrije
karte, a pravci su trazena rjeSenja igre. Ako fiksiramo dva svojstva, od
Cetiri koja se u igri promatraju, dobit ¢emo karte koje ¢ine Hesseovu
konfiguraciju AG(2,3), a rjeSenja igre su pravci te ravnine.

Kljuéni poymoui: igra SET, afina ravnina, afina geometrija

Abstract

The game SET is an interesting card game intended for children and
adults. This game, besides being extremely fun, contains and connects a
whole series of elements from the fields of affine geometry, linear spaces
and combinatorics. In this paper, we will show how the game SET can
be mathematically modeled by the affine geometry AG(4,3) in which
the points of this geometry are the maps, and the lines are the required
solutions of the game. If we fix two properties, out of the four observed
in the game, we will get the maps that form the Hesse configuration
AG(2,3), and the solutions of the game are the lines of this plane.

Keywords: game SET, affine plane, affine geometry
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1. Uvod

Mnogi prakticni zadaci i problemi mogu se matematicki modelirati u
razli¢itim geometrijama. U prouc¢avanju konacnih i beskona¢nih geome-
trija posebno su zanimljive afine geometrije, a medu njima vazno mjesto
zauzimaju afine ravnine. Poznata Euklidova ravnina primjer je jedne be-
skonacne afine ravnine nad realnim prostorom. Da bi opisali igru SET
u modelu afine geometrije, upoznat ¢emo se najprije s afinom ravninom
i afinom geometrijom opcenito, potom ¢emo opisati glavne karakteris-
tike igre SET i na kraju opisati vezu izmedu pravaca u afinoj ravnini
AG(2,3), pravaca u afinoj geometriji AG(4, 3) i karata koje predstavljaju
rjesenja igre SET.

2. Afina ravnina

Afine ravnine su incidencijske strukture koje imaju i odredena geome-
trijska svojstva, pa krenimo stoga od definicije incidencijske strukture.

Definicija 1. Neka su T i B neprazni disjunktni skupovi i I C T x B
binarna relacija na skupovima T ¢ B. Uredenu trojku (T, B, I) nazivamo
incidencijskom strukturom. Elemente skupa T nazivamo toékama,
elemente skupa B pravcima, a relaciju I relacijom incidencije.

Kazemo da tocka A € T lezi na pravcu p € B ili da pravac p pro-

lazi tockom A, odnosno da je pravac p incidentan s tockom A, ako je
(A,p) e l.
Incidencijska struktura (7,B,I) je kona¢na ako su skupovi 7 i B ko-
na¢ni. Nama ¢e u ovom radu biti vazne kona¢ne incidencijske strukture
kojima su pravci neprazni podskupovi skupa tocaka, dakle B c 27, a
relacija incidencije je relacija pripadanja. Stoga, tocka A € T lezi na
pravcu p € B ako i samo ako je A € p.

Definicija 2. Za tri razlicite tocke incidencijske strukture (T,B,1) ka-
Zemo da su kolinearne ako sve tri leZe na istom pravcu. U protivnom
kazZemo da su nekolinearne. Za dva pravca p,q € B kaZemo da su
paralelna, i pisemo p || q, ako jep=q ilipNng=10.

Relacija paralelnosti je relacija ekvivalencije na skupu B. Klase ekvi-
valencije po relaciji paralelnosti su klase paralelnih pravaca, a svaku tu
klasu nazivamo smjerom.

Definicija 3. Incidencijsku strukturu (T,B,I) nazivamo afinom rav-
ninom ako vrijedi:

(A1) za svake dvije razlicite tocke A, B € T postoji toéno jedan pravac
koji prolazi tim tockama; taj pravac oznacavamo s AB;
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(A2) za svaki pravac p € B i svaku tocku C € T koja ne leZi na pravcu p
postoji to¢no jedan pravac q € B koji prolazi tockom C' i paralelan
je s pravcem p;

(A3) postoje barem tri razlicite nekolinearne tocke.

Iz Aksioma (A1) direktno slijedi da dva razli¢ita pravea ili imaju
jednu zajednicku tocku ili ih nemaju uopée (ili se sijeku u toc¢no jednoj
tocki ili su paralelni). Aksiom (A2) je u euklidsko] geometriji poznat pod
nazivom Euklidov peti postulat o paralelama, a Aksiom (A3) osigurava
da afina ravnina sadrzi vise od jednog pravca.

Ako je afina ravnina konac¢na incidencijska struktura, odnosno ako
ima konacan broj tocaka i pravaca, nazivamo je kona¢nom afinom
ravninom. Postavlja se pitanje koliko tocaka i pravaca sadrzi najmanja
kona¢na afina ravnina. Ta ravnina opisana je u sljede¢em primjeru.[7]

Primjer 1. Po Aksiomu (A38), u afinoj ravnini postoje barem tri razlicite
tocke koje me leZe na istom pravcu. Neka su to tocke A, B i C. Po Ak-
siomu (A1), kroz svaki par toc¢aka prolazi tocéno jedan pravac pa imamo
tri razlicita pravca: AB, BC i AC. Svaka dva para tih pravaca sijeku
se u tocno jednoj tocki (pravei AB i BC se sijeku u tocki B, pravci
AB i AC u tocki A, a pravci AC i BC u tocki C), pa ti pravci nisu
medusobno paralelni. Sada, po Aksiomu (A2), za svaki od ta tri pravea
postoji jedinstveni pravac kroz treéu nekolinearnu tocku paralelan polaz-
nom (kroz tocku C' postoji jedinstveni pravac paralelan s pravcem AB,
kroz tocku B pravac paralelan s AC i kroz tocku A pravac paralelan s
BC). Zbog tranzitivnosti relacije paralelnosti, ni ta nova tri pravca nisu
medusobno paralelna, sto znaci da se sijeku barem u jednoj tocki, nazo-
vimo je D. QOva konstrukcija dovela nas je do najmanje konacne afine
ravnine. Ona sadrzi Cetiri tocke i Sest pravaca, na svakom pravcu leZe
toéno dvige razlicite tocke i svaka tocka leZi na toéno tri razlicita pravca.
Ima tri klase ekvivalencije po relaciji paralelnosti, odnosno tri smjera:

{AB,CD},{AC,BD},{AD, BC}. (slika

Primijetimo da u najmanjoj afinoj ravnini svaka dva pravca imaju
jednak broj tocaka. U nastavku ¢emo pokazati da to svojstvo vrijedi
u svakoj konac¢noj afinoj ravnini. Iz gornje konstrukcije najmanje afine
ravnine slijedi da na svakom pravcu afine ravnine leze barem dvije tocke.
Naime, po Aksiomu (A3), u afinoj ravnini postoje barem tri nekolinearne
tocke, oznacimo ih s A, B i C. Neka na pravcu p lezi samo jedna od tih
tocaka, na primjer tocka A. Tada, po Aksiomu (A1), postoji jedinstveni
pravac kroz tocke B i C'. Ako pravac BC nije paralelan s pravcem p,
onda se ta dva pravca sijeku u tocki razli¢itoj od tocke A (inace bi sve
tri tocke lezale na jednom pravcu, a pretpostavka je da su nekolinearne),
pa pravac p sadrzi jo§ barem dvije tocke. Ako su pravci p i BC paralelni,
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Slika 1. Najmanja afina ravnina [7].

onda po Aksiomu (A2) postoji pravac g koji prolazi tockom C i paralelan
je s pravcem AB. Buduéi da pravei AB i p nisu paralelni (sijeku se u
A), to ne mogu biti ni pravci g i p, pa se pravci ¢ 1 p sijeku u tocki koja
nija A. Dakle, na svakom pravcu afine ravnine leZze barem dvije tocke,
a to da je na svakom pravcu konacne afine ravnine jednak broj tocaka
garantira nam sljedeéa propozicija. [4]

Propozicija 4. U konacénoj afinoj ravnini na svakom pravcu leZi jednak
broj tocaka.

Dokaz. Neka su pi g razliciti pravci konacne afine ravnine. Razlikujemo
dva slucaja:

e pravci p i ¢ nisu paralelni,
e pravci p i g su paralelni.

Pretpostavimo najprije da pravci p i ¢ nisu paralelni, odnosno da se
sijeku u jednoj tocki i ozna¢imo tu tocku s A. Po Aksiomu (Al), na
svakom pravcu nalaze se barem dvije tocke pa, osim zajednicke tocke A,
postoji jos jedna tocka na pravcu p razlicita od A i jo$ jedna tocka na
pravcu q razli¢ita od A; ozna¢imo ih redom s B € pi C € ¢. U Primjeru
smo pokazali da najmanja afina ravnina sadrzi 4 tocke, odnosno da
postoji barem jos jedna tocka koja ne lezi na pravcima p i ¢; oznac¢imo
je s D. Po Aksiomu (A1) postoji novi pravac koji prolazi tockama A i
D, ozna¢imo ga sa s. Trenutno imamo tri pravca, i na svakom po dvije
tocke. Dodajmo sada na pravac p tocku E. Kako pravci p i ¢ nisu pa-
ralelni to, po Aksiomu (A2), postoji pravac kroz tocku E paralelan s g,
ozna¢imo ga s ¢'. Zbog tranzitivnosti relacije paralelnosti, pravci ¢’ i s
nisu paralelni (s }f ¢ i g || ¢’ pa s}t ¢') veé se sijeku u tocki koju éemo
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oznaciti s F. Sada ponovno zbog (A2) postoji pravac koji je paralelan
s pravcem p i prolazi tockom F, takav pravac oznacimo s p’. Nadalje,
sjeciste pravaca p’ i ¢ ozna¢imo s G (to sjeciste postoji jer ti pravei nisu
paralelni $to slijedi opet iz tranzitivnosti relacije paralelnosti). Ovim
postupkom smo dodali po jednu tocku na pocetna dva pravca p i ¢ i
sada svaki taj pravac sadrzi po tri tocke. Postupak mozemo ponavljati
konac¢an broj puta i u svakom trenutku broj tocaka na pravcu p je vedi ili
jednak od broja tocaka na pravcu g. Cijeli postupak smo mogli zapoceti
i s pravcem g. Tada bi u svakom trenutku broj tocaka na pravcu ¢ bio
vedi ili jednak od broja tocaka na pravcu p, pa zbog konacnosti skupa
tocaka zakljucujemo da je broj tocaka na pravcima p i g jednak.
Pretpostavimo sada da su pravci p i g paralelni. Odaberimo na prav-
cima p i ¢ po jednu tocku i ozna¢imo ih s A € pi B € ¢q. Pravac koji
prolazi tockama A i B ozna¢imo s m. Primijetimo da m nije paralelan
niti sa p niti sa q. Neka je C tocka na pravcu p koja ne lezi na pravecu m
i neka je m’ pravac paralelan s pravcem m koji sadrzi tocku C. Pravac
m’ sijeCe pravac q. Oznacimo to sjeciste s D. Ovim postupkom smo
dodali po jednu tocku na pravce p i g i sada svaki taj pravac sadrzi po
dvije tocke. Postupak mozemo ponoviti konacan broj puta i uz iste ar-
gumente koje smo koristili u prethodnom slucaju zaklju¢ujemo da pravci
p i g imaju jednak broj tocaka. O

Tom broju ¢emo dati posebno ime.

Definicija 5. Konacénu afinu ravninu v kojoj na svakom pravcu lezi
to¢no q tocaka nazivamo afinom ravninom reda q i oznacavamo s
AG(2,q), a broj q nazivamo redom te ravnine.

Primijetimo da je afina ravnina iz Primjera |l| reda 2, odnosno to je
AG(2,2) ravnina. Nama ¢e od posebnog znacenja biti afina ravnina
AG(2,3) i nju éemo sada detaljno opisati. Afinu ravninu AG(2,3) ¢esto
nazivamo i Hesseovom konfiguracijom.

Primjer 2. [7] Afina ravnina AG(2,3) sadrzi devet tocaka @ dvanaest
pravaca, na svakom pravcu leZe toéno tri razlicite tocke (reda je 3) i
svaka tocka leZi na toéno cCetiri razli¢ita praveca. Jedan model te ravnine
prikazan je na slici2l U tom modelu, skup tocaka je

T =1{1,2,3,4,5,6,7,8,9},
a skup pravaca je

B= {pl7p27p37p47p57p65p7ap85p97p107p117p12},

gdje su
b1 = {1a273}7 p2 = {475a6}7 p3 = {77879}7 P4 = {17477}; ps = {2a5a8}7
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Slika 2. Afina ravnina AG(2,3) [7].

pe = {3,6,9}, pr = {1,5,9}, ps = {2,6,7}, po = {3,4,8}, pio =
{1,6,8}, p11 = {2,4,9}, p12 = {3,5,7}. Ima cetiri klase paralelnih
pravaca, odnosno Cetiri smjera: (slika @

K1 ={p1,p2,p3}, Ko = {psa,p5,p6}, K3 = {p7,ps,po}

i K4 = {p10,p11, P12}

K K:
1 2 3 |
o —o—9o 1 3|
4 3 6 4 5
o—o 90
4 8 ¥ 7 8 9
> —o—90

Slika 3. Klase paralelenih pravaca (smjerovi) [7].

Iz prethodna dva primjera vidimo da u afinim ravninama AG(2,2)
i AG(2,3), osim $to na svakom pravcu lezi jednak broj tocaka, i svaka
tocka lezi na jednakom broju pravaca. Sljedeé¢i teorem nam pokazuje da
sve konacne afine ravnine imaju to svojstvo i daje nam jo$ neka vazna
svojstva.

Teorem 6. [I0], [I1] Za konacnu afinu ravninu AG(2,q) reda q vrijedi:

(1) svaka tocka leZi na toéno g+ 1 pravaca;
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(2) ima toéno g+ 1 smjerova, odnosno klasa paralelnih pravaca;
(3) ima toéno ¢* razlicitih tocaka;
(4) ima toéno ¢* + q razlicitih pravaca.

Dokaz. (1) Neka su A i B dvije razlicite tocke afine ravnine AG(2,q).
Zbog (A3) postoji tocka C koja je razlicita od A i B i ne lezi na pravcu
AB. Zbog (A2) postoji pravac kroz tocku C koji je paralelan s pravcem
AB, ozna¢imo ga s c¢. Kako je AG(2,q) ravnina reda ¢, to na pravcu c
lezi to¢no ¢ tocaka, oznacimo ih redom s A;, As, ..., A;. S obzirom da
se na pravcu ¢ nalazi i tocka C', ona mora biti jednaka nekoj od tocaka
A; za neki i € {1,...,q}. Bez smanjenja opéenitosti pretpostavimo da
je C = A;. Zbog (Al) postoji ¢ pravaca AA;, i = 1,...,q. Uocimo da
niti jedan od tih pravaca nije paralelan s po¢etnim pravcem AB (zbog
paralelnosti pravaca AB i ¢). Stoga kroz tocku A prolazi barem ¢ + 1
pravaca. Kad bi kroz tocku A prolazio jo§ neki pravac, onda bi on morao
sijeéi pravac ¢ u nekoj tocki koja je razlicita od tocaka A;, i = 1,...,q
pa bi na pravcu c lezalo vise od ¢ tocaka S$to je nemoguce jer je ravnina
reda q.

(2) Svaki pravac koji prolazi kroz neku évrstu tocku afine ravnine AG(2, q)
odreduje jedan smjer pa zbog (1) postoji totno g + 1 smjerova.

(3) Neka je A proizvoljna tocka u AG(2,q). Zbog (1), tockom A prolazi
tocno g + 1 pravaca. Kako je afina ravnina reda ¢, na svakom od tih
pravaca lezi to¢no ¢ toc¢aka. S obzirom da im je svima zajednicka tocka
A, preostali broj tocaka na svakom od tih pravaca je ¢ — 1. Stoga je broj
tocaka na pravcima koji prolaze tockom A jednak

(q+D(g—1D+1=¢>-1+1=4¢%

No, to je ujedno i broj svih toc¢aka ravnine AG(2,q) jer za svake dvije
razlic¢ite tocke postoji jedinstveni pravac koji njima prolazi, pa svaka
tocka razli¢ita od A lezi na nekom od pravaca kroz A.

(4) Buduéi da afina ravnina reda ¢ ima ¢? tocaka i da kroz svaku tocku
prolazi tocno g + 1 razlicitih pravaca, a na svakom pravcu lezi to¢no ¢
tocaka, ukupan broj pravaca je

2
q“(qg+1
@) _ o,
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Pokazimo sada kako kona¢nu afinu ravninu mozemo konstruirati po-
mocu kona¢nog polja (konstrukcija bi bila analogna i za beskonacéna po-
Jja, ali nam to ne treba). Podsjetimo se da konaé¢no polje reda ¢ postoji
ako i samo ako je g potencija prostog broja.

Neka je F konacno polje reda q. Ako za skup tocaka uzmemo 2-dimenzi-
onalni vektorski prostor F? nad F, tj. ako je T = 2, a za pravce skupove
oblika {a + bk : k € F}, a,b € F?, te ako definiramo relaciju incidencije
7 na nacin da tocka A € T lezi na pravcu p € B ako i samo ako je
A € p, onda je incidencijska struktura (7,8,) afina ravnina AG(2,q).
Tu afinu ravninu nazivamo 2-dimenzionalnim afinim prostorom ili
afinom ravninom nad poljem F.

Afina ravnina nad poljem F je samo specijalni slu¢aj afine geometrije nad
tim poljem, a definiramo je pomoc¢u n-dimenzionalnog vektorskog pros-
tora F". Kao i prije, pretpostavit ¢emo da je polje konacno, a analogno
se definira i za bilo koje polje.

Definicija 7. Neka jeF konacno polje i k < n. Za svaki k-dimenzionalns
vektorski potprostor L < F™ i za svaki b € F", skup L+b = {a+b:a € L}
nazivamo translatom od L za vektor b.

Definicija 8. Neka je F konacéno polje reda q i n > 2. Afina ge-
ometrija ili n-dimenzionalni afint prostor nad poljem F, u oznaci
AG(n,q), je skup koji se sastoji od vektora prostora F™ koje nazivamo
tockama i translata vektorskih potprostora od F™ koje nazivamo rav-
ninama afine geometrije. Svaki translat k-dimenzionalnog vektorskog
potprostora od F™ k < n, nazivamo k-ravninom. Specijalno, 1-ravnine
nazivamo pravcima, 2-ravnine ravninama, o (n — 1)-ravnine hiper-
ravninama.

Sljededi teorem govori o broju to¢aka i pravaca u konac¢noj afinoj geome-
triji.

Teorem 9. Za afinu geometriju AG(n,q) nad poljem reda q vrijedi:
(1) ima tocéno ¢"™ tocaka;

(2) ima toéno ¢" ("1 + ¢ 2 + ...+ q+ 1) pravaca;

(3) svaka tocka leZi na toéno ¢t +q" "2+ ... + ¢+ 1 pravaca;

(4) na svakom pravcu lezi toéno q tocaka.

Znamo da su svaka dva konacna polja istoga reda izomorfna, a kako
je Z, = {0,1,...,p — 1} najjednostavnije kona¢no polje (polje ostataka)
prostog reda p, prirodno je sva kona¢na polja reda p identificirati s poljem
Z,. Binarna operacija zbrajanja na skupu Z, definirana je na nacin da
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svakom uredenom paru (z,y) € Z, X Z, pridruzi ostatak pri dijeljenju
cijelog broja = 4+ y s brojem p, dok binarna operacija mnozenja svakom
uredenom paru (z,y) € Z, x Z, pridruzuje ostatak pri dijeljenju cijelog
broja x -y s brojem p. Uz ovako definirano zbrajanje i mnozenje Z, je
polje. Rezultati zbrajanja i mnozenja na Zs dani su u tablicima [1fi

+ (0|12 0|12
00|12 0/{0]0|0
1(1]2]0 10|12
212|011 210121
Tablica 1. Zbrajanje. Tablica 2. Mnozenje.

Pokazat éemo da je igra SET povezana s afinom geometrijom AG(4, 3)
nad poljem Zs. Po prethodnom teoremu, afina geometrija AG(4,3) ima
81 tocku, 1080 pravaca, svaka tocka lezi na to¢no 40 pravaca i na svakom
pravcu leze to¢no 3 tocke.

3. Igra SET

Igra SET je zabavna kartaska igra namijenjena gotovo svim uzrastima
(od sest godina pa nadalje). Osmislila ju je Amerikanka Marsha Jean
Falco 1974. godine i tijekom godina usavrsavala, da bi 1990. igra ugledala
svjetlo dana i od tada postala vrlo popularna, kako unutar matematicke
zajednice, tako i izvan nje [3].

Igra se sastoji od $pila posebno osmisljenih karata. Na karti su nacrtani
jedan, dva ili tri ista oblika (romb, oval ili nepravilni lik) koji su svi
iste boje (crvene, zelene ili ljubicaste) i ¢ija je nutrina svima jednako
ispunjena (prazna, iscrtkana ili puna). Dakle, svaka karta jednoznaéno
je odredena sljede¢im svojstvima:

1. oblikom objekata nacrtanih na karti (romb, oval ili nepravilni),
2. brojem tih objekata (jedan, dva ili tri ista objekta),

3. bojom (crvena, zelena ili ljubicasta),

4. ispunjenjem (prazno, iscrtkano ili puno).

Na slici [f] dani su primjeri nekih SET karata.

Kako imamo cetiri razlicita svojstva, a za svako svojstvo imamo po tri
moguénosti, to je ukupno 3* razlicitih moguénosti, §to znaci da u $pilu
imamo 81 kartu. Cilj igre je pronaci sto vise takozvanih SET-ova. SET
se sastoji od tri karte na kojima je svako pojedino svojstvo ili na sve tri
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Slika 4. Primjeri SET karata [9].

karte isto ili je na sve tri karte razli¢ito. Na primjer, ako tri karte imaju
po jedan puni romb u razli¢itim bojama, onda te tri karte ¢ine SET jer
su im broj, oblik i ispunjenje isti, a boja im je svima razli¢ita (slika.
No, ako tri karte imaju zelene pune oblike, ali je na prvoj karti jedan
romb, na drugoj dva romba, a na trecoj tri ovala, onda te karte ne ¢ine
SET jer oblici nisu niti svi isti niti svi razli¢iti shka .

*lole] I

(a) Primjer SET-a. b) Primjer koji nije SET.

Slika 5. Primjer SET-a i ne SET-a.

Igra zapocinje otvaranjem 12 karata tako da svi igrac¢i vide njihovo lice.
Igraéi istovremeno, po principu tko ¢ée prije, traze SET medu otvorenim
kartama. Nakon §to jedan od igraca prvi uoc¢i SET, izgovara rije¢ SET i
uzima te tri karte, a iz preostalog $pila karata se dodaju nove tri karte i
postupak trazenja SET-a se nastavlja. Ako u 12 otvorenih karata nema
SET-a nadodaju se jos tri karte. Ako ni medu tih 15 karata nema SET-a,
podijele se jos tri karte i tako sve dok se medu kartama ne pojavi barem
jedan SET. Dokazano je da je broj 20 najveéi broj karata medu kojima
ne mora nuzno biti SET-a (primjer jednog takvog skupa karata je na slici
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, drugim rijec¢ima, u igri SET dovoljno je otvoriti 21 kartu da bismo
bili sigurni da se medu njima nalazi barem jedan SET [1]. Igra zavrsava
kada su podijeljene sve karte iz $pila i kada u otvorenim kartama vise
nije moguce pronaci nijedan SET. Pobjednik je onaj igrac¢ koji je skupio
najvise SET-ova.

Pokazimo sada kako opisanu igru mozemo matematicki modelirati.
Ako svakom svojstvu na karti pridruzimo jednu koordinatu onda kartu
mozemo shvatiti kao uredenu cetvorku kojoj svaka koordinata moze
poprimiti tri razli¢ite vrijednosti (jer svako svojstvo ima tri razlicite
moguénosti). Stoga svaku kartu mozemo prikazati kao vektor (z1, 2, 3, T4)
u 4-dimenzionalnom vektorskom prostoru Zi nad poljem Zs, pri ¢emu
prva komponenta vektora oznacava broj, druga boju, treca oblik, a
cetvrta ispunjenje oblika, na nac¢in prikazan u tablici

Svojstvo - komponenta vek. Moguénosti
Broj - x1 jedan dva tri
Boja - zo crvena zelena | ljubicasta
Oblik - x3 oval romb | nepravilni
Ispunjenje - x4 iscrtkano | prazno puno
Vrijednosti komponenti 1 2 0

Tablica 3. Vrijednosti komponenti vektora.

Tako, na primjer, vektor (1,0,1,2) predstavlja kartu na kojoj je jedan
ljubicasti prazni oval, a vektor (0,2,2,0) kartu na kojoj imamo tri zelena
puna romba. Karte iz Primjera koje ¢ine SET zapisane u vektor-
skom obliku su redom (1,2,2,0),(1,0,2,0),(1,1,2,0). Primijetimo da ti
vektori zbrojeni daju nul vektor. Naime,

(1,2,2,0) +(1,0,2,0) + (1,1,2,0) = (0,0,0,0).

Pokazat ¢emo sada da to nije slu¢ajno, Stovise, tri ¢e karte ¢initi SET
ako i samo ako im je zbroj pripadnih vektora nul vektor.

Neka su dane tri karte koje ¢ine SET. Tada je, po definiciji SET-a, svako
pojedino svojstvo na sve tri karte ili isto ili je na sve tri karte razlicito,
Sto znaci da njima pripadni vektori na svakoj pojedinoj koordinati imaju
ili istu vrijednost (koja iznosi ili 0 ili 1 ili 2), ili sva tri vektora na toj
koordinati imaju razli¢ite vrijednosti (jedan od njih ima 0, drugi 1 i treéi
2). Dakle, razlikujemo dva slucaja:

(a) Ako je promatrano svojstvo na sve tri SET karte isto i ima vrijed-
nost z, z € {0,1,2}, onda je vrijednost zbroja pripadnih vektora na toj
koordinati jednaka

r+x+2x=3x=0 (mod 3).
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(b) Ako je promatrano svojstvo na sve tri SET karte razli¢ito, onda su
im na toj koordinati sve tri razli¢ite vrijednosti, pa je vrijednost zbroja
pripadnih vektora na toj koordinati, do na poredak, jednaka

0+142=3=0 (mod 3).

Time smo dokazali da je zbroj pripadnih vektora triju SET karata uvijek
nul vektor (jer je zbroj na svakoj koordinati jednak 0). No, vrijediiobrat,
tj. ako je zbroj triju razli¢itih vektora iz Zs na nekoj koordinati jednak
0, onda su vrijednosti tih vektora na tim koordinatama ili sve jednake
ili sve razlicite. Naime, iz x +y + z = O slijedi z = y = z ili je x # y,
T # 2,1y # 2, za sve x,y, 2 € Z3, pa na toj koordinati sve karte imaju
ili isto ili razli¢ita svojstva. Time smo dokazali da tri karte ¢ine SET ako
i samo ako im je zbroj pripadnih vektora jednak nul vektoru, odnosno
ako su ti vektori linearno zavisni. Iz ovog odmah slijedi i da svake dvije
karte jedinstveno odreduju treéu kartu koja s njima tvori SET. Naime,
ako pripadne vektore triju SET karata oznacimo ki, ke, k3 € Z3, onda
iz k1 + ko + k3 = 0 slijedi k3 = —k1 — k2, pa je karta k3 jednoznacéno
odredena kartama k; i k3. Ovim je dokazan sljedeéi teorem.

Teorem 10. Tri karte ¢ine SET ako i samo ako je zbroj njima pripadnih
vektora jednak nul vektoru. Takoder, dvije karte jedinstveno odreduje
trecu kartu koja s njima tvori SET.

Pokazali smo da svaku kartu mozemo shvatiti kao jedan vektor vek-
torskog prostora Z3j nad poljem Zz i da ¢e tri karte ¢initi SET ako i
samo ako su ti vektori linearno zavisni. Kako je svaki vektorski pros-
tor ujedno i afini prostor nad istim poljem, tako je i vektorski prostor
Z3% ujedno i 4-dimenzionalni afini prostor nad poljem Zs, odnosno afina
geometrija AG(4,3) kojoj su tocke elementi iz Z3, a pravci 1-ravnine,
tj. translati oblika {v + kw : k € Z3}, v,w € Z3. Karte su tocke te
geomerije, a linearna zavisnost vektora ¢ije karte ¢ine SET ekvivalentna
je kolinearnosti tih toc¢aka. Naime, tocke ki,ko,k3 € Z3 tvore SET
ako i samo ako je k; + ko + ks = 0, Sto se moze zapisati i u obliku
ks = —ky — ko = k1 + 2(k2 — k1), pa tocke ki, ko, k3 leze na praveu
{k1 + k(ke — k1) : k € Zs}. Stoga gornji teorem mozemo iskazati u
obliku:

Teorem 11. [6] Tri karte tvore SET ako i samo ako su njima pripadne
tocke kolinearne w AG(4,3).

Kako pravci u AG(4, 3) prolaze kroz tocno tri tocke zakljuéujemo da
su pravci te geometrije ustvari SET-ovi naSe igre, drugim rije¢ima da
SET-ova ima onoliko koliko ima pravaca u AG(4, 3). Iz teorema [J] slijedi
da u AG(4,3) ima 1080 pravaca [2], pa imamo isto toliko moguénosti za
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SET.

Znacajno ¢emo pojednostavniti trazenje SET-ova ako od cetiri mo-
guca svojstva fiksiramo dva, na primjer, gledamo crvene rombove. Karte
koje imaju ta dva fiksna svojstva mozemo, umjesto kao cetvorke, pro-
matrati kao uredene parove (z,y), za z,y € Zz. Takav §pil ima 3% =9
karata (umjesto polaznih 81). Na slici[6] vidimo jedan takav $pil s fiksira-
nom bojom (crvena) i oblikom (romb). Karte koje tvore SET su spojene
pravcima.

Slika 6. SET-ovi.

Ako karte zamijenimo totkama s koordinatama (z,y) u Z3 i spo-
jimo tocke koje tvore SET, dobivamo afinu ravninu AG(2, 3) opisanu u
Primjeru [2| kojoj su tocke svakog pravca upravo karte koje ¢ine SET.
Ukupno imamo 12 SET-ova jer je toliko pravaca u AG(2, 3).

Fiksiramo li samo jedno svojstvo, umjesto ¢etvorki promatramo ure-
dene trojke prostora Z3, a igra se moze modelirati afinom geometrijom
AG(3,3) u kojoj je 27 tocaka i 57 pravaca, odnosno 27 karata i 57 SET-
ova.

Igra SET moze se i drugacije promatrati. U toj igri je cilj skupiti
Sto vise SET-ova. No, §to ako to promijenimo na na¢in da zelimo bas iz-
bje¢i SET-ove i pronadi skup karata koji ne sadrzi niti jedan SET. S tim
ciljem, uvodi se pojam ANTI-SET-a koji oznacava upravo takav skup
karata. Pitamo se koliki je najveéi moguéi ANTI-SET i kako ga pronadi.
Geometrijski, trazimo najveéi skup tocaka afine geometrije AG(4,3) u
kojem nikoje tri tocke nisu kolinearne. Do odgovora se dolazi postupno.
Pokaze se najprije da je iz kompleta karata s totno dva razlic¢ita svojstva
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(takvih je 9) moguée podijeliti najvise 4 takve karte, odnosno da u afinoj
ravnini AG(2,3) postoji skup od najvise ¢etiri tocke od kojih nikoje tri
ne leze na istom pravcu. U kompletu karata s tri razlic¢ita svojstva je
najvise 9 takvih karata (od 27 koliko ih u tom kompetu ima), odnosno u
afinoj geometriji AG(3,3) postoji skup od najvise devet tocaka od kojih
nikoje tri ne leze na istom pravcu. I kona¢no, u kompletu SET karata
(Cetiri razlicita svojstva) je maksimalno 20 karata medu kojima nema
nijednog SET-a, odnosno u AG(4,3) postoji skup od najvise dvadeset
tocaka od kojih nikoje tri ne leze na istom pravcu. [I]

4. Zakljucak

Matematicki model igre SET je afina geometrija AG(4,3). Svaka tocka
toga prostora predstavlja jednu kartu, pa je ukupan broj karata jednak
ukupnom broju to¢aka u AG(4, 3), dakle 3*. Svaki SET odgovara pravcu
u AG(4,3), pa je ukupan broj SET-ova jednak ukupnom broju pravaca
u AG(4,3). Stoga postoji 1080 razlicitih SET-ova. Fiksnom tockom
prolazi to¢no 40 razlic¢itih pravaca, $to u terminima SET-a znaci da 40
razlic¢itih SET-ova sadrzi jednu fiksnu kartu.

Ravninu u AG(4,3) ¢ini skup od 9 tocaka koje predstavljaju karte s
dva razli¢ita svojstva (dva svojstva su fiksirana). To je afina ravnina
AG(2,3). Ona sadrzi 12 pravaca, $to znaci da medu tim kartama ima
toéno 12 SET-ova. Fiksnom toc¢kom ravnine prolaze to¢no 4 razlicita
pravca te ravnine, odnosno svaka od tih 9 karata (iz skupa karata s dva
razli¢ita svojstva) nalazi se u 4 razlicita SET-a.
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