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Sazetak

Teoriju time scale ra¢una uveo je S. Hilger u svojoj doktorskoj diser-
taciji 1988. godine kao ujedinjenje teorije diferencijskih jednadzbi s te-
orijom diferencijalnih jednadzbi, dajuéi tako formalizam za proucavanje
hibridnih diskretnih i kontinuiranih dinamickih sustava. U ovom radu
definirani su osnovni alati time scale racuna i opisani neki primjeri pri-
mjena time scale ra¢una u nejednakostima i ekonomiji. Radi prepoz-
natljivosti prikazanih rezultata zadrzali smo u radu engleski naziv ”time
scale” te za neke pojmove, uz prijevod na hrvatski jezik, spomenuli i
nazive na engleskom jeziku.

Kljuéni pojmovi: time scale, dinamicki sustavi, Jensenova nejednakost

Abstract

The theory of time scale calculations was introduced by S. Hilger
in his doctoral dissertation in 1988 as the unification of the theory of
differential equations with the theory of differential equations, thus pro-
viding a formalism for studying hybrid discrete and continuous dynamic
systems. Basic tools are defined in this paper time scale calculation
and described some examples of time scale calculation applications in
inequalities and economics. For the sake of recognition of the displayed
results we kept the English name ”time scale” in the work, and for some
terms, in addition to the translation into Croatian, we also mentioned
the names in English.
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1. Osnove time scale racuna

Osnove teorije time scale racuna postavio je 1988. godine njemacki ma-
tematicar S. Hilger u svojoj disertaciji Fin Masskettenkalki mit Anwen-
dung auf Zentrumsmannigfaltigkeite, PhD thesis, Universit &t Wiirzburg.
Nakon objavljivanja knjiga [8] i [7] sve se vise znanstvenika ukljucuje u
istrazivanje ovog podrucja matematike.

Time scale T je neprazan zatvoren podskup skupa R (pretpostav-
ljamo da T nasljeduje topologiju iz R). Primjeri time scale skupova su:
R, Z, N, [0,1] U [2, 3], [0, 1] UN, Cantorov skup.

Primjeri skupova koji nisu time scale: Q, R\Q, C, (0, 1).

Da bismo u jednom ra¢unu mogli objediniti diskretnu i kontinuiranu
teoriju definirat ¢emo sljedeée pojmove.

Definicija 1. Neka jet € T. Tada definiramo:

a) o(t) =inf{s € T : s > t} € T operator skoka unaprijed (forward
Jjump operator),

b) p(t) =sup{s € T : s < t} € T operator skoka unatrag (backward
Jump operator),

c) pu(t) = (o(t) —t) € [0,00) funkcija prednje zrnatosti (forward gra-
ininess function),

d) v(t) = (t — p(t)) € [0,00) funkcija strainje zrnatosti (backward
graininess function).

Sukladno definiranim operatorima, sada mozemo klasificirati tocke
time scale skupa na sljedeé¢i nacin.

Definicija 2. KazZemo da je tocka t € T:
1. desno-raspriena (right-scattered) ako je: o(t) > t,
2. lijevo-rasprsena (left-scattered) ako je p(t) < t,
3. izolirana ako je i lijevo-rasprsena i desno-rasprsena,
4. desno-gusta (right-dense) ako je o(t) =t,
5. lijevo-gusta (left-dense) ako je p(t) =t,
6. gusta ako je i lijevo-gusta i desno-gusta.

Primjer 1. Ako je T =R, onda za svaki t € R vrijedi:
o(t) =inf{s € R: s >t} =inf(t,00) =1,

p(t) =t

u(t) = 0.

Dakle, svaka tocka t € R je gusta.
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Primjer 2. Ako je T =7, onda za svaki t € 7 vrijedi:
ot)=inf{s€Z:s>t}=inf{t+1,t+2,...} =t +1,
p(t) =1- 1;

pu(t) = 1.

Dakle, svaka tocka t € Z je izolirana.

1.1. Diferencijabilnost u T

Da bismo opisali pojam diferencijabilnosti u time scale ra¢unu uvedimo
sljedece oznake: neka je T® = T\{M} ako T ima lijevo-raspreni maksi-
mum M, inace neka je T" =T.

Definicija 3. Za funkciju f : T — R kaZemo da je delta diferencijabilna
ut € T* ako postoji f&(t) € R takav da za svaki e > 0 postoji okolina
Uodt (t. U= (t—Nt+A)NT za neki A > 0) tako da je

(@) = () = f2 @) (o(t) = s)| < elo(t) —s|, seU.

Tada f*(t) nazivamo delta derivacijom funkcije f u tocki t.
Funkcija f : T — R je delta diferencijabilna na T ako je f delta diferen-
cijabilna za sve t € T*.

Neka je T,, = T\{m} ako T ima desno-rasprSeni minimum m, inace
neka je T, = T.

Definicija 4. Za funkciju f : T — R kaZemo da je nabla diferencijabilna
ut € T, ako postoji f¥(t) € R takav da za svaki e > 0 postoji okolina
U odt, tako da je

(f(p(t) = £(s) = FY () (p(t) = s)| < elp(t) s, seU.

Tada fV(t) nazivamo nabla derivacijom funkcije f u tocki t.
Funkcija f : T — R je nabla diferencijabilna na T ako je f nabla diferen-
cijabilna za sve t € T,.

Primjer 3. Neka je f : T — R zadana sa f(t) = «, gdje je « € R
konstanta. Tada je f©(t) = 0 jer za svaki € > 0 vrijedi

[f(o(t)) = f(s) =0(o(t) —s) [ = la—al =0 < €o(t) = 5|, seT.

Primjer 4. Neka je f: T — R zadana sa f(t) =t. Tada je f2(t) =1
jer za svaki € > 0 vrijedi

[f(o(t)) = f(s) =1o(t) =s)| = (o(t) =5 —(o(t) — )]

= 0<¢€lo(t)—s|, seT.
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Za derivaciju u time scale racunu vrijedi:

e ako je f delta diferencijabilna u t onda je f neprekidna u t,

e ako je f neprekidna u ¢ i ¢ je desno-rasprsena, (u(t) > 0), onda je
f delta diferencijabilna u ¢ i vrijedi

e ako je ¢ desno-gusta, (u(t) = 0), onda je f delta diferencijabilna u

t ako postoji limg_; w za s € T i tada vrijedi

s—t t—s

Primjer 5. Ako je T =R onda je svaka tocka t € R gusta pa slijedi da
je f: R — R delta diferencijabilna u t ako i samo ako

o 10 = £5)

s—t t—s

postoji i tada je f2(t) = f'(t), pri cemu je f'(t) uobicajena oznaka za
derivaciju realne funkcije u tocki t.

Primjer 6. Ako je T = Z onda je [ : Z — R delta diferencijabilna u t
1 vrijedi

_fle@®)—f#) _ fE+1) - f1) _

gdje je A obic¢ni diferencijski operator.

Ideja racuna u time scale skupovima je izbjegavati odvojenu diskusiju
za slucajeve kada je p(t) =01 p(t) > 0.
U tu svrhu koristimo formule koje vrijede za oba slucaja:

o f(o(t)) = f(t) + pt)f2 (1),
o (f+9)2(t) = f2(t) + 92 (1),
o (af)2(t) = af2(t),x €R,
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o (f92(t) = F2(g(t) + fo(t)g”(t) = f(H)g> (1) + F2(D)g(a (1),

\° FAWgt) — f(t)g™(t)
(g> 0= =)

pri ¢emu su f i g diferencijabilne funkcije u t € T* i g(t)g(o(t)) # 0.

Primjer 7. Odredimo delta derivaciju funkcije f(t) = t2. Vrijedi
()2 = (t)° =ttt + o ()™ =t + o (t),

prema produktnom pravilu koje smo prethodno naveli.

Primjer 8. Odredimo delta derivaciju funkcije f(t) = 1,t # 0. Vrijedi

1" 1%-u® 0-1 -1
(t> Tty te(t)  to(t)

1.2. Neprekidnost u T

Definicija 5. Za funkciju f : T — R kaZemo da je rd-neprekidna ako
je neprekidna u svim desno-gustim tockama u T i njeni limesi slijeva su
konacni u svim lijevo-gustim tockama u T.

Oznaka sa skup svih rd-neprekidnih funkcija je Cq (T).
Definicija 6. Za funkciju f : T — R kaZemo da je ld-neprekidna ako

je neprekidna uw svim lijevo-gustim tockama u T i njeni limesi sdesna su
konacni u svim desno-gustim tockama u T.

Oznaka za skup svih 1d-neprekidnih funkcija je Ciq (T).

Za neprekidnu funkciju u time scale ra¢unu vrijedi:

e skup neprekidnih funkcija na skupu T sadrzi i skup Ci.q (T) i skup
Cia (T),

e operator o (t) je rd-neprekidni operator,

e ako je funkcija f : T — R neprekidna, funkcija g : T — R rd-
neprekidna i ¢ (T) € T onda je njihova kompozicija f o g takoder
rd-neprekidna.
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1.3. Integriranje u T

Analogno delta i nabla derivacijama, u nastavku ¢emo posebno definirati
delta i nabla antiderivacije, odnosno delta i nabla integrale. Inace, radi
analogije rezultata delta i nabla derivacija i integrala, u znanstvenim se
radovima rezultati prikazuju uglavnom samo za jedan od tih smjerova
(ili delta ili nabla).

Definicija 7. Funkcija F : T — R je delta antiderivacija funkcije
f:T — R akoje FA(t) = f(t) za svet € T*. Delta integral definiramo
sa

/ F(s)As = F(t) — F(a).

Definicija 8. Funkcija G : T — R je nabla antiderivacija funkcije
f:T — R akoje GV (t) = f(t) za svakit € T,. Nabla integral definiramo
sa

t
/ f(s)Vs =G(t) — G(a).
Vrijedi: svaka rd - neprekidna funkcija ima delta antiderivaciju i svaka

Id - neprekidna funkcija ima nabla antiderivaciju.

Primjer 9. Neka je T = Z. Odredimo neodredeni integral [ a'/At, gdje
je a # 1 konstanta.

Iz A
al A at _ attl — gt o
a—1 a—1 a—1

at
/atAt: +C,
a—1

slijedi da je

gdje je C proizvoljna konstanta.

Osnovna svojstva delta integrala, koja najcesée koristimo u integral-
nom rac¢unu u time scale skupovima, opisana su u sljedeé¢e dvije propo-
zicije.

Propozicija 9. Neka su a,b,c € T,a € R i f,g € Crq (T). Tada vrijedi
b b b
1 [, (f@®) +g)At = [ fOAL+ [, g(t)At;
b b
2. [Jaf(t)At=a [ f(t)At;

3. [P F)At=— [ f(1) AL
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S OISR W OV M OTE
5 [T ft)At=0;
6. ako je f(t) >0 za sve a <t < b, onda je f; f)at > 0;

7. ako je f& >0, onda je f neopadajuéa funkcija.

Propozicija 10. Neka sua,b €T i f € Crq(T). Vrijedi:
1. ako je T =R, onda je fab f)At = f: f(t)dt,
2. ako je T =7, onda je:

b—1

Y ), a<b,

b t=a

/ =14 o, a=b,

“ a—1

- Z f(t)7 a> ba
t=b

3. ako su sve tocke u [a,b] N'T izolirane tocke, onda je
> ou®f), a<b,

/bf(t)At: 0, a=b,
’ - wf), a>b

t€lb,a)

2. Diamond-a derivacija i integral

Ubrzo nakon konstruiranja osnovnih pojmova i alata u time scale ra¢unu
znanstvenici dolaze na ideju objedinjavanja pojmova delta i nabla deriva-
cija, donosno integrala, u pojam diamond-« derivacija (integrala) ¢ime se
omogucava dobivanje poopc¢enih rezultata koji, kao specijalne slucajeve,
daju rezultate nad delta, odnosno nabla ra¢cunom. Diamond-« derivacija
i integral definirani su na sljedeéi nacin.

Definicija 11. Neka je 0 < a < 1 ¢ TF = T* N T,. Ako je f dife-
rencijabilng uw t € T; i u delta © v nabla smislu, onda je f diamond-a
diferencijabilna u t i dinamicka derivacija f°“(t) je dana sa

Fot) = aft () + (L - a)fY ().
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Diamond-« derivacija postaje:
e standardna delta (A) derivacija za o = 1,

e standardna nabla (V) derivacija za a = 0.

Definicija 12. Neka je a,t € T,0 < o« <1 ih: T — R. Tada je
diamond-« integral funkcije h od a do t definiran sa

/ath(f) oa T = a/: W) AT+ (1 - a) /at h(r)VT.

Vrijedi: diamond-a integral funkcije h postoji ako je h neprekidna
funkcija.

Primjer 10. Neka je a = % i T =1{0,1,2,3}. Diamond-« derivacija za

funkciju na skupu T, definirana je na skupu T = {1,2}. Promotrimo
funkciju f(t) = 0. Funkcije F i G neka su definirane na sljedeéi nacin:

F(0)=0, G(0)=1,
F(1)=5, G(1)=-3;
F(2)=0, G(2)=1;
F3)=5, G(3)=-3.
Tada je
pearyy - L F@—FQ) 1 FQ1)-F(0)
=3 21 2 1-0
1 1
=5(0=5)+2(5-0=0=f(1),
poaggy_ L FB) -F(2) 1 F(2)-F(1)
()_5 3_9 2 2—-1
:%@—0%%%0—®=0=f@>

Za funkciju G slijedi:

G2)-G1) 1
21 2 1-0

(A= () 45 (-3-1)=0= 41,

Goa(l) —

DN = DN =
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Go@2) =

DN = DN =

pa vrijedi

P = 6o (1) = (1),

Vidimo da su obje funkcije F' 1 G diamond-a antiderivacije funkcije
f na skupu T%. Vrijedi

F(2)—F(1) = -5#4=G(2) - G(1).

Ovaj primjer moze biti definiran za bilo koji o, 0 < o < 1, 4 za bilo
koji diskretni time scale T.

Vise o diamond-« dinamickoj derivaciji moze se procitati u [9]. Vi-
Sestruki Riemannov integral i visestruki Lebesgov integral u time scale
racunu opisani su detaljno u radovima [5] i [6].

3. Primjene na nejednakosti

U ovom poglavlju ilustrirat ¢emo primjenu time scale ra¢una na neke
od najpoznatijih nejednakosti nad konveksnim i superkvadratnim funk-
cijama kao S$to su Jensenova nejednakost, Jensen-Mercerova nejednakost
i Holderova nejednakost, a viSe rezultata o nejednakostima u time scale
racunu moze se pronadi u [3]. Krenut éemo od definicije konveksne funk-
cije.

Definicija 13. Neka je I interval u R. Za funkciju f: I — R kaZemo
da je konveksna na I ako za x,y € I i A € [0, 1] vrijeds

fAz+ 1=y SAf(2)+ (1= f(y).

Ako u gornjoj nejednakosti za x # y i A € (0,1) vrijedi stroga nejedna-
kost, onda kazZemo da je funkcija f strogo konveksna.

Ako u gornjoj nejednakosti vrijedi suprotna nejednakost, onda kaZemo
da je funkcija f konkavna.

Jednostavna geometrijska interpretacija konveksnosti (konkavnosti)
bila bi da dio grafa izmedu dviju to¢aka na grafu uvijek lezi ispod (iznad)
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tetive koja spaja te dvije tocke. Iz toga se lako vidi da su afine funkcije
jedine funkcije koje su istodobno i konveksne i konkavne.

Teorija konveksnih funkcija razvija se ubrzano od pojave radova J. L.
W. V. Jensena, a dominantnu ulogu u istrazivanju konveksnih funkcija
i opéenito matematickih nejednakosti ima Jensenova nejednakost.

Originalnu Jensenovu nejednakost za integrale navodimo u sljede¢em
teoremu.

Teorem 14. Neka je a,b € R, a < b i pretpostavimo da je I C R

interval. Ako je @ : I — R neprekidna konveksna funkcija i f : [a,b] — T
neprekidna funkcija onda vrijedi

b b
o (fa /) dt) _ Lew) d

b—a b—a

Autori R. P. Agarwal, M. Bohner i A. Peterson su u radu [I] dokazali
sljedeci oblik Jensenove nejednakosti za rd-neprekidnu funkciju f na time
scale intervalu.

Teorem 15. Neka je a,b €T, a <b, [a,blr =[a,b]NT i I CR. Ako je
f i la,blr — I rd-neprekidna i ¢ : I — R neprekidna konveksna funkcija,
onda je

(Gpa) s

Dokaz. Neka je xg € I. Tada postoji 8 € R tako da je
o(x) —p(x0) > Bx —x0) 2 €1 (2)

Bududi je f rd-neprekidna,

b
/fmm
Zo = b—a

je dobro definiran. o f je takoder rd-neprekidna pa mozemo primjeniti
uz x = f(t). Integriranjem od a do b dobivamo
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b
[ etrenat-e-a <f Jo 0T )

b
_ /(p(f(t))At—(b—a)SD(xo)

/b(cp(f()) (o)) At>5/ ) — o) AL

6/ t) — xolAt = Vf )AL — zo(b —a)}:O

¢ime je dokaz dovrsen. O

Primjenimo li Jensenovu nejednakost u time scale ra¢unu na super-
kvadratne funkcije dobit ¢emo profinjenje prethodne nejednakosti.

Superkvadratne funkcije predstavljaju poopéenje pojma konveksnih
funkcija i definirane su na sljedeéi nacin.

Definicija 16. Funkcija ¢ : [0,00) — R je superkvadratna ako postoji
funkcija C : [0,00) — R takva da je

o) —¢@) —p(y—2)) >C(x)(y—=2) za z,y>0.

Ako je ¢ superkvadratna i ¢ > 0 onda je ¢ konveksna i ¢ (0) =
¢'(0) = 0.

Na primjer, funkcija ¢(z) = zP je superkvadratna za p > 2.

U radu [4], autori J. Bari¢, R. Bibi, M. Bohner i J. Pec¢arié¢, primje-
nom alata time scale racuna, dobivaju profinjenja Jensenove nejedna-
kosti, konverzne Jensenove nejednakosti, Jensen-Mercerove i Holderove
nejednakosti promatranjem superkvadratne umjesto konveksne funkcije.
Neke od tih rezultata navodimo u nastavku. Najprije pokazimo kako je
dobivena Jensenova nejednakost za superkvadratne funkcije u time scale
rac¢unu.

Teorem 17. Neka je a,b € T. Pretpostavimo da je f : [a,b]r — [0, 00)
rd-neprekidna i ¢ : [0,00) = R neprekidna i superkvadratna. Tada je

o(Bfoe) <52 | )

a

b
o (F(s)) 0 (‘f(s) Lo 04

As.

145



JOSIPA BARIC NELIJA LUCIC LAVCEVIC

Dokaz. Neka je ¢ : [0,00) — R superkvadratna funkcija i 2o € [0, 00).
Prema Jensenovoj nejednakosti za superkvadratne funkcije postoji kons-
tanta C(xg) takva da je

¢ (y) = ¢ (o) + C (w0) (y — o) + ¢ (ly — wol) -

. . Jlrwat . . . .
Uvrstavanjem g = “25—"— iy = f(s) u gornju nejednakost dobivamo

b b
Pl = w(W)W(m (f@)—W)

b
+ Lp(’f(s)—faf(t)At>
Integriranjem od a do b, slijedi
b b X A
[ etonas [ |- B0

b—a
b b
_ / @ <fabf£t)aAt> AS

>As

b b
-/ lw(f(S)) . ( fs) - LSO ) As
b
— (b—a)y (fabetLAt
b J2 (AL

> C’(mo)/ lf(s) ab—a As

a b
= C(x0) /f(s)As— (b—a)-xg
= 0, ’

¢ime je teorem dokazan. O

Na slican nac¢in, primjenom superkvadratnih funkcija i poznatih re-
zultata o nejednakostima u time scale rac¢unu, dobivamo sljedeée profi-
njenje Holderove nejednakosti.

Teorem 18. Neka su a,b € T. Za p > 2 definiramo q sa % + % =1.
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Tada za rd-neprekidne funkcije g, h : [a,bly — [0, 00) vrijedi

/abgp(t)m - /ab

- </b h%t)At)q.

Jensen-Mercerova nejednakost u time scale racunu, koja profinjuje
poznatu Jensen-Mercerovu nejednakost za konveksne funkcije, dobivena
je u sljede¢em teoremu.

p 0

[2(gh)(t)At AL

o) =M

/ (gh) At <

Teorem 19. Neka su a,b € T. Neka je ¢ : [0,00) = R neprekidna
superkvadratna funkcija i 0 < m < M < co. Ako je g : [a, bt — [m, M]
rd-neprekidna funkcija, onda je

b b
@ <m+M—/ g(t)At> < p(m) + p(M) —/ e(g(t))At

) b
~ = / [(g(t) —m)p(M — g(t)) + (M — g(t))p(g(t) —m)] At

Al )

Na slican nac¢in dokazana je i sljedec¢a konverzna Jensenova nejedna-
kost u time scale racunu.

b
g(t)—/ g(s)As| | | At.

Teorem 20. Pretpostavimo da je a,b € T i ¢ : [0,00) = R superkva-
dratna funkcija. Tada za svaku f : [a,b]f — [m, M] C [0,00) takvu da je
fv ¥ o f € Crd (T), Urijedi

b B b . )
/ o) At < Ml OIS

f(s)As—m

b
w(m)+f“ A —m$M),

pri cemu je

1

b
R=2r"m / [(M = f(£)@(f(t) —m) + (f(t) — m)p(M — f(t))] At,
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4. Primjena time scale racuna u ekonomiji

Teorija time scale racuna moze se primjeniti na bilo koje podruéje u
kojem se dinamicki proces moze opisati diskretnim i kontinuiranim mo-
delima, npr. u

e clektrotehnici,

e biologiji,

e ckonomiji i financijama,
e fizici,

e kemiji,

e drustvenim znanostima,
e medicinskim znanostima,

e matematickom obrazovanju, itd.

Ovdje ¢emo ukratko opisati dinamicki optimizacijski problem iz eko-
nomije i za njega konstruirati time scale model. Detaljniji raspis rjeSenja
tog modela moze se pronaéi u radu [2].

Buduéi su mnogi ekonomski modeli u stvari dinamicki modeli, rezul-
tati time scale rac¢una su direktno primjenjivi na ekonomiju. Na primjer,
u diskretnom modelu potrosa¢ dobiva neka primanja kroz odredeno vri-
jeme i odlucuje koji dio ée potrositi, a koji sacuvati kroz to vrijeme.
Dakle, sve odluke donosi kroz jednako razdvojene vremenske intervale.
Na primjer, potrosa¢ dobije neka primanja u odredenom trenutku, o
Stednji odlucuje u neko drugo vrijeme, a potrosnja se takoder dogada
u bilo kojem trenutku. Stovise, odluke o potrosnji i stednji mogu se
modelirati tako da se dogadaju u proizvoljnoj vremenskoj frekvenciji.

Najcesce se dinamicki optimizacijski modeli u ekonomiji postavljaju
na sljedeci nacin: potrosa¢ nastoji maksimizirati dozivotnu korisnost uz
odredena ogranicenja. Tijekom svakog perioda zivota potrosa¢ mora
donositi odluke o tome koliko ¢e sacuvati, a koliko potrositi.

Uvedimo sada terminologiju koja ¢e nam omogudéiti matematicku in-
terpretaciju problema. Korisnost je funkcija koju potrosa¢ zeli maksi-
mizirati. U najjednostavnijem slu¢aju ona ovisi samo o potrosnji jednog
proizvoljnog produkta C. Korisnost u(C), tj. zadovoljstvo nakon po-
trosnje, ima u/(C) > 0 i u”(C) < 0, $to znaci da bi potrosa¢ uvijek htio
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potrositi vise ali svaka nova potro$nja kroz neko vrijeme stvara manje
koristi (zadovoljstva) nego prethodna.

U nastavku ¢emo koristiti sljedecu vrstu funkcija.

Definicija 21. KazZemo da je funkcija p: T — R v - regresivna ako je
1—v(t)p(t) #0, zat € Ty.

Klasu svih v - regresivnih funkcija na T,, oznac¢avamo sa
R,={p:T—R:p je ldneprekidna i v — regresivna}.

Definicija 22. Za p € R, definiramo nabla eksponencijalnu funkciju
t
iy (t9) =cap | [ 6l V. |,

za s,t € T, pri cemu je &, v- cilindricna transformacija zadana kao u

[7, str.49.].
U slucaju kada je T = R vrijedi éq (t,5) = e**=%), a kada je T = Z

vrijedi é, (¢, 8) = (#> ,a e R\ 1.

11—«

4.1. Diskretni model

Ovaj problem je dinamicki jer potrosa¢ mora donositi odluke za cijeli niz
C-ova, Cy, ..., Cp, pri ¢emu T moze biti kona¢an broj ili beskonacan.
Dakle, problem je pronaéi putanju potrosnje koja maksimizira dozivotnu

korisnost U':
T 1 s

gdje je Cs potrosnja u periodu s, u korisnost jednog perioda i U dozivotna
korisnost. Tu je takoder parametar 6 € (0,1) kao popustni faktor -
naime, radije trosimo danas nego sutra, tj. buduca troSenja cijenimo
manje nego sadasnja pa umanjujemo 'buducénost’ po stopi §.

Dakle, problem se moze izraziti kao maksimiziranje funkcije

T s
1
maxlU = g <> u(Cs)
—\1+90

T
uz uvjet Agy = (14+7r)As+Y, —Cs, zasve s € [0,T) i Ar (ﬁ) =
0 (detalje o koristenim oznakama Citatelj moze pronaéi u [2]). Dru-

gim rije¢ima, trebamo maksimizirati svoju zivotnu korisnost, ali smo

149



JOSIPA BARIC NELIJA LUCIC LAVCEVIC

ograniceni ¢injenicom da vrijednost naSe potrosnje treba biti jednaka
vrijednosti nasih prihoda plus dodatci koje mozda imamo. Uz to, imamo

T
i dodatni uvjet Ar (1ir) > 0 kojeg mozemo interpretirati na sljedeéi

nacin: ,,nije nam dozvoljeno neograni¢eno zaduzivanje®.

4.2. Kontinuirani model

Razmisljajudi kao i u prethodnom slucaju, promatramo problem maksi-
miziranja dozivotne korisnosti, koja je zbroj trenutnih koristi:

T
U= /u(CS)e"SS ds
0
obzirom na niz {C,}T_, i uvjet
Al =Agr+Y, — Cs.

4.3. Time scale model

Maksimiziramo

(=)

uz uvjet
AV(s) =rA(p(s)) +Y (p(5)) = C(p(s)),  s€[0(0),T].

Primjetimo da ovaj model u sebi sadrzi oba prethodna modela kao
posebne slucajeve, za T =7Z i T = R, redom.

Kada se ovaj problem rijesi primjenom alata time scale racuna, po-
kazuje se da stope rasta potro$nje mogu varirati ako se potrosnja ne
dogada kroz fiksne intervale. Na taj nacin, time scale model daje in-
formacije i za probleme s nejednako rasporedenim intervalima, za koje
standarni diskretni i kontinuirani modeli ne osiguravaju informacije.
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