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Sazetak

Ovim se radom zeli ukazati na vaznost i dobrobiti koristenja nes-
tandardnih zadataka u procesu razvijanja matematickih kompetencija
ucenika i potaknuti nastavnikeﬂ na implementaciju nestandardnih zada-
taka u nastavu matematike pocevsi od nizih razreda osnovne skole.

U radu je dano Sest takvih zadataka. Zadaci su matematicke za-
gonetke: Zacrni polja, Suko, Vise manje iz dnevnih novina. Za svaku
vrstu zagonetki, moguéi pristup rjeSavanju ilustriran je na dva zadatka.
Prikaz rjesenja zadataka je detaljan, a danim usmjeravajuéim pitanjima
simulira se rjesavanje zadataka u ucionici.

Kljuéni pojmovi: matematicka kompetencija, nestandardni matematicki zadaci,
nastava matematike

Abstract

This paper aims to highlight the importance and benefits of using
non-standard tasks in the process of developing students’ mathematical
competencies and to encourage teachersﬂ to implement non-standard
tasks in mathematics teaching, starting from the lower grades of primary
school.

Ipojmovi ucenik i nastavnik u sirem smislu rije¢i, neovisno o nivou obrazovanja,
2terms student and teacher in the broadest sense of the word, regardless of the
level of education
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The paper provides six such tasks. The tasks are mathematical pu-
zzles: Zacrni polja, Suko, Vise manje from daily newspapers. For each
type of puzzle, a possible approach to solving is illustrated in two tasks.
The presentation of the solution to the tasks is detailed, and the given
guiding questions simulate solving the tasks in the classroom.

Keywords: mathematical competence, non-standard mathematical tasks, mat-
hematics teaching

1. Uvod

U procesu razvijanja matematickih kompetencija ucenika nestandardni
matematicki zadaci imaju znacajnu ulogu. Nestandardni zadaci su oni
kod kojih je nepoznata barem jedna od sastavnica zadatka: postavljeni
uvjeti, cilj zadatka, neophodna teorijska osnova tj. teorijske ¢injenice
usko povezane s uvjetima i ciljem, i nac¢in rjesavanja (Kurnik, 2000.). Is-
tovremeno isti zadatak, za ucenika kojemu je nacin rjesavanja nepoznat,
bit ¢e nestandardan, dok ¢e drugom uceniku biti standardan (Khalmu-
ratovna, 2020.). Nivo znanja, prethodno iskustvo i poznavanje strategija
rjeSsavanja problema neki su od faktora koji odreduju je li ucéeniku zada-
tak standardni ili nestandardni (Skultéty i Pastor, 2020.).

Rjesavanje nestandardnih zadataka zahtjeva ve¢i umni napor i koncen-
traciju, dublju analizu, ustrajnost i dosjetljivost, te doprinosi razvoju
logickog misljenja i kreativnih sposobnosti (Kurnik, 2000.). Takoder,
ovakvi zadaci razvijaju motivaciju, metakogniciju i znanje (Skultéty i
Pastor, 2020.), i kako naglasava Madaminova (2023.) mogu biti izvrstan
alat za pobudivanje i zadrzavanje motivacije i interesa za matematiku
kao obveznog nastavnog predmeta.

O nestandardnim zadacima ne treba misliti kao o iznimno teskim, gotovo
nerjesivim zadacima. Georg Polya, veliki matematicar i pedagog 20. sto-
ljeca, Cije se ideje u poucavanju matematike i danas ostvaruju, u svojoj
knjizi (Polya, 1945.) istice vrijednost otkri¢a i procesa rjeSavanja nekog
problema, ma kako velik bio. Veliko otkrice rjesava veliki problem, ali
u rjeSenju svakog problema postoji zrnce otkrica. Vas problem moZe bit
skroman; ali ako izaziva vasu znatiZelju i potice vase stvaralacke sposob-
nosti, te ako ga rijesite vlastitim snagama, moZete dozivjeti uzbudenje i
uzivatt u trijumfu otkrica. Takva iskustva u osjetljivoj dobi mogu stvoriti
sklonost mentalnom radu i ostaviti trag u umu i karakteru za cijeli Zivot.
Stoga ucitelj matematike ima veliku priliku. Ako svoje predvideno vri-
jeme ispuni drilom ucentka u rutinskim operacijama, ubija njihovu zain-
teresiranost, sputava njihov intelektualni razvoj i propusta svoju priliku.
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Ali ako potakne znatizZelju svojih ucenika dajuci im probleme razmgjerne
njthovom znanju ¢ pomazuci im da rijeSe svoje probleme poticajnim pita-
njima, moze im dati priliku, i neke nacine, za samostalno razmisljange.

I najmanji problem moze biti prilika za rast i prerasti u dragocjeno
iskustvo. Stoga je bitno pred ucenike stavljati i zadatke koji ¢e im
to omoguéiti. Nestandardni zadaci imaju takav potencijal. Dobrobiti
rjesavanja nestandardnih zadataka su visestruke mada plodovi koristenja
takvih zadataka u nastavi matematike ne moraju biti vidljivi odmah.

Cilj rada je ukazati na vaznost koristenja nestandardnih zadataka u nas-
tavi matematike, ponuditi nekoliko takvih zadataka i moguéi pristup u
njihovom rjesavanju kao doprinos razvoju matematickih kompetencija
ucenika, te potaknuti i ohrabriti nastavnikeﬂ na implementaciju nestan-
dardnih zadataka u nastavu matematike. Posljedi¢no, moze se ocekivati,
da ¢e ucenici i sami rado posezati za slicnim zadacima i rjeSavati ih. S
uvodenjem takvih zadataka u nastavni proces treba zapoceti $to ranije,
veé od nizih razreda osnovne skole.

Zadaci dani u radu matematicke su zagonetke preuzete iz dnevnih no-
vina kroz koje ucenici mogu spoznati ili iznova potvrditi primjenjivost
matematike izvan ucionice i povezanost matematike sa svakodnevnim
zivotom. Radom su obuhvaéene tri vrste zagonetki: Zacrni polja, Suko,
Vise manje, i za svaku su dana po dva zadatka. Autorice su za svaku
skupinu zadataka ponudile odgovarajuéi pristup njihovu rjesavanju. Re-
alno je pretpostaviti da ¢e nastavnici i uCenici imati i druge ideje pristupa
rjeSavanju zadataka (npr. za rjeSavanje Suko-a koristeéi Gaussovu me-
todu eliminacije na prosirenoj matrici sustava, odnosno Cramerovo pra-
vildﬂ). Zadaci su detaljno rijeSeni, u pravilu popraceni usmjeravaju¢im
pitanjima (simulira se rjesavanje zadataka u ucionici) koja ée za neke
ucenike biti od iznimne pomodi tijekom rjeSavanja zadatka.

Vjerujemo da se vec¢ina ucenika, osobito mladi, nije susrela s ovakvim
zadacima i da ¢e otkrivanje nacina rjeSavanja zadataka za mnoge od njih
biti izazovno.

3
4

u Sirem kontekstu (uklju¢ujudi i ucitelje u osnovnoj skoli)
za rjeSavanje Cramerovog sustava (sustav od n jednadzbi s m nepoznanica kod
kojega je matrica sustava invertibilna)
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2. Zacrni polja

2.1. Zadaci’

Zadatak ZP1: Zacrnite krugove
tako da njihov broj oko svakog
pojedinog polja odgovara broju u
tom polju.

Pomoéna tablica:

ail a2 a13 alq ais

a21 a2 a23 a24 azs

a3l az2 a33 a34 ags

aq1 @42 a43 aq4 a4s

asi as2 as3 as4 ass

Tablica ZP1_2.

T EEEE
@) O O_O O O
1] [o] [2
O O O O O O
@) O O O O O
O O O O O O
B ENELE
O O O O
Tablica ZP1_1.
Popunite prazna mjesta:
a1l = — @12 = @13 =, @14 =, 415 =
az] = -, agz =, agzy =, a4 =, az;5 = —,
a3zl = -, a3z = -, @33 = —, a3z4 = -, a35 = —,
41 = -, 42 = -, a43 =, 44 = -, 45 = -,
ag1=3, a5y =_, a3 =, a54 =, a55 = —

Zadatak ZP2: Zacrnite krugove
tako da njihov broj oko svakog
pojedinog polja odgovara broju u
tom polju.

Tablica ZP2_1.
Popunite prazna mjesta:

@11 = — @12 = @13 =, @14 =, 415 =
agz] =, agz =, agy =, agq =, azs5 =,
a3l =, azz =, a3z =, 434 =, 435 =
a41 = -, 42 = -, a43 =, 44 =, 45 = -,
ag1=3, a5y =_, a3 =, a54 =, a55 = —

Pomoéna tablica:

ail ai2 a13 al4q ais

a21 a2 a23 a24 azs

a3l asz2 a33 a34 azs

aq1 a42 43 aq4 a4s

asy as2 as3 as54 ass

Tablica ZP2_2.

5Prvi i drugi zadatak Zacrni polja (kraée ZP1, odnosno ZP2) matematicke su
zagonetke redom Zacrni polja (26. sijeénja 2025.) i Zacrni polja (23. ozujka 2025.)

prosirene tablicama.
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2.2. RjeSenja

Klju¢ rjesenja zadatka ZP1 i ZP2 je odredivanje pocetnog polja, te raz-
matranje utjecaja definiranih polja (za koja znamo boju svakog poje-
dinog kruga oko njega) na okolna polja. Prvi zadatak ZP1 je detaljno
rijeSen i popracen usmjeravaju¢im pitanjima, a za drugi zadatak ZP2
dano je konacno rjesenje zadatka i konatna pomocna tablica.

Rjesenje zadatka ZP1

Sliku danu u zadatku ZP1 promatrajmo kao tablicu s 5 redaka i 5 stu-
paca, i 25 brojeva (tablica ZP1_1.).

e Koji su to brojevi?

Tablica sadrzi brojeve 0, 1, 21 3.
Provjerite da je npr. u 5. retku i 1. stupcu broj 3. To mozemo zapisati
ovako: as; = 3. Koristeéi taj zapis, popunite prazna mjesta ispod tablice
ZP1_1. odgovarajué¢im brojem.

e Odakle bismo mogli poceti? Koliko je krugova oko svakog polja?
Ako je u polju broj 1 (ili 2 ili 3) znamo li koje éemo krugove oko tog
polja zacrniti? Dakle, odakle éemo poceti?

Pocet éemo od polja koje sadrzi broj dﬂ

Radi boljeg snalazenja korisno je u tablici ZP1_1. krugove koji ostaju
bijeli nekako oznaciti, npr. znakom videno. Tako ¢emo ih razlikovati
od krugova oko polja koja jo§ nismo ,obradili“. Znaci, u prvoj tablici
¢emo krugove oko polja u kojem je broj 0 oznaciti znakom videno (ta-
blica ZP1.11.).

Kako bi se lakse orijentirali dana je i pomoéna tablica (tablica ZP1.2.).
Ona ¢e nam omogudéiti bolji uvid u ono $to smo veé¢ napravili, koja polja
smo ,,obradili“, i usmjeriti nas dalje, odnosno na polja koja ¢emo sljedeca
promatrati. U pomoénu tablicu upisivat ¢emo faze (korake) rada i pre-
crtavati ono $to smo obavili. Pokazimo kako.

U pocetnom, prvom koraku, iznad ass (azs = 0) napisat éemo broj 1, a
as3 ¢emo precrtati bududi su krugovi oko tog polja veé¢ odredeni; svi su
bijeli i oznaceni znakom videno (tab. ZP1.2;.).

Zadrzimo se jo§ malo na toj tablici i promotrimo okolna polja, polja u

SUputno je pitati ucenike bi li polje u ovakvoj tablici moglo sadrzavati neki drugi
broj (i zasto) od kojeg bismo mogli poceti, odnosno od polja koje ga sadrzi. U pitanju
je broj 4 (vidjeti zadatak ZP2).
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neposrednom okruzenju polja aes.

e Koliko je takvih © . 3 5 ? . ¥ L v 5 ° anlan| as |au|as
polja? O O @ @ O O |ay|ap| g |amu|an
Ima ih cetiri: gornje 2 A ! o 0 o 2 A 2 o |as |as| ass | as | ass
polje, donje, lijevo i~ 8 72 "1 L L oy an | e |au | as
desno. BB PIEIE as | as2 | ass | asa | as
e Koje je od njih 030 11 B

odredeno (odredeni © © *0%0%0%  Tablica ZP12,.

su krugOVi OkO po- Tablica ZP1,11
lja, znamo kakve su
boje)?

Pogledamo li tablicu (tab. ZP1_1;.) vidimo da je u pitanju desno polje,
odnosno ono koje sadrzi agy = 2. Naime, znamo da preostala dva kruga
moraju biti crna. Zacrnimo te krugove (tab. ZP1.15.), a u pomoc¢noj
tablici iznad as4 napisimo broj 2 i precrtajmo agg (tab. ZP1 25.).

Kao i u prethodnom © . o 5 o L o L o ) O oy lan!| as | au |as
koraku, zadrzat o o @ o e o o1 | asy | ooy | amr | ass
, . 21 8 Gl E) B

cemo se na to] ta- 7, 5 o e o as, | ass | ass | ass | ass
blici i prgmotrltl 0o lot ot oty e e as | au |as
,heobradena po- o) N 1 B B asi | asz | ass | as | ass
. (o) O O O O (o]

lja u neposrednom .

Ja H Aepost 0302,%,3,2, Tablica ZP1.2,.
okruzenju polja asq.

Tablica ZP1_15.
e Koliko je takvih polja?
Tri: gornje polje, donje i desno.
e Koje je od njih odredeno?

Pogledamo li tablicu (tab. ZP1_15.) vidimo da su sva tri odredena.
To su polja koja sadrze a14 = 1, azy = 11 as5 = 2. Bududi svi preos-
tali krugovi oko tih polja ostaju bijeli oznac¢imo ih znakom videno (tab.
ZP1_13.). U pomoé¢noj tablici iznad a14, asq i azs napisimo broj 3 i pre-
crtajmo aiq, asq i ags (tab. ZP1.23.).

Dalje bismo proma- © e an La | o | o | ars

trali polja U Nepo- o o0 G o ® O |y | am | s | e | e
o slifaofz]2

srednom okruzenju o o o o e o | |an| as | e | e

pOIJa' a14, Q34 1 25, a 3 I 2 ) 1 @ 1 @ 1 S aq) | asa ass [om ass

ispitivali  koja  su o1 B8 1 Bl B as | asa | ass | ase | ass

. (o] O O O (e) O

odredena i prema 3 9 3 3 9 Tablica ZP1.2

tome razvijali obje © © © © © o© -

tablice. Tablica ZP1_15.

158



METODICKI PRIKAZ RJESAVANJA NEKIH NESTANDARDNIH MATEMATICKIH ZADATAKA

Nastavljajuci opisani © %5100 [ [t [t [t [t
postupak najzad do- o o o o e 0 | ap® | apt | apl | om |
lazimo do konacnog 4 2 2 ! A 0 o0 e o | -omt | eml | ewt | omt | et
rjeSenja zadatka 8 (2 S1 L L | | e | e |
(tab. ZP1,14) Ta- . 2 1 1 1 2 1K st | ot | ot | ot | ot
blica ZP1724 je 3 2 3 .
g , Tablica ZP1_2,.

kona¢na  pomoéna © © © € O O 4
tablica. Tablica ZP1_14.
RjesSenje zadatka ZP2
Primjenjuju¢i  pos- | © e o e o o[ ol o [ s [T e
tupak koji je opisan 1 b ; .

thod ® e > ° O o| | a3y | a3y | ady | a3y | aBs
u pretnodnom Zza- 2 2 3 5 N
datku dolazimo do| o e e e o0 e @ | aip | oy | 0l | abs
kona¢nog  rjeSenja N aiy | oy | aly | 0l | ol

O [ ] [ ] O L) L]

zadatka ZP2 (tab. 2 3 ) a3} | ady | ags | a3y | @35
ZP21y.).  Tablica | ® ; = ) o : °© 9 °  Tablica ZP2.2,.
ZP22y. je konacna | 7 0% 0,0,

pomoéna tablica.

Tablica ZP2_1y.
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3. Suko

3.1. Zadacil

Zadatak S1: U crnim kruzi¢ima
dani su zbrojevi brojeva u okol-
nim kvadratima, dok su u oboje-
nim kruzi¢ima dani zbrojevi bro-
jeva u jednako obojenim kvadra-
tima! U prazna polja upiSite pre-
ostale® brojeve od 1 do 9 tako da
zbrojevi budu toc¢ni!

® @ @

Tablica S1_1.
Pomoéna tablica:

Tablica S1_2.

T + T2
T2 + 3
T4 + 5

1)
(2)
(3)
(4) x5 + xg
(5)
(6)
(M)

T + T5
T2 + Tg
T3 + x4

Tablica S1_3.
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Zadatak S2: U crnim kruzi¢ima
dani su zbrojevi brojeva u okol-
nim kvadratima, dok su u oboje-
nim kruzi¢ima dani zbrojevi bro-
jeva u jednako obojenim kvadra-
tima! U prazna polja upiSite pre-
ostale brojeve od 1 do 9 tako da
zbrojevi budu tocni!

® ® ©

Tablica S2_1.
Pomoéna tablica:

Tablica S2_2.

(1) @z +astaz=
(2) zi+z3+aa=
(3) xa+a3+x5+ae
(4) x3+ x4+ w6+ 27
(5) x5 +x7 =

(6) a3 +me=

(7)) x1+z2+x4 =

Tablica S2_3.
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3.2. RjeSenja

Zadaci S1i S2 su detaljno rijeseni i poprac¢eni usmjeravajuéim pitanjima.
U svakom koraku se razmatra utjecaj najjednostavnije jednadzbe (ima
najmanje nepoznanica, i Ciji se zbroj moze realizirati samo na jedan
nac¢in) na preostale jednadzbe sustava sve dok ne odredimo barem jednu
nepoznanicu. U sljedeé¢im koracima, po istom principu, razmatra se
njihov utjecaj.

RjesSenje zadatka S1

Obiljezimo nepoznate brojeve u praznim poljima redom s x1, x2, 23, T4, T5
i xg (tab. S1_2.). Daljnji koraci u rjesavanju zadatka, opisani nize,
oznaceni su brojevima od I do VI, i istaknuti su u stupcima u tablici
S1.34.

e Koliko je x1 + x27?

Iz uvjeta x1 + x5 + 1 + 6 = 20 slijedi da je z1 + x5 = 13.

e Koji su ostali uvjeti? Ispisite ih. Sto oni odreduju?

Iz 7 uvjeta koji su u zadatku dani proizlazi 7 jednadzbi. Sada lako
mozemo popuniti drugi stupac u tablici S1.3. i u svakom retku stupca

odrediti zbroj. Dobit ¢emo sustav od 7 jednadzbi s gore navedenim
nepoznanicama (tab. S1_3;., stupac I).

11

e Koje vrijednosti (medusobno razli¢ite) mogu poprimiti nepozna-
nice x1, T2, T3, x4, T5 1 xg7

Navedene nepoznanice mogu poprimiti vrijednosti 2, 3, 4, 5, 81 9.

e Na koliko nacina, koristeéi te brojeve, mozete dobiti npr. broj 12
kao zbroj dvaju brojeva? (12 je redom drugi zbroj u tablici S1_3.)

"Prvi i drugi zadatak Suko (kraée S1, odnosno S2) matematicke su zagonetke re-
dom Suko (2025.) i Suko (2024.) prosirene tablicama. Tekst je preciznije formuliran,
pa se umjesto originalnog teksta npr. ,,zbrojevi okolnih kvadrata“ navodi: ,,zbrojevi
brojeva u okolnim kvadratima“.

8Napomena: Rije¢ ,,preostale“ nije sadrzana u originalnom tekstu.
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Koristeéi te brojeve, broj 12 mozemo dobiti na dva nac¢ina: kao zbroj
brojeva 9 i 3, te kao zbroj brojeva 8 i 4. Obje moguc¢nosti unesite u odgo-
varajudi redak (drugi) sljedeceg stupca tabliceﬂ Na isti na¢in popunite
preostale retke u tom stupcu (tab. S1.3;., stupac II).

II1

e Koji bi mogao biti sljedeéi korak? Odakle poéetiﬂ

Zbroj u jednadzbi (5), za razliku od ostalih, moze se realizirati samo
na jedan nacin, kao zbroj brojeva 415 . Jedna nepoznanica (x; ili x5)
mora biti 4, a druga 5.

e Sto nam to kazuje? Kako to utjece na ostale jednadzbe?

U prvoj jednadzbi se pojavljuje x1, a buduéi moze biti 4 ili 5, obje
mogucénosti mogu opstati. U drugoj jednadzbi se ne pojavljuju ni x1, ni
5, pa moguénost 8, 4 otpada jer niti jedna od nepoznanica u jednadzbi
(2) ne moze imati vrijednost 4. Preglednosti radi, promjene nastale u
ovom koraku mozemo istaknuti u novom stupcu tablice (tab. S1.3;.,
stupac III)E Razmatranjem ostalih jednadzbi u odnosu na jednadzbu
(5) moze se ustanoviti da utjecaja nema (sve moguénosti opstaju). Na
temelju prethodno pokazanog razmotrite i verbalizirajte!

v

e Sto bi mogli napraviti sljedece?

Zbroj u jednadzbi (2) moze se realizirati samo na jedan nacin, kao zbroj
brojeva 91i 3, pa éemo, kao i prethodno, ispitati kako to utjece na ostale
jednadzbe. Promatrajmo najprije jednadzbe (2) i (1).

o Koja se nepoznanica pojavljuje i u jednadzbi (2) i (1)? Sto mozete
zakljuciti?

Nepoznanica z2 pojavljuje se u obje jednadzbe, i mora biti 9 ili 3, pa
mogucénost 8, 5 moramo odbaciti. Stovise, jasno je i da je xo = 9
(tab. S1_3;., stupac IV) Promatrajmo sada jednadzbe (2) i (3).

9Prvu moguénost, primjerice, zapisat éemo u odgovarajuéem retku tablice (tab.
S1.3;., stupac II), jednostavnosti radi, kao 9, 3. Pri tom podrazumijevamo da su
nepoznanice x2,z3 iz skupa {9,3} i 2 # 3.

10Za razliku od prethodna dva, na ovom bi koraku uéenici mogli dulje zastati
pitajuci se odakle krenuti.

11Kako bi dobili prostora za dodatne stupce, uéenici mogu tablicu precrtati u bi-
ljeznicu.

120davde, znajuéi da je zo = 9, direktnim uvrdtavanjem mogu se odrediti sve ostale
nepoznanice; z1 = 4 iz jednadzbe (1), 3 = 3 iz jednadzbe (2) i z¢ = 2 iz jednadzbe
(6), pa npr. z4 = 8 iz jednadzbe (7), te x5 = 5 iz neke od jednadzbi (3), (4) ili (5).
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o Pojavljuje li se neka od nepoznanica z2 ili x3, iz jednadzbe (2), u
jednadzbi (3)? Sto odatle zaklju¢ujemo?

U jednadzbi (3) ne pojavljuje se ni xs, ni x3, pa moguénost koja sadrzi
broj 9 treba odbaciti (tab. S1_3;., stupac IV). Promatrajmo dalje jed-
nadzbe (2) i (4).

o Pojavljuje li se neka od nepoznanica s ili x3, iz jednadzbe (2), u
jednadzbi (4)? Sto odatle zakljuéujemo?

U jednadzbi (4) ne pojavljuje se ni xo, ni x3, pa moguénost koja sadrzi
broj 3 treba odbaciti (tab. S1.3;., stupac IV). Promatrajmo jo§ jed-
nadzbe (2) i (6).

o Pojavljuje li se neka od nepoznanica x5 ili z3, iz jednadzbe (2), u
jednadzbi (6)?

Nepoznanica xs pojavljuje se u obje jednadzbe, i mora biti 9 ili 3, pa
opstaju obje moguénosti jer svaka od njih sadrzi ili 9 ili 3. Potvrdite da
obje moguc¢nosti u jednadzbi (7) za sada opstaju. (tab. S1.3;., stupac

IV)
ViVl

e Koji mogu biti sljedeéi koraci?

Direktnim uvrstavanjem zo =9 u jednadzbu (1) dobivamo da je 1 = 4.
Uvrstavanjem 2 = 9 u jednadzbu (2) i (6) dobivamo redom z3 = 3 i
T = 2.

o Pojavljuje li se x5 u jednadzbi (7)? Sto odatle zakljucujemo?

U jednadzbi (7) ne pojavljuje se z2, pa moguénost koja sadrzi 9 treba
odbaciti. (tab. S1_3;., stupac V)

e Koje jos nepoznanice treba odrediti?

U prethodnom smo koraku odredilii 1 =4, x3=3,te g =2 . Pre-
ostaje odrediti x4 i #5. Direktnim uvrstavanjem zg = 2 u jednadzbu (4)
dobivamo da je x5 = 5, a uvrstavanjem x3 = 3 u jednadzbu (7) da je
x4 = 8 (tab. S1.3;., stupac VI|&|

Tako smo odredili sve nepoznanice. Naposljetku, provjerimo zadovolja-
vaju li dobivena rjeSenja svaku od jednadzbi. Konacno rjesenje istaknuto
je 1 u polaznoj formi tablice (tab. S1_4).

13Uvrstavanjem 1 = 4 u jednadzbu (5) takoder dobivamo da je x5 = 5. Pregled-
nosti radi, u tablici ¢emo x5 = 5 evidentirati samo na prvom mjestu pojavljivanja.
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I 1T IT1 v A% VI
(1) | 21+ 22 =13 g:g zo=9 |21 =4
(2) | 2o+ x5 =12 g:i 9,3 x3 =3
(3) | @4+ 25 =13 gg 85
4| zs+x26=17 ;:i 2,5 5 =5
B)| z1+25=9 4,5
(6) | 2 + 6 =11 Z:; T6 = 2
(7) | 3 + x4 =11 g:; 83 |x4=8

Tablica S1_3;.

4 9 3
1 6 7
8 5 2

Tablica S1.4.

Rjesenje zadatka S2

Obiljezimo nepoznate brojeve u praznim poljima redom s xy, =2, 3,
x4, Ts, Te 1 27 (tab. S2_2.). Daljnji koraci u rjesavanju zadatka, opisani
nize, oznaceni su brojevima od I do VI, i istaknuti su u stupcima u tablici
S2.3;1.

e Koliko je z1 + xo + 237
Iz uvjeta 7+ x1 + x9 + 3 = 14 slijedi da je x1 + 22 + 23 = 7.

e Koji su ostali uvjeti? Ispisite ih. Sto oni odreduju?
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Iz 7 uvjeta koji su u zadatku dani proizlazi 7 jednadzbi. Sada lako
mozemo popuniti drugi stupac u tablici S2_3. i u svakom retku stupca
odrediti zbroj. Dobit ¢emo sustav od 7 jednadzbi s gore navedenim
nepoznanicama (tab. S2_3., stupac I).

11

e Koje vrijednosti (medusobno razli¢ite) mogu poprimiti nepozna-
nice x1,To, T3, T4, X5, Tg 1 T77

Navedene nepoznanice mogu poprimiti vrijednosti 1, 2, 3, 4, 5, 61 9.

e Koliko je jednadzbi s dvije nepoznanice, a koliko s tri, odnosno s
Cetiri nepoznanice?

Imamo dvije jednadzbe s dvije nepoznanice, tri jednadzbe s tri nepoz-
nanice i dvije jednadzbe s ¢etiri nepoznanice.

e Na koliko nacina, koristeé¢i te brojeve, mozete dobiti npr. broj 5
kao zbroj dvaju brojeva (redom Sesti zbroj u tablici S2_3.)7

Broj 5 mozemo dobiti na dva nacina: kao zbroj brojeva 11 4, te 21 3.
Obje moguénosti unesite u odgovarajuéi redak (Sesti) sljedeceg stupca
tablice@ Na isti na¢in popunite preostale retke u tom stupcu (tab.
S2_3;., stupac II).

II1

e Koji bi mogao biti sljedeéi korak?

Promatrajmo najprije jednadzbe s najmanje nepoznanica. To su jed-
nadzbe (5) i (6). Zbroj nepoznanica u jednadzbi (5), za razliku od zbroja
nepoznanica u jednadzbi (6), mozZe se realizirati samo na jedan nacin,

kao zbroj brojeva 91 6 . Jedna od nepoznanica (x5 ili z7) mora biti 9,
a druga 6 (tab. S2_3;., stupac II).

e Sto nam to kazuje? Kako to utjece na ostale jednadzbe?
Promatrajmo najprije jednadzbe (5) i (2).

o Pojavljuje li se neka od nepoznanica x5 ili 27, iz jednadzbe (5), u
jednadzbi (2)? Sto odatle zakljuéujemo?

14Prvu moguénost, primjerice, zapisat éemo u odgovarajuéem retku tablice (tab.
S2_31., stupac II), jednostavnosti radi, kao 1, 4 . Pri tom podrazumijevamo da su
nepoznanice z3,z¢ € {1,4} i x3 # 6.
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U drugoj jednadzbi se ne pojavljuje ni x5 ni x7, pa mogucénosti 1, 4, 6 i
2, 3, 6 odbacujemo bududi niti jedna od nepoznanica u jednadzbi (2) ne
moze imati vrijednost 6. Promatrajmo sada jednadzbe (5) i (3).

o Koja se nepoznanica pojavljuje i u jednadzbi (5) i (3)? Sto mozete
zakljuciti?

Nepoznanica x5 pojavljuje se u obje jednadzbe, i mora biti 9 ili 6, pa op-
staju sve tri moguénosti jer svaka od njih sadrzi ili 9 ili 6. Promatrajmo
dalje jednadzbe (5) i (4).

o Zasto opstaju sve tri moguénosti u jednadzbi (4)?

Nepoznanica x7 pojavljuje se u obje jednadzbe, i mora biti 9 ili 6, pa
opstaju sve tri mogucnosti jer svaka od njih sadrzi ili 9 ili 6.
Promatrajmo zatim jednadzbe (5) i (6).

o Zasto opstaju obje moguénosti u jednadzbi (6)?

Jednadzbe nemaju zajednickih nepoznanica i niti jedna od moguénosti
ne sadrzi ni broj 9 ni 6. Promatrajmo jo§ jednadzbe (5) i (7).

o Utjece li jednadzba (5) na jednadzbu (7)?

Ne, jer nemaju zajednickih nepoznanica i u obje se zbroj moze realizirati
samo na jedan nacin. Iz istog razloga nema utjecaja niti na jednadzbu

(1).
Preglednosti radi, promjene nastale u ovom koraku mozemo istaknuti u
novom stupcu tablice (tab. S2_3;., stupac IH)E

v

e Sto bi mogli napraviti sljedeée?

Predimo na jednadzbe s tri nepoznanice. To su jednadzbe (1), (2)
i (7). Zbroj nepoznanica u svakoj od njih mozZe se realizirati samo na
jedan nacin. Odaberimo jednadzbu (2). Nepoznanicama koje sadrzi
(z1,23 1 &4) moraju biti, u nekom poretku, pridruzeni brojevi 2,415
(tab. S2_3;., stupac III).

e Sto nam to kazuje? Kako to utjece na ostale jednadzbe?

Promatrajmo najprije jednadzbe (2) i (1).

15Kako bi dobili prostora za dodatne stupce, uéenici mogu tablicu precrtati u bi-
ljeznicu.
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e Koje se nepoznanice pojavljuju i u jednadzbi (2) i (1)? Sto mozete
zakljuciti?

Nepoznanice x; 1 x3 pojavljuju se u obje jednadzbe, pa jedna od njih
mora poprimiti vrijednost 2, a druga 4. Time je tre¢a nepoznanica u
svakoj od jednadzbi odredena. Dakle, iz jednadzbe (1) proizlazi da je
x9 = 1, a iz jednadzbe (2) da je x4 = 5. (tab. S2.3;., stupac IV)
Promatrajmo sada jednadzbe (2) i (3).

o Pojavljuje li se neka od nepoznanica iz jednadzbe (2) u jednadzbi
(3)? Sto odatle zaklju¢ujemo?

Nepoznanica x3 pojavljuje se u obje jednadzbe, a buduéi mora poprimiti
vrijednost 2 ili 4 ili 5, moguénost koja sadrzi 2 i 4 treba odbaciti. (tab.
S2_3;., stupac IV) Promatrajmo dalje jednadzbe (2) i (4).

o Koje se nepoznanice pojavljuju i u jednadzbi (2) i (4)? Sto mozete
zakljuciti?

Nepoznanice z3 i x4 pojavljuju se u obje jednadzbe, a buduéi moraju
poprimiti jednu od vrijednosti 2 ili 4 ili 5 (medusobno razli¢ite), sve
moguénosti opstaju. (tab. S2_3;., stupac IV)

Promatrajmo zatim jednadzbe (2) i (6).

o Pojavljuje li se neka od nepoznanica iz jednadzbe (2) u jednadzbi
(6)? Sto odatle zakljut¢ujemo?

Nepoznanica x3 pojavljuje se u obje jednadzbe, a buduéi mora po-
primiti vrijednost 2 ili 4 ili 5, obje moguénosti opstaju. (tab. S2.3;.,
stupac IV)

Promatrajmo jos jednadzbe (2) i (7).

o Koje se nepoznanice pojavljuju i u jednadzbi (2) i (7)? Sto mozete
zakljuciti?

Nepoznanice x1 i x4 pojavljuju se u obje jednadzbe, pa jedna od njih
mora poprimiti vrijednost 4, a druga 5. Time je treéa nepoznanica u
svakoj od jednadzbi odredena. Dakle, iz jednadzbe (7) proizlazi da je
xe = 1, a iz jednadzbe (2) da je x3 = 2. (tab. S2_3;., stupac IV)|E|

ViVl

e Koji mogu biti sljedeé¢i koraci?

16Preglednosti radi 22 = 1 neéemo evidentirati u zadnjem retku tablice bududéi je
vrijednost te nepoznanice u ovom koraku veé¢ odredena i istaknuta u tablici.
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Znamo daje g =1, 3 =2 i x4 =5 . Direktnim uvrstavanjem o =
11ix3 =2 u jednadzbu (1) dobivamo da je 1 = 4. Uvrstavanjem x3 = 2
i x4 =5 u jednadzbu (2) potvrdujemo da je x1 = 4.

o Uvrstimo li 23 =11 23 = 2 u jednadzbu (3), s§to dobivamo?

Uvrstavanjem x5 = 1 i 23 = 2 u jednadzbu (3) slijedi da je x5+ x¢ = 12.
Jedna od nepoznanica (z5 ili zg) mora biti 3, a druga 9.

o Uvrstimo li z3 =21 24 =5 u jednadzbu (4), $to dobivamo?

Uvrstavanjem 3 = 2 i x4 = 5 u jednadzbu (4) slijedi da je xg + x7 = 9.
Jedna od nepoznanica (z¢ ili 7) mora biti 3, a druga 6.

Nadalje, buduéi je 3 = 2 iz jednadzbe (6) proizlazi da je 24 = 3, a
uvrstavanjem zo = 1124 = 5 u jednadzbu (7) potvrdujemo da je z; = 4.
(tab. S2_3;., stupac V)E

e Koje jos nepoznanice treba odrediti?

U prethodnom smo koraku odredili 1 =4 i zg = 3 . Preostaje odrediti
x5 1 x7. Direktnim uvrsStavanjem xg = 3 u jednadzbu zs + zg = 12
dobivamo da je x5 = 9, a uvrStavanjem zg = 3 u jednadzbu zg +x7 =9
da je 7 = 6. (tab. S2.3;., stupac VI)

Tako smo odredili sve nepoznanice. Najzad, provjerimo zadovoljavaju li
dobivena rjesenja svaku od jednadzbi. Konac¢no rjesenje istaknuto je i u
polaznoj formi tablice (tab. S2_4.).

7"Napomena: U tablici éemo evidentirati 1 = 4 samo na prvom mjestu pojavlji-
vanja.
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I I 111 v v Vi
D) | s1taatas=7 1,24 P —
.’E4:5
(2) | zi+aztwys =11 1,4,6 2,4,5
2,3,6
2,4,5
() | &2+ 23+ a5 1,2,3,9 1,2,3,9 T5+w6 =12 | x5 =9
+zg = 15 1,3,5,6 1,3,5,6 3,9
2,3,4,6
(4) | 23+ xa + 6 1,2,4,9 pp— N —
+x7 =16 1,4,5,6 3, 6
2,3,5,6
(5) | x5 +x7 =15 9,6
(6) | z3+z6 =5 1,4 P—
2,3
(1) | @1+az+za=10 | 1,4,5 o5 = 2]

Tablica S2_3;.

%x4 =5 slijedi iz jednadzbe (2) razmatranjem jednadzbi (2) i (1)
br3 = 2 slijedi iz jednadzbe (2) razmatranjem jednadzbi (2) i (7)

71418
1125
913 ] 6

Tablica S2_4.
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4. ViSe manje

4.1. Zadaci®¥

Zadatak VM1: Umetnite u
prazna polja brojeve od 1 do 4
tako da svaki redak i svaki stupac
sadrzi razlicite brojeve, s time
da se pridrzavate umetnutih zna-

Zadatak VMZ2: Umetnite u
prazna polja brojeve od 1 do 4
tako da svaki redak i svaki stupac
sadrzi razlicite brojeve, s time
da se pridrzavate umetnutih zna-

kova nejednakosti. kova nejednakosti.

3 1 <l 3 >
Tablica VM2_1.

Tablica VM1_1.

4.2. RjeSenja
Rjesavanje ovih zadataka svodi se na pronalazenje polja kojemu mozemo
pridruziti broj, odnosno polja s dovoljno uvjeta za odredivanje broja u
polju. Zadaci VM1 i VM2 su detaljno rijeSeni. Nastavnik ¢e iz detaljno
danih rjeSenja zadataka lako formirati usmjeravaju¢a pitanja tako da
izjave reCenice preoblikuje u upitne.

Dodajmo da se u zadacima moze krenuti i od nekih drugih polja i prve
ih popuniti. Tako se u zadatku VM1 moze najprije odrediti broj u polju

u tre¢em retku i éetvrtom stupcu, tj. broj agﬂ (ili jos jednostavnije broj
a;;ﬂ, a u zadatku VM2 broj a;;ﬂ

18Prvi i drugi zadatak Vise manje (kraée VM1, odnosno VM2) matematicke su
zagonetke redom Vise mange (2025.) i Vise mange (2024.). Originalan tekst: ,tako da
se ne ponavljaju u stupcu ili koloni“ zbog preciznosti i jasnoée zamijenjen je sljedeéim
tekstom: ,tako da svaki redak i svaki stupac sadrzi razlic¢ite brojeve“. Takoder, u
duhu ovog rada, autorice umjesto originalne rijeci ,,kuéice“ koriste rijec ,,polje*.

19Naime, iz uvjeta: ass # 1,2 1 azs < ags slijedi da je azqa = 3.

201z uvjeta aq3 # 3,1, 2 slijedi da je a4z = 4.

21z uvijeta: aqq # 3 i asq # 1,2, (iz cetvrtog retka je aq1 < 3 > a43, pa jedan od
brojeva a4 ili a4z mora biti 1, a drugi 2) slijedi da je a4q = 4.”
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Rjesenje zadatka VM1

Najprije odredimo broj as; (u treéem retku i pr-
vom stupcu, u polju oznacenom tockicom u tablici
VM1_1;.) takav da je:

o az # 2,3,
® a3 < ass.
Iz prvog uvjeta slijedi da je az; € {1,4}, a iz drugog

da je az; # 4. Dakle a3; = 1, pa tako dobivamo
tablicu VM1_15.

Napomenimo da je u tablici VM1_1,. iznad ag =
1 stavljen broj 1 koji ukazuje da je to polje prvo
popunjeno, u prvom koraku

“Tako je npr. u tablici VM1_15. polje u prvom retku i
cetvrtom stupcu (a4 = 2) popunjeno u petom koraku.

Tablica VM1_15.

2A i 2B u istoj tablici oznacavaju dvije moguénosti
,kretanja“, odnosno alternativne, nezavisne puteve
u drugom koraku. Mozemo krenuti ili od polja u
drugom retku i prvom stupcu (put A) ili od polja u
treéem retku i Getvrtom stupcu (put B)[7]

U Sestom koraku trazimo brojeve (tablica VM1_1,.):
as2 # 3,1,4, as3 #3,1,2.
Odavde slijedi aso = 2 i ag3 = 4 (tablica VM1_13.).

“Jasno je da je az; = 2. Naime, nakon 1. koraka, u prvom
stupcu ostaju dva prazna polja koja treba popuniti brojevima
41 2. Buduéi je a1 < agp slijedi da je a1 # 4. Isto tako je
azs = 3. U treéem retku ostaju dva prazna polja (4 i 3), a
kako je azs < agq slijedi azq # 4. Lako se odreduju i preostali
brojevi u tablici VM1_12. (u poljima popunjenim u 3., 4. i 5.
koraku).

Tablica VM1_13.

U sedmom koraku trazimo broj ass (tablica
VMI1_13.) takav da je:

o axn # 2,4,
® a > 2.
Iz prvog uvjeta proizlazi da je ag2 € {1,3}, a iz dru-

gog da je azs # 1. Prema tome azy = 3 (tablica
VM1.1y.).

Tablica VM1 _14.

Konacno rjesenje dano je u tablici VM1_14.
(istaknuti su koraci rjesavanja) i u tablici VM1_2.
(izvorni oblik).

Tablica VM1_2.
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Rjesenja zadatka VM2

172

000
000Qg
000Qg
N

Tablica VM2_1;.

Najprije odredimo broj as; (u ¢etvrtom retku i pr-
vom stupcu, u polju oznacenom tockicom u tablici
VM2_1;.) takav da je:

o as #3,
o ay <3,
® a4y > asy.

Iz prvog uvjeta slijedi da je asy € {1,2,4}, iz drugog
da je as € {1,2}, a iz treteg slijedi da as # 1.
Dakle, aq; = 2 (tab. VM2_1,.).

Napomenimo da je u tablici VM2_15. iznad a4y =
2 stavljen broj 1 koji ukazuje da je to polje prvo
popunjeno, u prvom koraku.

OO0
OO0
OO0

Tablica VM2 _15.

2A i 2B u istoj tablici oznacavaju dvije moguénosti
kretanja“, odnosno alternativne, nezavisne puteve u
drugom koraku. Naime, mozemo krenuti ili od polja
u treem retku i prvom stupcu (putem A) ili od polja
u ¢etvrtom retku i treem stupcu (putem B)ﬂ

U cetvrtom koraku trazimo broj ase (tab. VM2_1,.)
takav da je:

o agp #4,3,
® 122 > aa.

Iz prvog uvjeta slijedi da je ags € {1,2}, a iz drugog
da je azs # 1. Dakle, asy = 2 (tab. VM2.15.)[]]

“®Jasno je da je az1 = 1. Naime, nakon 1. koraka, u prvom
stupcu ostaju dva prazna polja koja treba popuniti brojevima
41 1. Buduéi je az; < 2 slijedi da je a3z1 # 4. Isto tako je
as3 = 1. Naime, nakon 1. koraka, u ¢etvrtom retku ostaju
dva prazna polja koja treba popuniti brojevima 4 i 1. Buduéi
je aqz < 3 slijedi da je aq3 # 4. Tako su u prva tri koraka
popunjeni prvi stupac i ¢etvrti redak tablice VM2_15.

"Lako se odreduju preostala dva broja drugog stupca ta-
blice VM2_13. (polja popunjena u 5. i 6. koraku).

Tablica VM2_13.

U sedmom koraku trazimo brojeve (tab. VM2 _13.):
ayg # 3,14, az # 4,2, 1.

Odavde slijedi da je a4 = 21 a3 = 3 (tab. VM2_14.).

Tablica VM2_14.

Konaéno rjesenje dano je u tablici VM2_14. (istak-
nuti su koraci rjesavanja) i u tablici VM2_2. (izvorni

oblik).

Tablica VM2_2.
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5. Zakljucak

Tako zadaci izgledaju jednostavni matematicka pozadina je sasvim dru-
gacija. U zadacima Zacrni polja u pitanju je kombinatorna optimizacija.
Rjesavaé raspolaze razli¢itim kombinacijama i potom bira onu koja zado-
voljava odredene uvjete. Zadaci Suko-a spadaju u problematiku linearne
algebre; rjeSavanje linearnog sustava s n nepoznanica. Zadaci Vise mangje
temelje se na relacijama izmedu elemenata.

Ovi su zadaci pogodni za ucenike razli¢itih uzrasta. Uostalom, to su
matematicke zagonetke iz dnevnih listova namijenjene mladim i starijim
rjeSsavacima, svima koji vole takve izazove. Mogu se upotrijebiti u bilo
kojoj etapi sata i u razne svrhe. Na primjer, ucenicima nizih razreda
osnovne Skole zadaci tipa Zacrni polja i Vise manje mogu posluziti za
utvrdivanje nastavnih sadrzaja (npr. usporedivanje prirodnih brojeva
do 4). Starijima za opustanje i odmak od uobi¢ajenih zadataka i nacina
rada. Ovakve i slicne zadatke autorice koriste i u radu sa studentima.
Primjerice Suko u motivacijske svrhe u uvodnom dijelu nastavnog sata
pri uvodenju sustava linearnih algebarskih jednadzbi.

Uvodenje promjena u nastavu matematike u vidu rjesavanja zadataka
poput nestandardnih moglo bi pozitivno utjecati i na stavove prema ma-
tematici (Skultéty i Pastor, 2020.; Putra, 2021.). S tim u vezi, treba uzeti
u obzir i postojanje posljedi¢ne povezanosti izmedu stavova u matematici
i postignuéa iz matematike (Ma i Kishor, 1997.; Ma i Xu, 2004.).
Priprema za implementaciju nestandardnih matematickih zadataka u
nastavu slozenija je nego inace. Izmedu ostalog, zahtijeva od nastavnika
da unaprijed promislja o mogué¢im pitanjima ucenika, nedoumicama i
putovima rjeSavanja zadatka, ali i da se prilagodava na licu mjesta. Po-
sebno je vrijedno ukazat@ na postojanje razli¢itih nacina rjesavanja,
drukéijih moguénosti. Boljim uéenicima otkrivaju nove poglede na za-
datak, dok ucenicima kojima matematika nije jaca strana pruzaju priliku
za razumijevanje.
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