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MATEMATIČKI MODEL TORZIONIH
OSCILACIJA OSOVINE

U člankuje definiran matematički model forzionih oscilacija osovine na koju su pričvršćeni rotacijski

diskovi i osovina, izrađeni od homogenog materijala, ne nužno istog. Model je konstruiran

primjenjujući linearizirane Lagrangeove jednadžbe mehanike u generaliziranim koordinatama.

1. OSNOVNI POJMOVI LAGRANGEOVE MEHANIKE

Lagrangeove jednadžbe
Promatrajmo sustav od 1 materijalnih točaka. Neka je položaj sustava u svakom

trenutku t jednoznačno određen sas realnih veličina g, 32 9-45: Minimalni broj

veličina potrebnih zajednoznačno određenje položaja sustava materijalnih točaka

u svakom trenutku # nazivamo brojem stupnjeva slobode tog sustava. Taj je broj

uvijek manji ili jednak 31. BR. Si:
Drugim riječima, “položaj“ sustava od n materijalnih točaka određen E

vektorom g = (4,4» 45:4) kao točkom u prostoru R+ U tom slučaju poe
nazivamo konfiguracijskim prostorom promatranog mehaničkogu aS z
11, 42 3:14; generaliziranim koordinatama sustava u trenutku t. Vrijednos

generaliziranih koordinatta ovise 0 vremenskom trenutku i one se s vremenom

mogu mijenjati. ž seke Analete se, kao i u “običnim“ koordinatama, tako i u sA:definiraju ostali mehanički pojmovi. Generaliziranim brzinama u trenutku %

nazivamo veličine definirane formulom:
4; odato) ==5E U =1,2,3,...,5

7=(4,,9,,4 g brzine. :

avektor=(4,,4,,4,1<-14,)vektorom zine. mmmPri gibanju konzervativnog sustava materijalnih točaka (sustav: j

vrijedi kenoeEuvanit energije), generalizirani vektor q kao funkcija vremena t

zadovoljava sustav Lagrangeovih jednadžbi mehanike [1]:

den oso (4)
dt Og. 0q
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gdje je L Lagrangeova funkcija koja je kod konzervativnih jednaka:

au (12)

U gornjom formuli sa T je označena kinetička, a sa LI potencijalna energijasustava.

Linearizacija

Mehanički sustav zovemo lineariziranim ako potencijalna i kinetička energijaimaju oblik:

Rei. Knii, geg, (0), 420 ide ouVjsE X iSE 142 5969)1b;

Gq0q, lea (14)

Praksa i teorija pokazale su da je linearizacija dovoljno dobra aproksimacijauz uvjet da su početne “smetnje“, prouzrokovane vanjskim silama (silom težom,pomicanjem zbog naprezanja), koje otklanjaju sustav iz položaja ravnoteže,

T=(4i/4) (15)

U=(B1/q) (16)
gdjeje (x/y) skalarni Produkt vektorax i U.U tako napisanim izrazima A i B i

iako napi su matrice s konstantnim članovima.Uvrštavajući PE u Lagrangeove jednadžbe (1.1) dobivamo sustavdif .. . XL: ea osa u a Par=dh dnadžbi koji Opisuje male oscilacije oko stabilnog položaja

nd +4, +88,kh, = bd, -b24, -b,9, —-b,,4CER T PETA Pada =-b,9, bo bog,ne (07)
09 +4,4, +40, +0), Soon -b,,9, -b,,q, ZENIiliu matričnom zapisu:

A4 =—Bgq
(1.8)



Ž. GLAVAN, Matematički model torzionih oscilacija osovine
Pomorstvo, god. 13 (1999), str. 189-196 11

2. PRIMJENA LAGRANGEOVIH JEDNADŽBI NA MODEL
ELASTIČNE OSOVINES 1 DISKOVA

Promatrajmo ravnu osovinu koja se može okretati oko svoje osiina kojoj se nalaze
učvršćeni diskovi (slika 1.)

Neka su ploče podvrgnute takvim naprezanjima da se zakreću oko osi
osovine kao osi rotacije. Promatrat ćemo torzione oscilacije osovine.

ni
Označimo moment inercije diskova S J/]2]5)p 2 SA CyCyCsLna koeficijente

elastičnosti pojedinih dijelova
damuine izmeđuSkoeficijent za dio osovine između i-tog i 1+1-0g diska. O opredstavlja mehanički sustav s 71 stupnjeva slobode. Koeficijenti EBEm

svojstvima materijala od.kojih je osovina napravljena. Ene Kime susjednih
homogenog materijala i L, = lb = 1; =..-= 1,4, gdje su l udalje
ploča,vrijedi c, = €, = C3 == Cn4:

j i i atematičkog modela osovinu
Umjesto tako opisane osovine, za potrebe m: Eakaaka vrijedi jednadžba

Slika 1.

ćemo smatrati štapom kojemu je masaKAmEonim točkamau kojimasu pričvršćeni diskovi. Izme

torzionih ilacija štapa. a era RAT svakom ćemo trenutkuesduižsžu
zakrene pri naprezanjima. Kinetička energija tako de g

i i o (21)
T=2(+184) +.47,05)

a potencijala: ,_0,)* (2.
u=.(c,(0, _e,)“ +c,(0, —0,)* + to(Pa ?,) )

2 j žbu, dobiju se
Ako se izrazi (2.1) i (2:2) uvrste u Lagrangeovu jednadžbu, dobij

jednadžbe torzionih oscilacija osovines 1 diskova:
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LO, =-,(P,-9P2)
1,9, =6,(0,-P2)-c,(P2 -P)
1,9, =c,(0, -0P,)-c,(9, -?,) (2.3)

jeno BO (P,.2 0a)ea (Pa —o,)

1,9, =C,.,(0,4 -0,)
U tako definiranim generaliziranim koordinatama rješenje sustava nije

jedinstveno jer uključujei običnu rotaciju osovine bez relativnog zakreta diskova.
Dabi se to izbjeglo, uvode se nove koordinate, kutovi relativnog zakreta dviju
susjednih ploča:

4=0,-P,4, 1=1283,...,n—1 (2.4)

Uvođenjem takvih koordinata dobili smo sustav s 1-1 stupnjeva slobode.
Transformirajmosustav (2.3) tako da prvu jednadžbu pomnožimo sa ],,a drugu sa ],
paih zatim međusobno oduzmimo. To isto napravimo s drugom i trećom,trećom i
četvrtom i tako na kraju sa zadnje dvije. Dobivamosustav:žiRA1

JIE 1 a 2

&., LUNESNReSnro ye
Cs 20, =-—-04,——>——a +—a: : 3 4 2.5J, JJA I (2:5)

a mr) a Co U, hk JN )
n-12 1-3 sreo + %._uza iili Jo

a mn? ORE UM 21)mla _————— aJ naa J J n-1n-2 n-14n
U sljedećem koraku sustav (2.5) prevest ćemo na oblik q=—K.
U koordinatamaa, Potencijalna energija ima oblik:

1u=-ZU
2 2C.Q. +c 2 21*1 "6,0, +0,0,4..+0,,0.,)

. Treba naći izraz za kinetičku energiju. Zbroje li se sve jednadžbe(2.3), dobije

18,+0,8,+1,0,4.+7,0, =0 (2.6)
odnosno:
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1,9, +],9, +1,0, Smatsrli (0). = const. (2.7)

Zbroj u izrazu(2.7) zakretni je moment količine gibanja osovine u odnosu na
0s. Iz relacije (2.7) proizlazi daje taj zakretni moment konstantan,tj. da ne postoje
vanjske sile koje ga mogu promijeniti.

Pretpostavimo da u početnom trenutku diskovi zauzimaju položaj
?=(0,,0,,P,7-::10, )i da osovina miruje. Tada desnastrana formule (2.7) postaje
jednaka nuli:

1,8, =0 (28)

Ako pomnožimo dvostruku kinetičku energiju (2.1) sa zbrojem momenata
A=h+Nh+1+.+],, dobivamo:

zma=(%,1,) (LS 18 )=2 ŽAO +05)=| Ša +2 1461 +03
i=1 i=1 i=1je nja

te]
2 n

Iz (2.8) izlazi b> 18.) =0,odnosno 3, J?Q; =—22.1,1,0,0,- Tada je:
i=1izi ij

i,j=1 bjeižj izj

1u š Ž

u de 24 z .2 SULOna =mE. PIRA +0)2008,20 £0, 20.0)
izj

JI S DAJE

ij

n

i,j

u
2;

Prema definiciji je €, —9,,, 7%,» pajeio,—-Q,, =%;, odnosno:

Q,-9;=0—-P4 — oPozPja +019 zA, 10h
Ako to uvrstimou izraz za 2TA, dobivase:

i-1
m m

: = ' E
n n 2

2TA=>), XJilš, Hđtdhet8ja) X žJdže0
j &i.0 j tavnog računa

Razvrstajmo sada članove uz izraze %; 1%;%;: Nakon jednos g

izlazi:

ma=$(X ŠIpe28, SadŠna,
i=1 j=1 k=i#1 #1 je

odnosno:
n-1

z

i n n=1 n=1 ke
i

J :

n 1 (2.9)maažnjsŠećić ŠI
kvadratna je forma po &, u

Tako dobiveni izraz za kinetičku energ) >
av, dobivamo sustav

koordinatama a .. Uvrsti li se (2.9) i (2.6) u Lagrangeov sust
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diferencijalnih jednadžbi za torzione oscilacije osovine u &eneraliziranimkoordinatama a:
ca =- Ja

(2.10)
Ž = ijenti ičnostija =(a.,a,,a.,.., a);dje suc = (C, Coy Cage C,) koeficijenti elastii osu,

KuEe1 veo 37 ng 2-14!&=(a Pa 81:81) a] je matrica kvadratne forme kinetičke energije čiji18 10re+, 0 suelementi:
i :šaj=l j=iH

lj (Žuža) rižji<j
k=H1

i; (žu 2Pe)k=1 k=i1
Na primjeru kada je 1 = 5, matrica IJje jednaka:

hO,+0,+1+1,)  LO+ 1,+1.) IO,+].) IJ:hO+1+]) (+ 1)0,+1+1) (+ 1)U,+].) UEBAJA1+], (0+1,)0,+].) U+1)(,+1,+],) JJ,+1,+].)IJ (+1), O+0,+1))  NO+1+1,+1)IZ dobivenogse vidi da je J simetrična matrica. Time se problem sveo naIješavanje sustava diferencijalnih jednadžbi oblika:

1=-KIsustav (2.5) standardnogje oblika š=-Cs, samo što matrica sustava nijesimetrična.
Da bismo još malo drukčije napisali matematički model torzionih oscilacijaOsovines n diskova, uvedimo Novi generalizirani koordinatni sustav:

Majo i=123. pan (211)U tako definiranom koordinatnom Sustavu,sustav (2.5) poprima oblik:
V=Fygdje je F matrica:
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inače je fj=0
iizan=5:

_6(U,+)2) , vz 0 0 a
IJ, I

VE1C2 _C,U, +1.) 16263 0 0I 1) J,

0 V €2C3 _C3(]; +14), 123 0
JL 1, IL

0 0
C3C4 _&,(0, +]:)
Jl JAJE

U koordinatamaw, sustav (2.10) poprimaoblik:

w=GW (2.13)

gdje je G matrica s elementima:
i "=1

DI ž dl
_k=1okei
MEL KrpaČE

Jednadžbe (2.13) matematički su model gibanja osovine s 1 diskova pri malim

torzionim oscilacijama. Sustav diferencijalnih jednadžbi sustav je drugoga redas
konstantnim koeficijentima, a uz to je matrica sustava simetrična, tako da se mogu

primijeniti jednostavne numeričke metode za rješavanje takva sustava.
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