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MATEMATICKI MODEL TORZIONIH
OSCILACIJA OSOVINE

U élanku je definiran matematicki model torzionih oscilacija osovine na koju su pricorséeni rotacijski
diskovi i osovina, izradeni od homogenog materijala, ne nuZno istog. Model je konstruiran
primjenjujuéi linearizirane Lagrangeove jednadzbe mehanike u generaliziranim koordinatama.

1. OSNOVNI POJMOVI LAGRANGEOVE MEHANIKE
Lagrangeove jednadzbe

Promatrajmo sustav od 7 materijalnih to¢aka. Neka je polozaj sustava u svakom
trenutku t jednozna¢no odreden sa s realnih veli¢ina g, gy gz thmalm broj
veli¢ina potrebnih za jednozna¢no odredenje polozaja sustava materijalnih Foéakg
u svakom trenutku t nazivamo brojem stupnjeva slobode tog sustava. Taj je broj
uvijek manji ili jednak 37. o :

Drugim rijeima, “polozaj” sustava od n materijalnih to¢aka odreden %g
vektorom g = (4,4 939 ka0 tockom u prostoru R¢ U tom slucaju PIOStl(i)éin
nazivamo konfiguracijskim prostorom promatranog mehanickog sustav\a], a vs ;
a1, 92 G3r---19s generaliziranim koordinatama sustava u tre_nutku t. Vrijednos
generaliziranih koordinatta ovise 0 vremenskom trenutku i one se s vremenonm
mogu mijenjati. .

Analogno se, kao i u ”obiénin}” koordinatama,
definiraju ostali mehani¢ki pojmovi. Generaliziranim
nazivamo veli¢ine definirane formulom:

04,
qi(to ) _'Et_

g=(0,,9,/ 7 brzine. -

avektor §=(q,,9,,957-+79s ) vektorom brzine. Ry
Pri gibanju konzervativnog sustava m_aten_]almh to (sustav j

vrijedi zak%lna;légéuvanju energije), generaliziran vektor g kao funkcija vremena ¢

zadovoljava sustav Lagmngeovih jednadz'bi mehanike [1]:
d oL oL _ 0 (L.1)

tako i u generaliziranim,
brzinama u trenutku £,

,i=1,2,3,...,58

t=ty
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gdje je L Lagrangeova funkcija koja je kod konzervativnih jednaka:
L=T-U (12)
U gornjom formuli sa T je oznadena kinetitka, a sa UJ potencijalna energija
sustava.
Linearizacija

Mehanicki sustav zovemo lineariziranim ako potencijalna i kineti¢ka energija
imaju oblik:

IR s g e 13
Tzilélaijqiqj a5 =a, (0),i#] (1.3)
1 o*u
U =ubiaig. b = % o (1.4)
21,,Z=1 l’qlq) J aqiaq’. :<q_0

Praksa i teorija pokazale su da je linearizacija dovoljno dobra aproksimvacxja
uz uvjet da su pocetne “smetnje”, prouzrokovane vanjskim silama (silom tezom,
pomicanjem zbog naprezanja), koje otklanjaju sustav iz polozaja ravnoteze,
dovoljno male da moZemo zanemariti nelinearne &lanove, To posebno dola@.do
izrazaja pri progibu ili zakrety izazvanima elastiénom silom, kada je elasticitet
dovoljno “jak” da uvijek nastoji sustav vratiti y poloZaj ravnoteze [3].

1z (1.3)1 (1.4) vidljivojedasu Ti U] kvadratne forme s pozitivnim elementima.

aze za potencijalnu i kineti¢ky energiju mozemo zapisati u obliku:

T=>44/3) (15)

U=%(Bq/ q) (1.6)

gdje je (x/y) skalarni produkt vektora y i Y.

Y ] napisanim izrazima 4 i g SU matrice s konstantnim &lanovima.
U_vr§tav_ayuc.1 te izraze u Lagrangeove jednadzbe (1.1) dobivamo sustav
djferetngqalmh Jednadzbi koji opisuje male oscilacije oko stabilnog poloZaja
ravnoteze:

auzfl +a12¢}2 +a13213 +"'+a1nt}" =_b11'71 _blzqz _buqs e "_blnqn
89, +8,4, +a,q, t..ta, g =—b21q1 —~bzzq2 —bes ~..=b, g, (1.7)

unlél +a"2éz 3 an3é3 0 .+u’mé" = -bnlql _bnz qz _b"3 qa = .—b"" q"
ili u matri¢nom Zapisu:

Aj=-Bg (1.8)
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2. PRIMJENA LAGRANGEOVIH 7
I3 JEDNADZBI NA
ELASTICNE OSOVINE S n DISKOVA MREE
Promatrajmo ravn j i 7 i
Bromes m] e k:vi E; lci)li:‘ﬁm koja se moZe okretati oko svoje osiina kojoj se nalaze

Neka su ploce podvrgnute takvi
. 1 e vim naprezanjima d € i
osovine kao osi rotacije. Promatrat ¢emo torzioge oscillacije o:ows/?mzakrecu el

L ‘ |
= } ’Illll / \'
t , g(llll ”,l. 77/777 1777 9 \

Slika 1.

E Oznad¢imo moment inercije diskova s Ty seeeily @8 €1,CyCymeesCnt koeficijente
elast}qlosﬁ pojedinih dijelova osovine izmedu susjednih diskova tako da je ¢
koeficijent za dio osovine izmedu i-tog i i+1-og diska. Tako definiran sustav
predstavlja mehanitki sustav s 7 stupnjeva slobode. Koeficijenti ¢;,CCs.Cn ovise 0
svojstvima materijala od kojih je osovina napravljena. Akoje osovina napravljenaod
hOII}Ogenog materijalail, =L = I, =..= 1,5, gdjesu ], udaljenosti izmedu susjednih
ploca, Vrijedj. C1 = CZ — C3 = — Cn-l'

5 Umjesto tako opisane osovine,
¢emo smatrati $tapom kojemu je masa koncentriran:
onim to¢kama u kojima su pricvr$ceni diskovi. Izme
torzionih oscilacija Stapa.
PoloZaj sustava u svakom ¢emo trenutku odrediti kutom @y, za koje se disk
zakrene pri naprezanjima. Kineticka energija tako definiranog sustava ima oblik:

@.1)

za potrebe matematickog modela osovinu
au konatnom broju toc¢akaitou
du tih totaka vrijedi jednadzba

T=-1i(]1('pi' 1, 0%+ T, ], 82)

a potendijala:

u=%(cl(q)‘l —(Pz )2 +Cz((p2 —(P3 )2 +...+Cn_l((p"_1 _(P,.)z) (ZZ)

: Ako se izrazi (2.1) i (2.2) uvrste u Lagrangeovu jednadzbu, dobiju se
jednadbe torzionih oscilacija osovine s 7 diskova:
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]1(P1 =_C1((P1 _(Pz)
1,®, =¢,(0, —0,)=¢,(®, =9;)
1,0, =¢, (@, —9,)—c;(9, —¢,) 23

]n—lzpn—l =cn—2 ((Pn-l _(Pn-l)—cn-l((pn—l _'(P,,)

1,8,=¢,.(¢,,-9,)

U tako definiranim generaliziranim koordinatama' rjeSenje sustava nije
jedinstveno jer ukljucuje i obi¢nu rotaciju osovine bez relativnog zakreta dJSkO\.I.a.
Da bi se to izbjeglo, uvode se nove koordinate, kutovi relativnog zakreta dviju
susjednih ploca:

a, =0 -0, i=123,...,n-1 (2.4)

Uvodenjem takvih koordinata dobili smo sustav s n-1 stupnjeva slobode.
Transformirajmo sustav (2.3) tako da prvu jednadzbu pomno#imo sa J,, a drugu sa Ji
pa ih zatim medusobno oduzmimo. To isto napravimo s drugom i treom, treom i
Cetvrtom i tako na kraju sa zadnje dvije. Dobivamo sustav:

5 po () e

ol
1 ]1 ]2 1 ]2 u'2
)
a

- c c,(J, +
a:—la—z(z ]3

ey %
C

0 LR 5
]2 ]3]4 ]4 (2' )
(-1 :C"'3 o _Cn—Z (]n—z +]n—1) n—1
e e
n-3 n-27 n-1 ]"_1
a 1=C"—'20L -Ma

& ]n—Z 25t ]n—lln nsd
U sliede¢em koraku sustay (2.5) prevest éemo na oblik q=-Kg.

U koordinatama o, potencijalna energija ima oblik:

1
U==(c.a? +¢ g2 2 2
Z( 1% TC +c3a3+...+cn_1a"_])

= Treba naéi izraz za kineticku energiju. Zbroje li se sve jednadzbe (2.3), dobije

]lfp]+]2(“Pz +]3¢3+...+]n(pn =( (2'6)
odnosno:
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]1(‘[’1 +]2€Pz+]3<p3+...+]"£p" = const. (27)

Zbroj u izrazu (2.7) zakretni je moment koli¢ine gibanja osovine u odnosu na
os. Iz relacije (2.7) proizlazi da je taj zakretni moment konstantan, tj. da ne postoje
vanjske sile koje ga mogu promijeniti.

Pretpostavimo da u pocetnom trenutku diskovi zauzimaju poloZaj
0=(9,,9,,9,,---,9,)idaosovina miruje. Tada desna strana formule (2.7) postaje
jednaka nuli:

Z":I,.fpi =0 (2.8)

Ako pomnozimo dvostruku kineti¢ku energiju (2.1) sa zbrojem momenata
A=]J; + ], +]; +..+ ], dobivamo:

2TA=(2L-) (%ikép?]% S0, )= e L S0+
i=1 =1 =1

i i,j=1
l#]

2 n
Iz (2.8) mlam(z ]i¢;) =0, odnosno Y J?¢? =-2>].J,¢,0,- Tada je:
i=1 j

i=1 i<j

i e TR R o PR
2MA=2 31,10} )=S0 08y = ST, 4] 200~

i, j=1 irj=
:'ae)j i#] iz]
1 saligNg
=E,‘ ‘_1]i]j((Pi _(pj)
7

Prema definiciji je ¢, —0,, =0, pajei 9, —0,, =@, 0dnosno:
P, =9, =0, -0, —0,; 00 + @y ;=0 Ot FA
Ako to uvrstimo u izraz za 2TA, dobiva se:

n j—1
2 = . . . . 2 =5 = Z
ZTA=§]iJ§1]j(ai+cxm+ai+2+...+aj_1) -§,§lfffj§<“k>
Razvrstajmo sada dlanove uz jzraze &? i o0 Nakon jednostavnog racuna
izlazi:
n—‘l‘2 i n Zinz-idd ZH:]]
2TA=) & DT e

i=1 =1 k=itl il j=itl
odnosno:

=< 7 o 5SS Ji (2.9)
ZTA=;a,.(;],}(Z];‘]+ZZZa’a’(;]k k=zf+1 ]

j=il i1 j=itl

Pl ot 4 kvadratna je forma po @, u
Tako dobiveni izraz za kinetitku energiju stav,] dobivamo sustav

koordinatama o, . Uvrsti li se (2.9) i (2.6) u Lagrangeov st
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diferencijalnih jednadzbi za torzione oscilacije osovine u generaliziranjp,
koordinatama o :

co= % Jo (2.10)

< = iient icnosti; o =(at. , o0 ... a );

djesuc = (c; ¢ ¢3..., C, ;) koeficijenti elasti¢nosti; A%y By 0o

&=(a g(,{ a,,...,6 ) a]Jje matrica kvadratne forme kineticke energije &ji s
179,/ ARV Y

elementi: ; -
Z J i ) [ Z ] J J
j=1 J=il

iy BB ) iwii<s
1

Il

i

k= k=i
Jj= ﬁ:]k : Z]kj PLEf,i>]

k=1 k=i+1

Na primjeru kada je = 5, matrica Jje jednaka:
]1(]2+]3+]4+]5) ]1(]3+I4+]5) ]1(]4+]5) ]1]5
]l(]3+]4+]s) (]1+]z)(]3+]4+]5) (]1+]2)(]4+]5) (]1+]2)]5
]1(]4+]5) (]1+]z)(]4+]5) (]4+]5)(]1+]2+I3) ]5(]1+]2+]3)
JiJs T+ 1), RURESI AT E L 0 I )

2 Iz. dobivenog se vidi da je J simetritna matrica, Time se problem sveo na
Ijesavanje sustava diferencijalnih jednadzbi oblika:
9=-Kq

. Lsustav (25) standardnog je oblika §=-Cs, samo $to matrica sustava nije
Simetricna.

Da bismo jos malo drukdije napisalj ol onihlostilagia
: : f pisali matemati¢ki model torzionih oscilacij
osovine s n diskova, uvedimg novi generaliziranj koordinatni sustav:

gdje je F matrica:

Ci(]x'& ) cic,
f.-,-=\’+\“"*1,i=1,2,3,... n-2
i]i+1 ] :
fn—l,n~1 =‘%—1}+]")

n-1%n

i-1C;
foig =25 =2,34,...,n-1

]
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inace je f;=0
lizan = 5:
Cl(I1+}2)+\lC1C2 0 0
I.J, I, 2
VE1C; cz(]2+]3)+ NC,Cs 0 )
]2 ]2]3 ]3
0 Vs C3(]3+]4)+V02c3 0
I3 ]3]4 ]4
0 0 NG _cUstJs)
J 4 ]4] 5
U koordinatama v; sustav (2.10) poprima oblik:
v =Gy (2.13)
gdje je G matrica s elementima:
i n=1
22
= =¥
gu = n=1
; U /cl.cl.
Jednadzbe (2.13) matematicki su model gibanja osovines n diskova pri malim
torzionim oscilacijama. Sustav diferencijalnih jednadzbi sustav je drugoga reda s
tako da se mogu

konstantnim koeficijentima, a uz to je matrica sustava simetricna,

primijeniti jednostavne numericke metode za rjeSavanje takva sustava.
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