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SVOJSTVENE OSCILACIJE
LINEARIZIRANOG SUSTAVA

MATERIJALNIH TOČAKA

U članku je izložen problem traženja svojstvenih vrijednosti za linearizirani sustav materijalnih
točaka sn stupnjeva slobode, koji je podvrgnutelastičnim silama. Takav sustav oscilira oko položaja

ravnoteže. Koristeći se poznatim teoremomo istovremenoj dijagonalizaciji dviju kvadratnih formi, od

kojih je jedna pozitivno definitna, izloženo je kako sedo rješenja sustava diferencijalnih jednadžbi, koje

opisuju gibanje sustava, može jednostavnije doći uvođenjem sustava glavnih koordinata. Uvođenjem

glavnih koordinata, sustav diferencijalnih jednadžbi svodi se na rješavanje n neovisnih diferencijalnih

jednadžbi drugog reda. Nakraju je članka kao primjer prikazan sustav od dva matematička njihala

povezana elastičnom oprugom, u kojem dolazi do pojave zvane “efekt pretakanja energije“.

1. SVOJSTVENE OSCILACIJE I GLAVNE KOORDINATE

Pri malim oscilacijama mehaničkog sustava s 1 stupnjeva slobode, izrazi za
kinetičku i potencijalnu energiju kvadratne su forme g odnosno g, gdje je q

generalizirana brzina, a q generalizirane koordinate sustava:

T=5 (44/0) (14)

u=z (Bq/a) (1.2)

gdje je (x/y) skalarni produkt vektora x iy [1].

Izraz za kinetičku energiju pozitivno je definitna kvadratna forma.

Iz teorije kvadratnih formi poznato je da ako imamo dvije kvadratne forme

AiB, od kojih je jedna pozitivno definitna, postoji takav linearni operator da se

obje forme u odgovarajućoj bazi istovremeno dijagonaliziraju [5]. Ako se .
primijeni na forme (L1) i (1.2), proizlazi da postoji sustav generalizirani

koordinata Q = (Q, Q> , Q) u kojem izrazi za kinetičku i potencijalnu energiju

poprimaju oblik:
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o MIJOT=7(/)=2X0! (13)2 Dino
E 1u=2X,;Q'-2(40/0) (14)2 72

gdje je A matrica:

0 0

i 072,06 580
(15)

VE NO
Postoji linearni operator € takav da bude:

C1AC=] (1.6)

C1BC=A (1.7)

gdje je I jedinična matrica.
Ako se zna koordinata položaja promatranog sustava u sustavu q, tada senjegov položaj u generaliziranim koordinatama Q računa prema formuli:

Q=q. (1.8)

Generalizirane koordinate u kojima su kinetička i potencijalna energijadijagonalne kvadratne forme, nazivaju se glavne ili normalne koordinatepromatranoga mehaničkog sustava. Lagrangeove jednadžbe gibanja mehaničkogsustava u generaliziranim koordinatama q jesu:

AG =—-Bq (1.9)

Ako se uvedu glavne koordinate, sustav jednadžbi (1.9) poprima oblik:

Q=AQ. (1.10)

Dobiveni sustav je sustav od n međusobno neovisnih diferencijalnihjednadžbi drugog reda, Pa svaku od njih možemo zasebno riješiti. Svaka pojedinajednadžba predstavlja gibanje sustava s jednim stupnjem slobode. Brojeve 2;nazivamo svojstvenim vrijednostima matrice B u odnosu prema matrici A, odnosnosvojstvenim vrijednostima mehaničkog sustava.
Promotrimo npri-tu jednadžbu:

Q=-10. (111)



Ž. GLAVAN, Svojstvene oscilacije line itPomorstvo, god. 13 (1999), str. 281-292
og sustava...

283

Razlikujemo tri slučaja [2]:
1)A,=0>0
tadaje rješenje jednadžbe (1.11) jednako:

Q,=C,, cosat+C, sinot;
2), =0
tadaje rješenje jednadžbe (1.11):

Q,=C4€5;
3.)A, =-k* 0

tadaje rješenje jednadžbe (1.11) dodanou obliku:

Q, =C,, coshkt+C,, sinh kt.

U prvom se slučaju radi o malim oscilacijama oko stabilnog položaja
ravnoteže, u drugom je slučaju položaj ravnoteže neodređen, a u trećem je
nestabilan.

Neka je A, =0; > 0jedna od svojstvenih vrijednosti, an svojstveni vektor, tj.
vektorza koji je:

Bn=A,An (1.12)

ineka su početni uvjeti gibanja takvi da su C, i C, jednaki nuli za svako: # j.
Tada se sustav giba tako daje položaj sustava u svakom trenutku dan izrazom:

g) =(C., cosot+C,, sin ot)n (1.13)

gdje su komponente vektora izražene u generaliziranim koordinatama1Gibanje opisano jednadžbom (1.13) u sustavu je glavnih koordinata gibanje

koje se dobije superpozicijom jednodimenzionalnog gibanja
Q, =C,, cosa,t+C,, sina, itrivijalnih gibanjaQ, =0,j i Takvose gibanje naziva
i-tim svojstvenim osciliranjem sustava, a 0, 1-tom svojstvenom rekvenajoni

Negativne svojstvene vrijednosti također generiraju svojstvena gibanja koja

se također nazivaju svojstvene oscilacije, iako nisu periodične.
Svojstvene oscilacijee) okomite jer je sustav koordinata Q

okomit u smislu skalarnog produkta (A1/4). ja Be
Sustav s nepdtzet: u općem slučaju nema 1 različitih eiasvojstvenih vrijednosti. No u slučaju kada je i potencijalnaee vni

definitna kvadratna forma, sve su svojstvene vrijednosti pozitivne 1 postoji 1

linearno nezavisnih svojstvenih oscilacija.

Promatrajmo izraz (1.13) u slučaju
koordinatnom sustavu vektor nimakomponente (10,0, so
polaznom generaliziranom koordinatnom sustavu g dobiju se tran'
gdje je € matrica transformacije sustava q u sustav Q.

Sada se sustav (1.13) može pisati u obliku:

daje A =A,- Tada u normalnom
),..,0). Njegove koordinate u

sformacijomC€ “n
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Q=(C,, cosa,t+C,, sine,f)C“n, (1.14)

gdje je n izražen u koordinatama Q.
U slučaju kada postoji n različitih pozitivnih svojstvenih vrijednosti, gibanjesustava oko stabilnog položaja ravnoteže je superpozicija n glavnih harmoničkih

oscilacija. Tada rješenje diferencijalnih jednadžbi glasi:

q=C"x (1.15)

gdje je x vektorčije komponente u sustavu g imaju oblik:

x; =C,, c0sot+C,, sin of (1.16)

Koeficijente C;ji =1,2,..,n; j= 1, 2o0dređujemo iz početnih uvjeta. Općenitorješenje složenoga gibanja sustavanije periodično pa nemasmisla definirati period.
Rješenje sustava (1.15) možemo zapisati u obliku:

g()=R Gem) (117)

gdje su 0,,1,, svojstvena frekvencija odnosno svojstveni vektor zasvojstvenu vrijednost 2, . [3].
I

U slučaju kad postoji m različitih svojstvenih vrijednosti, možemo naći nlinearno nezavisnih svojstvenih vektora N,:No,:+/M,- Označimo
ni ZOen) svojstveni vektor 1. komponente u sustavu g. Tada općerješenje za generaliziranu koordinatu 1; glasi:

9; =X(€,, cosof+c., sino,t)n,, (1.18)
i=1

ili

9, =>, cCosa,t+C,, sino). (1.19)

Koeficijente u (1.18) odnosno (1.19 odredimo iz početni j djsustav (1.19) zgodno napisati u GD meda jaok
1 = DJ A, sin(0,f+ £.)

i=1

Iz adicionih teorema dobiju se veze između C mola A, 8 2
A, cose, =€.,

A, sine, =C,,
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2. KARAKTERISTIČNA JEDNADŽBA
Kao što je već spomenuto, gibanje mehaničkog sustava s n stupnjeva slobodeiodabranim sustavom generaliziranih koordinata opisano je jednadžbama oblika:

AG =—Bq (2.1)

ž

Jedno od mogućih rješenja koje odgovara svojstvenoj vrijednosti A, danoje
izrazom:

9, =l, sin(0,f+e,) (2.2)

gdje se lj odredi iz početnih uvjeta. Iz formule(2.2) može se jednostavno izračunati
4, deriviranjem pot:

i; = al, cos(of+e,) (2.3)

4; = Al, sin(0,f£+e,) (2.4)

Kada (2.2), (2.3) i (2.4) uvrstimou(2.1) izlazi:

(a0? =b,)l, +(220% —bo Ha, 0; by, 0
(a8 bu) +(a,0; -b2), +. Ha), 0; Dola 70 (2.5)

(a0) dloget iasd: IŽNET
U jednadžbama(2.5) nepoznati su o,i 1, 1,.., l,. Da bi homogeni sustav

jednadžbi u l,, 1... 1, imao netrivijalno rješenje determinata sustava morabiti
jednaka 0:

2,0] —bu 2,0; -b 8,0% bh,
2

a0 -bu “na u 0,0; ba, =0,

4 1% -bu 4,9; ZL 2,0 Zb

odnosno:

detA,A-B|=0 (2.6)

akteristična jednadžba mehaničkog sustava.

Pokazanoje dase svojstvene vrijednosti matrice Bu odnosu prema matrici A dobiju

ijeni istične jednadžbe. Rješavanjem sustava (2.5) možemo naćioSeankoji se zom amplitude. Jednadžba (2.6) jednadžba je u-tog

Jednadžba (2.6) zove se kar
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stupnjačiji su korijeni realni zbog simetričnosti A i B, ali ne moraju nužnobiti ni
međusobno različiti ni pozitivni.

Akose kinetička ili potencijalna energija u odabranome generaliziranom
koordinatnom sustavu pojavi kao dijagonalna kvadratna forma, tada zbog
jednadžbi (1.8) i (1.10) karakteristična jednadžba poprima oblika:

detC-Mj|=0, (2.7)

gdje je C matrica potencijalne energije, a I je jedinična matrica. U ovom slučaju
problem se svodi na uobičajen postupak traženja svojstvenih vrijednosti za
matricu C.

U drugom slučaju kada dijagonaliziramo matricu potencijalne energije,karakteristična jednadžba glasi:

detk 51 -0 (2.8)

3. EFEKT PRETAKANJA ENERGIJE

Slika 1.

Neka su dva matematička njihala obješena kaonaslici 2. Mase njihala neka budum=m=ma duljine nitil, = 1 = 1. Promatrajmo njihanje tih dvaju njihala ako senalaze upolju gravitacijske sile g i ako su im mase povezane oprugom. Masuoprugećemoradi jednostavnosti zanemariti, a duljina opruge u nepobuđenomstanju jednaka je razmaku između objesišta njihala. Uvedimo sustav genera-liziranih koordinata q= (g,92) tako da g, bude kut otklona njihala s masom m, a g,kut otklona drugog njihala. Položaj je ravnoteže u takvu generaliziranu sustavu g= (0,0) = 0. Njihala njišu oko tog položaja. Prikažimo kinetičku i potencijalnuenergiju u tako odabranom sustavu koordinata:

Bod00) (3.1)
12

UZ2(4+4 +0(q,-q,)*) (3.2)
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gdje smoradi jednostavnosti uzeli da je

m
=

: n u jem=11=1g=1aizraz=2(g. —g.)ž
formuli za potencijalnu energiju dolazi od elastičnih svojta oo dk

Uvedimo novi koordinatni sustav:

g, 17S
Bh (3.3)

_1.742Om (84)

Matrica transformacije sustava g u sustav Q imaoblik:

dgTo JE
(3.5)

Iz relacija (3.3) i (3.4) izračuna se:

4=Ar (3.6)

1, A (8.7)

U novom sustavu kinetička i potencijalna energija sustava glase:

ričJE (61-80) (38)

u -_(Q: +Q; +2aQ,)

odnosnouz oznake o, =1 i 0, =/(1+2a:

(3.9)U =—(00; +010)
potencijalnu energiju proizlazi da jeveni kinetičku iIz dobivenih izraza za
glavnih ili normalnih koordinata.

pomoću (3.6) i (3.7) definiran upravo sustav
Razlikuju se dva svojstvena osciliranja:

inkrono otklanjaju na istuTa dau ihal
1. Akoje Q, = 0, onda je q, q,: Obase njihala s < (slka2)

stranui za isti kut. Svojstvena frekvencija je &,

2. U slučaju da je Q =0, vrijedi 4, = -12

j
imaj tan otklon. U ovom

Njihala osciliraju tako da u svakom trenutku imaju supro I
slučaju een: Aaaa iznosi 0, =v1+20 >1. Svojstvena se frekvencija

pojačava zbog elastičnih svojstava opruge (slika 3.).
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Slika 2. Slika 3.

Kadje koeficijent a << 1 dolazi dok zanimljivog efekta koji se naziva “efekt
pretakanja energije“. Neka u početnom trenutku drugo njihalo miruje, a prvo nekaima početnu brzinu 4, (0) =v, a početni položaji neka budu g, (0) = 0ig, (0). Riješimosustav jednadžbi gibanja uz takve početne uvjete i to u sustavu normalnihkoordinata. Najprije trebaizraziti početne uvjete u koordinatama Q. Prema(3.3) i
(3.4) izlazi:

Q,(0)=0,Q,(0)=0, Q,(0)=—. s Q,(0)=—- (3.10)

Jednadžbe gibanja u sustavu normalnih koordinata izgledaju ovako:

Q, Fr -2,Q, =-0,
: : (3.11)
Q, =—-0,Q, =-(1 +24)Q, s

Opće rješenje sustava glasi:

Q, =C, sino,t+D, Coso,t
(3.12)Q, =C, sino,t+D, coso,t.

Ako se uvrste početni uvjeti (3.10), dobiju se koeficijenti:

D1=0, D,=0 (3.13)

G=G=I 14de pen o,v2 “E
Tako smo dobili rješenje jednadžbi (3.11) uz početne uvjete (3.10):

Q,= —— sint2
(3.15)vrQ, ==——sino,t0,02
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..
 Zbroje li se pa zatim oduzmuizrazi u (3.15), dobiju se jednadžbe gibanjanjihala u polaznom koordinatnom sustavu uz početne uvjete (3.10):

q ="| sint+ 1

E o, sino,
=" sint- l

ha
2 o, sino,f

U slučaju da je a <<1 0, =/1+2a =1+a. Tada možemo izraz LL smatrati
približno jednakim 1 pa imamo: o

1 1(+0, (1-a,)
2 2(Eani
2 2

(3.16)

2

7, => (int+ sino,t)=vsin

VI noneq, ano )=vcos

Uz dodatnu oznaku:

i zbog

izlazi:

g, zvcosetsino (8.17).

g, =—Vcos et cos d

utku # = 0, samo prvo njihalo ima početnu brzinu. Prva jednadžba u

(3.17) ae male oscilacije njihala s frekvencijom o =lilavcoset. Druga jednadžba u (3.17) opisuje male oscilacije njih ia: Za
ij

Keni rastućom amplitudom vsinet. U trenutku T= =: nE nEol :
jednaka je 0, tj. u tom se trenutku giba samo drugo nji PNEoamplituda se prvogpoveo da.kerutak zaustaviti, Analogno bismo

Za žink 3T, 4T,... Kao što smo već rekli, i .pjnaziva“efekt pretakanja energije“. Za ilustraciju te pojave, na slikama 4. i 5. p

zani su grafovi funkcija (3.17).
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jErvcosEt sina't
Slika 4.

%

Ga"Ze NA-vcos av't sint

Slika 5.

Neka su sad mase njihala i duljine niti različite. U tom slučaju potencijalna ikinetička energija imaju oblik:
1

u :T =zmlii +m,124,)
(3.18)gi a, a 2U=m]l, om DE —q,)

Matrice kinetičke i potencijalne energije imaju oblik:

EL 0
(3.19)0 m] Ž

pojeo o
(3.20)—a ml,

Treba naći karakterističnu jednadžbu:

EX 2

delp-aA=ose Am] —a a—a 2ml, +a—-Am,l,
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Razvojem determinante dobivamo:

mmlili, (milim, (L, ai, )+oa(mli +m,lž M+mmL, +0(ml,+m,l,)=0

(3.21)

Zanimljivo je promatrati kako se svojstvene vrijednosti i frekvencije ponašajukad a >0ia >, tj. u slučaju kad je opruga koja spaja njihala jaka, odnosno
zanemarivo slaba.

Da bismo ispitali kako se sustav njihala ponaša kad a > e, podijelimo
jednadžbu (3.21) s a i tražimo limeskad a > o:

mlj+md,
(3.22)o =—— :mli+m,l,

Znači da jedna od svojstvenih frekvencija teži u beskonačnost, a drugateži
prema svojstvenoj frekvenciji njihala s dvjema masama na istojniti (slika 6.).

Slika 6.

U slučaju kad a —> 0, sustav se ponaša kao dva slobodna matematička njihala.

Akose u (3.21) uvrsti  =0, dobije se:

=0
mmlo malim ll +H, Mem,

Gornju jednadžbu podijelimo s mm:
1X GH, )A+1=0

odakle rješavanjem dobijemo:

sal (3.23)
1 2

JE

1neh
) upravo su izrazi za frekvenciju dva slobodna matematička

Relacije (3.28
njihala duljine niti Lil,
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Summary
CHARACTERISTIC OSCILLATIONS OF THE LINEARIZED SYSTEM OF

MATERIAL POINTS

The paper deals with the problem hii isti oo :miieoaaE6E ing characteristic values for a linearized system of material
nt: 1

ect to elastic forces. Such a system oscillat d the balanceae ža vwell-known theorem on the simultaneous dioniiMaeo)
ona Se Ia4ka the paper aims at presenting how to reach a solution of the differential

£
, 1g the motion of a system in an easier way by a simple introduction of the


