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SVOJSTVENE OSCILACIJE
LINEARIZIRANOG SUSTAVA
MATERIJALNIH TOCAKA

U élanku je izloZen problem traZenja svojstvenih vrijednosti za linearizirani sustav materijalnih
todaka s n stupnjeva slobode, koji je podvrgnut elasticnim silama. Takav sustav oscilira oko poloZaja
ravnoteze. Koristedi se poznatim teoremom o istovremenoj dijagonalizaciji dviju kvadratnih formi, od
kojih je jedna pozitivno definitna, izloZeno je kako se do rjesenja sustava diferencijalnih jednadZbi, koje
opisuju gibanje sustava, moZe jednostavnije doci uvodenjem sustava glavnih koordinata. Uvodenjem
glavnih koordinata, sustav diferencijalnih jednadzbi svodi se narjesavanjen neovisnih diferencijalnih
jednadzbi drugog reda. Na kraju je clanka kao primjer prikazan sustav od dva matematicka njihala

povezana elasticnom oprugom, u kojem dolazi do pojave zvane “efekt pretakanja energije”.

1. SVOJSTVENE OSCILACIJE I GLAVNE KOORDINATE

Pri malim oscilacijama mehanickog sustava s 7 stupnjeva slobode, izrazi za
kineti¢ku i potencijalnu energiju lkvadratne su forme g odnosno g, gdje je g
generalizirana brzina, aq generalizirane koordinate sustava:

T =% Aald) (L)
u =% (Bqlo) (12)

gdje je (x/y) skalarni produkt vektora x iy [1].

[zraz za kineti¢ku energiju pozitivno je definitna kvadrgt.:na forma.

Iz teorije kvadratnih formi poznato je da ako imamo dvije kvadratne forme
Ai B, od kojih je jedna pozitivno definitna, postoji 'takav linearni oper[a\tlcc)r dase
obje forme u odgovarajucoj bazi istovremeno dljaggnahzua)u [5]. - 0 se tﬁ
primijeni na forme (1.1) 1 (1.2), proizlaz1.da postoji sustav genera zirani
koordinata Q = (Q;, Qy -~ Qi) ukojem izrazi za kinetitku i potendijalnu energyju

poprimaju oblik:
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i ST
T=1(Q/Q)=—ZQ-Z (1.3)

2 2Tt
u=13. 0 -210/0) (14
gdje je A matrica:

A, 0 0
- W % s @ (15

0 s @ 2

Postoji linearni operator C takav da bude:
CIAC=I (1.6)
CIBC=A (1.7)

gdje je I jedini¢na matrica.
Ako se zna koordinata poloZaja promatranog sustava u sustavu g, tada se
njegov poloZaj u generaliziranim koordinatama Q ra¢una prema formuli:

Q=Cy (1.8)

Generalizirane koordinate u kojima su kineti¢ka i potencijalna energija
dijagonalne kvadratne forme, nazivaju se glavne ili normalne koordinate
promatranoga mehanitkog sustava. Lagrangeove jednadzbe gibanja mehanitkog
sustava u generaliziranim koordinatama g jesu:

Ag=-Bg (1.9
Ako se uvedu glavne koordinate, sustav jednadzbi (1.9) poprima oblik:

Q= AQ. (1.10)

Dobiveni sustav je sustav od 7 medusobno neovisnih diferencijalnih
jednadzbi drugog reda, pa svaku od njih moZemo zasebno rijeSiti. Svaka pojedina
jednadZzba predstavlja gibanje sustava s jednim Stupnjem slobode. Brojeve A;
nazivamo svojstvenim vrijednostima matrice Bu odnosu prema matrici A, odnosno
svojstvenim vrijednostima mehani¢kog sustava.

Promotrimo npr. i-tu jednadbu:

0, ==\ (1.11)
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Razlikujemo tri sluéaja [2]:
1)A, =0? >0
tada je rjeSenje jednadzbe (1.11) jednako:

Q; =C,, coswt+C,, sinot;

2)A, =0

tada je rjeSenje jednadZbe (1.11):
0=CaCt;

3)A, =-k* 0

tada je rjeSenje jednadzbe (1.11) dodano u obliku:
Q, =C,, coshkt+C,, sinhkt.

U prvom se slucaju radi o malim oscilacijama oko stabilnog poloZaja
ravnoteze, u drugom je slucaju polozaj ravnoteze neodreden, a u treem je
nestabilan.

Nekaje A, =0} > 0jedna od svojstvenih vrijednosti, an svojstveni vektor, fj.
vektor za koji je:

i neka su pocetni uvjeti gibanja takvi da su C; i C; jednakinuliza svakoi # j.
Tada se sustav giba tako daje polozaj sustava u svakom trenutku dan izrazom:

q(t)=(C,, cosot+C,, sinotin (1.13)

gdje su komponente vektora izrazene u generaliziranim koprdinata.ma gi =
Gibanje opisano jednadzbom (1.13) u sustavu je glavrph koordinata glbm!e
koje se dobije superpozicijom jednodinpepzmnalno_g glbar}Ja
Q. =C. coswt+C, sinotitrivijalnihgibanjaQ; =0, j # 1. Takvo se gibanjenaziva
i-tim S\'zlojstvehim osciliranjem sustava, a @, i-tom svojstvenom .frekvenc.qom.. :
Negativne svojstvene vrijednosti takoder generiraju svojstvena gibanja koja
se takoder nazivaju svojstvene osciladije, iako nisu I.)en.odl(.:ne. _
Svojstvene oscilacije medusobno su okomite jer je sustav koordinata Q
okomit u smislu skalarnog produkta (Ag/4)- . - e
Sustav s n stupnjeva slobode u opcem sluaju nema razli¢itih pom_t;lynm
svojstvenih vrijednosti. No u slucaju kada je i potencijalna er.u?rglja_pont vno
definitna kvadratna forma, sve su svojstvene vrijednosti pozitivne 1 postoji 7
linearno nezavisnih svojstvenih oscilacija. .
Promatrajmo izraz (1.13) u slucaju da je A, =A,. Tada u rlzggxé?nlz&?
koordinatnom sustavu vektor nima komponente 1,0,0,... 0). N]egc;;Ie roa
polaznom generaliziranom koordinatnom sustavu g dobiju se transformacy n
gdje je C matrica transformacije sustava g u sustav Q.
Sada se sustav (1.13) moZe pisati u obliku:
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Q=(C,, cosw,t+C,, sino )IC™n, (1.14)

gdje je nizrazen u koordinatama Q.

U slucaju kada postoji 7 razliitih pozitivnih svojstvenih vrijednosti, gibanje
sustava oko stabilnog polozaja ravnotezZe je superpozicija n glavnih harmonitkih
oscilacija. Tada rjeSenje diferencijalnih jednadzbi glasi:

g=Culx (1.15)
gdje je x vektor &je komponente u sustavu g imaju oblik:
x; =C, cosot+C,, sinat (1.16)

Koeficijente C;;i =1,2, ..., n; j = 1,2 odredujemo iz pocetnih uvjeta. Opcenito
rjeSenje sloZenoga gibanja sustava nije periodi¢no panema smisla definirati period.
Rjesenje sustava (1.15) moZzemo zapisati u obliku:

q(t)=Re{kiCkei”*'nkJ (1.17)

gdje su o , n,, svojstvena frekvencija odnosno svojstveni vektor za
svojstvenu vrijednost A, [3].

. U slucaju kad postoji n razlicitih svojstvenih vrijednosti, moZzemo naéi n
linearno nezavisnih svojstvenih vektora My Mys---,m,. Oznadimo
n; =(11.“,11i2 s-++,M, ) svOjstveni vektor 7. komponente u sustavu g. Tada opce
rjeSenje za generaliziranu koordinatu q; glasi:

n

q; =Z(Cn coswt+c,, sin ot (1.18)
i=1
i
9 =,Z=:‘(C“ cosmit+C‘.z sina)'.t), (1.19)

Koeficijente u (1.18) odnosno (1.19 odredimo i Cetni ; i
sustav (1.19) zgodno napisati u oblilqs: ) odredimo iz podetnih uvjeta. Nekad je

q; = Z A, sin(o,t+ €;)
i=1
Iz adicionih teorema dobiju se veze izmeduy C A o L, B8
A‘. cose, =Ci2

Ai sinsl. =Ci2



Z. GLAVAN, Svojstvene oscilacije lineariziranog sustava...
Pomorstvo, god. 13 (1999), str. 281-292 285

2. KARAKTERISTICNA JEDNADZBA

Kao 3to je vec¢ spomenuto, gibanje mehanickog sustava s  stupnjeva slobode i
odabranim sustavom generaliziranih koordinata opisano je jednadzbama oblika:

Aq=-Bq @.1)

Jedno od mogucih rjesenja koje odgovara svojstvenoj vrijednosti A, dano je
izrazom:

q; =l]. sin(ot+¢,) (2:2)

gdje se [; odredi iz pocetnih uvjeta. Iz formule (2.2) moZe se jednostavno izracunati
q; deriviranjem po t:

E]j =a]l ; cos(at+e,) (2.3)
q, =coflj sin(o,t+¢,) (2.4)
Kada (2.2), (2.3) i (2.4) uvrstimo u (2.1) izlazi:

(ana)l.z —bu)ll +(au(1)? —blly2+"'+(a1nmiz _bln)ln =0
(“21‘”? _b21)ll +(azz(°? _bzz)lz+"'+(azn“)iz =b,, V. =) (2.5)
(a (DZ —bnlyl +(a"z(0? —bnz yz +"'+(annm? _blnyﬂ =0

nl i
1. Da bi homogeni sustav

; ” i Sl e
U jednadzbama (2.5) nepoznati su ®, 1L by o e

jednadzbi u I, L..., I, imao netrivijalno rjesenje determinata s
jednaka 0:

2
a,9 -b, Ay miz b, ar, 12 1n
ay® —by Ay 12 -b 82,95 = Y24 =@,
anlmt —brxl anzmxz ) annm —bM
odnosno:

deqx,.A—Bl =0 (2.6)
7 isticna jednadzba mehanickog sustava.
e oy kﬂakt?r?\itr?c‘elguodnosu prema matrici A dobiju

i j vrijednosti c u
Egl;alfgﬁi;)elrfidlfaizli‘t,gisszgg: jec{nadibe. Rjesavanjem sustava (2.5) mozemo naci

koeficijente L, .-, I, koji se zovu amplitude. Jednadzba (2.6) jednadzba je n-tog
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stupnja diji su korijeni realni zbog simetri¢nosti A i B, ali ne moraju nuZno biti ni
medusobno razliditi ni pozitivni.

Ako se kineticka ili potencijalna energija u odabranome generaliziranom
koordinatnom sustavu pojavi kao dijagonalna kvadratna forma, tada zbog
jednadzbi (1.8) i (1.10) karakteristi¢tna jednadzba poprima oblika:

detiC-Al=0, (2.7)
gdje je C matrica potencijalne energije, a I je jedini¢na matrica. U ovom sluaju
problem se svodi na uobiajen postupak trazenja svojstvenih vrijednosti za
matricu C.

U drugom slucaju kada dijagonaliziramo matricu potencijalne energije,
karakteristi¢na jednadzba glasi:

det‘K—%l’ -0 2.8)

3. EFEKT PRETAKANJA ENERGIJE

Slika 1.

Neka su dva matematicka njihala objesena kao na slici 2. Mase njihala neka budu
my =m, =m,aduljinenitil, =1, = 1. Promatrajmo njihanje tih dvaju njihala ako se
nalaze u polju gravitacijske sile g i ako su im mase povezane oprugom. Masu
opruge cemo radi jednostavnosti zanemariti, a duljina opruge u nepobudenom
stanju Jednakq Je razmaku izmedu objesista njihala. Uvedimo sustav genera-
liziranih koordinata q= (91 9,) tako da g, bude kut otklona njihala s masom m,, ag,
kut (;)(t)l)donz(x) d;lugi)a% n]ﬂ'l.gla. Il’(oloiaj je rlavnoteie u takvu generaliziranu sustavu g
= (0,0) = 0. a njisu oko tog polozaja. PrikaZimo kineticku i ij

energiju u tako] odabrajnom susta\;gu%oordi]natlz)a: i ipotenciaiy

Bl
-G (3.1)

1
U=—: +4; + g, ~q,)*) (32)
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gdje smo radi jednostavnosti uzeli da je m =
r n u jem=1,1=1,¢g=1,aizraz (g —g_ )*
formuli za potencijalnu energiju dolazi od elasti¢nih sgojstava opxgze(?é] bl

Uvedimo novi koordinatni sustay:

i

Q, —T (3.3)
g

Q1 = ﬁz (34)

Matrica transformadije sustava g u sustav ( ima oblik:

c= # (35)
Iz relacija (3.3) i (3.4) izratuna se:
= QI +Q2
q] == —\/i (36)
Q1 _Qz
=== 3.
IS 37)
U novom sustavu kineti¢ka i potendijalna energija sustava glase:
1(0,+0,).1(2-Q)) 175, ¢
7= ==l i RS (i) AR A 3.8
2[ = ]+2[ — ] (@i +03) (38)
U=2(Q}+0} +200})
odnosno uz oznake o, =1 i @, =~1+20:
(39

U =2(6}0; +0}23)

Iz dobivenih izraza za kineticku i potencija_l_nu energ?ju proiz_lazi da je
pomocu (3.6) i (3.7) definiran upravo sustav glavnih ili normalnih koordinata.
Razlikuju se dva svojstvena osciliranja:
a se njihala sinkrono otklanjaju na istu

e ie . = 4. Ob
1. Akoje Q, 0,ondajeq; =4; = 1 (slika 2.).

stranu i za isti kut. Svojstvena frekvencija je @;

2. UslucajudajeQ =0, vrijedig; = 4o
j imaj tan otklon. U ovom
Niihala osciliraju tako da u svakom trenutku imaju SUpro L
slucaju gvojstvena fr]ekvencija iznosi @, =v1+2a >1. Svojstvena se frekvencija
pojadava zbog elasti¢nih svojstava opruge (slika 3.).
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Slika 2. Slika 3.

Kad je koeficijent o << 1 dolazi dok zanimljivog efekta koji se naziva “efekt
pretakanja energije”. Neka u podetnom trenutku drugo njihalo miruje, a prvo neka
ima pocetnu brzinu 4, (0) =v, a pocetni poloZaji neka budu g; (0) = 01 g, (0). Rijedimo
sustav jednadzbi gibanja uz takve podetne uvjete i to u sustavu normalnih
koordinata. Najprije treba izraziti potetne uvjete u koordinatama Q. Prema (3.3) i
(3-4) izlazi:

= =0, 0 (=2 . O (el
Q,(0)=0,Q,(0)=0, Q. (0) o Q,(0) 7 (3-10)
Jednadzbe gibanja u sustavu normalnih koordinata izgledaju ovako:
?1 =20, =0, (3.11)
Q, =—(0:Q2 =(1+2a)Q, .

Opce rjesenje sustava glasi:

Q,=C, sinw,t+D, cos @,

_ (3.12)
Q, =C, SINw,t+D, cosw,t .
Ako se uvrste pocetni uvjeti (3.10), dobiju se koeficijenti:
D;1=0, D,=0 (3.13)
Er=dyece . Vot 3.14
H ok ®,/2 e
Tako smo dobili rjeSenje jednadzbi (3.11) uz poéetne uvjete (3.10):
Q, = Y sint
V2 (3.15)

i s
Q, =———gina g

o2
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__ Zbroje li se pa zatim oduzmu izrazi u (3.15), dobiju se jednadzbe gibanja
njihala u polaznom koordinatnom sustavu uz pocetne uvjete (3.10):

q =Y sint+
1.2 ®, sinw,

Vi[9 1
q, =—| sinf——
2 [ o, sin (oth
U slu¢aju da je o <<1 o, =+/1+20 ~1+ a. Tada moZemo izraz L smatrati
priblizno jednakim 1 pa imamo: o
1+ o, ¥ =(0), )3
cos
2
(1+m2)t sin(l —;Dz)t

(3.16)

2

q, z—;-(sint+ sino,t) =vsin

q, = %(sint—sinmzt) =V COS

Uz dodatnu oznaku:

izbog

izlazi:
q, =V cosetsin® (3.17).
q, ®-VCOS et cosa@

G . : e
enutku ¢ = 0, samo prvo njihalo ima pocetnu brzinu. P‘rva ]edna.

(3.17) ogi;ruje male oscilacije njihala s frekvencijom @ ~ lis iﬁ;da)t;gearﬁgggg'o:i
v coset. Druga jednadzba u (3.17) opisuje male oscﬂa:cqeﬂn] ; :u dz end j s
i rastuéom amplitudom vsinet. U trenutku T =7 =g aﬁ"s 1 akgn trgnutka 2
jednaka je 0, tj. u tom se trenutku giba samo drugo njL I?'txenutku Sl
amplituda sepriog nfhal povecas 0wtk zaustavil. Analogro bismo
Z;iifé%g ﬂ°££32’1d1dgéizc({ma 3T, 4’I}..:.Kao §tq smo vec hi;mlih,a tZ fes pol!;(v:
n-’:IZJ'JVa “efekt pretakanja energije”. Za ilustraciju te pojave, nas .i5.p

zani su grafovi funkcija (3.17).
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veosEt sinw't

Slika 4.
f
%
— /\ @’
\_/
—vcos w't sink
Slika 5.
Neka su sad mase njihala i duljine niti razli¢ite. U tom slu¢aju potencijalna i
kineticka energija imaju oblik:
1 : :
T =E(m1112‘712 +mzl:q; )
(3.18)
9 9 . a :
U=mlll ?1 +mzlz 7"‘5(‘71 =7
Matrice kineticke i potendijalne energije imaju oblik:
2
A =(”’1’ i) - J (3.19)
ORSS 1Y 5
B ml +a —o (3.20)
—Q m,l,

Treba nadi karakteristiénu jednadzbu:

detB—pa| [l o —Am,12 o
—a m,l, +a—kmzl§
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Razvojem determinante dobivamo:
mlmzllzl:?»2 —(mlm,l (, T K a(mllf +mzl: A+mm, L1, +afml +ml )=0
(3.21)

Zanix_rﬂjivo je promatrati kako se svojstvene vrijednostii frekvencije ponasaju
kad a —>01i o - o, tj. u sludaju kad je opruga koja spaja njihala jaka, odnosno
zanemarivo slaba.

Da bismo ispitali kako se sustav njihala ponasa kad o — oo, podijelimo
jednadzbu (3.21) s a. i trazimo limes kad a2 — oo ;

=mll1 +m,l,

® (3.22)

2 2
mll1 +mzl2

Znaci da jedna od svojstvenih frekvencija tezi u beskona¢nost, a druga teZi
prema svojstvenoj frekvendiji njihala s dvjema masama na istoj niti (slika 6.).

Slika 6.

U sludajukad o —> 0, sustav se ponasa kao dva slobodna matemati€ka njihala.
Ako se u (3.21) uvrsti a =0, dobije se:

mlmzlfl:}kz —mlllmzlz(l1 +lz)?y+mlmzlll2 =0

Gornju jednadzbu podijelimo s mymylil:
11N =+, A+1=0

odakle rjesavanjem dobijemo:
(3:23)

1 2

1 1
A =—_I)\’ =
L I8

Relacije (3.23) upravo su izrazi za frekvendju dva slobodna matematicka
njihala duljine niti ;1.
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Summary

CHARACTERISTIC OSCILLATIONS OF THE LINEARIZED SYSTEM OF
MATERIAL POINTS

The paper deals with the problem of searching characteristic valu inear i

pou'ztt.s with deg:rees of freedom and subject to‘ilastic forces. Such : zgg:et:nl I(Ze;gjtﬁ S%S::;l f}feﬁﬂj
gzto}o;hﬁ]}/l uz;r;;g' th;: u;zll_—k‘_nown theorem on the simultaneous diagonalization of two square forms,
g sz i :i?s 31 4 ij:llmle the paper aims at presenting how to reach a solution of the differential
G coordinate.; = Ag s e Zoztiwn' ofa system in an easier way by a simple introduction of the
i tosi/he 2 e::z in lo tucing themain coordinates, the system of differential equationsis
e o ofstzz; : ma;)}flessl :;Zfltnjnesz?dent second rank differential equations. At the end of
an example of the phenomenon know asp”the e:e’:lg;mdl:;crii: tlt?zna:ﬁ‘le;sf’w i e i



