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Kratka povijest redova
Franka Miriam Brückler∗

Sažetak

Uovom članku pratimo najznačajnije trenutke iz povijesti beskonač-
nih sumacija od začetaka razmišljanja o njima u antičkoj Grčkoj, preko
prvih eksplicitnih razmatranja u 14. i 15. stoljeću, postepenog nastanka
sustavne teorije u razdoblju od sredine 17. do sredine 18. stoljeća, pa
do konačne formalizacije 1820-ih godina.
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1 Uvod
U prošlom smo nastavku [6] naših crtica iz povijesti matematike saznali
kako je od kraja 17. stoljeća korištenje redova potencija postalo glavna teh-
nika u izračunavanju aproksimacija broja π, a spomenuli smo i neke ranije
pojave redova. U ovom ćemo nastavku opisati najznačajnije trenutke iz
povijesti redova, popularno nazivanih beskonačnim sumama—od ranih
ideja iz doba antičke Grčke do formalizacije potrebnih pojmova u 19. sto-
ljeću.
Prije izleta u povijest, podsjetimo naše čitateljstvo na sadašnjost, tj. kako

moderno definiramo redove i redove potencija (ograničavamo se na realne
slučajeve):

Definicija 1. Niz (an) = (an)n∈N0 realnih brojeva je funkcija a : N0 → R, pri
čemu je an = a(n). Niz je konvergentan ako postoji broj a = lim

n→+∞
an ∈ R takav

da za svaki ε > 0 postoji m ∈ N0 takav da za sve n > m vrijedi |an − a| < ε.

Red
+∞

∑
n=0

an je uređeni par ((an), (Sn)) niza (an) i pripadnog niza parcijalnih

suma (Sn), Sn = a0 + . . . + an. Red konvergira ako konvergira pripadni niz

parcijalnih suma i u tom slučaju je suma reda
+∞

∑
n=0

an = lim
n→+∞

Sn.

Red potencija je red generiran nizom oblika an = bn (x − c)n, za neku varijablu
x i konstantu c. Skup svih x za koje red potencija konvergira zove se njegovim
područjem konvergencije. Taylorov red beskonačno mnogo puta derivabilne funk-
cije f : I → R, gdje je I otvoren interval, oko c ∈ I je red potencija za koji je

bn =
f (n)(c)

n!
. Za slučaj c = 0, Taylorov red se naziva Maclaurinovim.

Podsjećamo i da općenito funkcije ne moraju biti jednake svojim Taylo-
rovim redovima. No, ako za niz ostataka Rn(x) = f (x) − Tn(x), gdje je
Tn(x) Taylorov polinom stupnja n (parcijalna suma Taylorovog reda), vri-
jedi lim

n→+∞
Rn(x) = 0 za x ∈ I, onda je f (x) jednak Taylorovom redu funk-

cije f za sve x ∈ I i kažemo da je f analitička.

Primjer 1. Neka je an =
1
2n , dakle (an) je geometrijski niz realnih brojeva s

kvocijentom 1
2 . Taj niz je konvergentan i vrijedi lim

n→+∞

1
2n = 0. Odgovarajući red

1 +
1
2
+

1
4
+ . . . =

+∞

∑
n=0

1
2n je konvergentan geometrijski red sa sumom 2. Red
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potencija
+∞

∑
n=0

xn

2n ima područje konvergencije I = ⟨−2, 2⟩ i on je Maclaurinov red

funkcije f : I → R, f (x) =
2

2 − x
. Pritom je f (x) =

+∞

∑
n=0

xn

2n za x ∈ I, tj. f je

analitička (na I).

2 Antički temelji teorije redova
Redovi i redovi potencija spadaju u granu matematike poznatu pod nazi-
vom infinitezimalni račun. Razmišljanja o infinitezimalnim veličinama, pa
stoga i korijeni ideje redova,mogu se naći u antičkoj Grčkoj. Štoviše, upravo
su redovi vezani uz prve ideje o infinitezimalima koje susrećemo kod Ze-
nona iz Eleje (oko 490.–430. pr. Kr.). Zenon je poznat po paradoksima
koje mu je pripisao Aristotel, a u dva od njih, paradoksu dihotomije i pa-
radoksu o Ahilu i kornjači, možemo uočiti razmišljanje o infinitezimalnim
veličinama i beskonačnim sumacijama. U paradoksu dihotomije Zenon ar-
gumentira da je kretanje nemoguće jer se svaku udaljenost prvo treba pri-
jeći do pola, a nakon toga pola ostatka itd.—ma koliko prijeđemo, uvijek će
ostati razlika do cilja. U paradoksu o Ahilu i kornjači, Ahil je puno brži od
kornjače, no dok Ahil dođe do prvotne pozicije kornjače, ona se pomakla,
dok Ahil dođe do te pozicije, kornjača je opet malo odmakla, itd.—prema
Zenonu, Ahil neće nikad stići kornjaču. Kao što vidimo iz moderne pers-
pektive, u oba paradoksa Zenona je mučila razlika između parcijalne sume
i ukupne sume konvergentnih redova, u paradoksu dihotomije geometrij-
skog reda

1
2
+

1
4
+

1
8
+ . . . +

1
2n + . . . ,

a u paradoksu o Ahilu i kornjači općenitijeg konvergentnog reda

a1 + a2 + a3 + . . . + an + . . . ,

gdje su svi an pozitivni i padaju prema nuli [3, 7, 13]. Dok danas mi koji
smo već „gotovi“ matematičari lako objasnimo u čemu je bio problem kod
Zenona, njegovi paradoksi i dalje mogu poslužiti kao izvrstan uvod u pro-
blematiku—kako bi ih naši učenici koji još nisu susreli ideju beskonačne
sume objasnili?
Kako smo vidjeli u jednom od prethodnih članaka ove serije, [5], staro-

grčkimatematičari, posebice Eudoks s Knida, su ubrzo nakon Zenona našli
načine kako se nositi s problemom limesa koji se pojavljuje u razmatranjima
infinitezimalnih veličina, bez da su pritom osmislili ekvivalent modernog
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pojma limesa. Ta metoda ekshaustije svoj vrhunac doživjela je kod Arhi-
meda iz Sirakuze (oko 287.–212. pr. Kr.). Već smo vidjeli kako je on isko-
ristio metodu ekshaustije za dobivanje rezultata vezanih za povijest broja
π [4, 6], a neki od njih su ekvivalentni modernoj integraciji koja je također
jedan oblik beskonačne sumacije. No, direktnije s povijesti redova vezan je
sljedeći Arhimedov rezultat iz njegova djela O kvadraturi parabole:

Teorem 2.1 (Kvadratura segmenta parabole). Površina segmenta parabole od-
ređenog tetivom AB jednaka je 4

3 površine trokuta kojemu je jedna stranica AB, a
treći vrh C je točka parabole u kojoj je tangenta paralelna s tetivom AB (slika 1).

Slika 1. Arhimedova kvadratura parabole.

Arhimedov dokaz, pojednostavljeno i modernizirano (u Arhimedovo
doba niti su bile poznate indoarapske brojke niti je postojala matematička
notacija izuzev slova za označavanje geometrijskih objekata), sastoji se u
sljedećem. Uklanjanjem trokuta△ABC dobiju se dva nova odsječka u koje
se analognomogu upisati trokuti△ACE i△BCD (slika 1). Arhimed je do-
kazao da je površina T trokuta ABC točno 4 puta veća od zbroja površina
△ACE i△BCD. No, postupak upisivanja trokuta u odsječke koji se nalaze
izvan u danom koraku iz početnog segmenta uklonjenih trokuta može se
nastaviti u beskonačnost, pri čemu u svakom koraku dobivamo dvostruki
broj novih trokuta u odnosu na prethodni, a za svaki prethodni trokut iz
njega nastala nova dva imaju točno po 4 puta manju površinu. Stoga se u
svakom koraku uklanjanjem trokuta površina preostalih segmenata sma-
njuje točno po 4 puta. Eudoksova lema o ekshausitiji (vidi [5]) povlači da
će ostatak površine segmenta nakon uklanjanja dovoljno mnogo trokuta
postati proizvoljno malen. Prema jednoj propoziciji iz Euklidovih Eleme-
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nata1 slijedi

T +
1
4

T +
1

16
T + . . . +

1
4n T = T ·

1
4n+1 − 1

1
4 − 1

=
4
3

T ·
(

1 − 1
4n+1

)
.

Naposljetku opet po Eudoksovoj lemi o ekshaustiji zaključujemo da 1
4n+1

postaje proizvoljno mali s porastom n. Stoga je površina segmenta para-
bole 4

3 T [3, 7, 14, 22]. Kako vidimo, Arhimed je ovdje po prvi put u povi-
jesti eksplicitno izračunao sumu jednog (geometrijskog) reda, kojeg danas
zapisujemo kao:

∞

∑
n=0

(
1
4

)n
=

4
3

.

Ipak, iako izmoderne perspektive lako uZenonovim razmišljanjima i Arhi-
medovim rezultatima uočavamo (konvergentne) redove, važno je istaknuti
da ne možemo reći da su antički Grci stvarno razmatrali redove. Kao prvo,
antičko grčko shvaćanje brojeva bilo je preograničeno (za njih su brojevi bili
samo prirodni brojevi) da bi računski pristupili ovakvim razmatranjima,
što se vidi i primjerice iz prethodne fusnote s originalnom formulacijom
jedne Euklidove propozicije o nizovima koje danas nazivamo geometrij-
skim. Dodatno, starogrčko shvaćanje beskonačnosti je bilo preograničeno
da bi se stvarno moglo govoriti o ideji beskonačnih suma. Primjerice, Euk-
lid svoj znameniti teorem o prostim brojevima, kojeg danas iskazujemo kao
„Postoji beskonačno mnogo prostih brojeva“, iskazuje u formulaciji „Pros-
tih brojeva ima više od bilo koje određene množine prostih brojeva“. Naj-
bolje se problem antičkog shvaćanja beskonačnosti vidi kod Aristotela, koji
je tvrdio da veličine ne mogu biti stvarno beskonačne, nego samo potenci-
jalno kroz uzastopno dijeljenje [23].

3 Prve eksplicitne pojave beskonačnih sumacija
Kroz mnogo stoljeća nakon Arhimeda nije bilo novih rezultata na našu
temu—tek oko 1600–1650 godina kasnije jedan Francuz i jedan Indijac po
prvi put u povijesti će privući pozornost na redove kao takve. Dok im
je oboma nedostajalo Arhimedove preciznosti, velika im je zasluga što su
prvi, koliko je danas poznato, razmatrali beskonačne sume same po sebi,
a ne kao „potencijalno“ beskonačne. Bili su to francuski biskup i filozof
1Propozicija 35 u IX. knjizi: Ako se bilo koji broj brojeva nalazi u produljenoj proporciji, onda
se razlika drugog i prvog broja prema prvom odnosi kao razlika zadnjeg i prvog prema
zbroju svih osim zadnjeg. Iskazano na moderan način: Ako je (an)n∈N geometrijski niz,
onda je (a2 − a1) : a1 = (an+1 − a1) : (a1 + a2 + . . . + an).
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Nicolas (Nicole) (d’)Oresme (1325.–1382.) te indijski matematičar i as-
tronom Madhava (oko 1350.–1425.).
Oresme je uz znamenitijeg Leonarda iz Pise (Fibonaccija) bio najznačaj-

niji europski srednjevjekovni matematičar. Najvažniji mu je doprinos ra-
zvoj ideja koje su tristotinjak godina kasnije rezultirale utemeljenjem ana-
litičke geometrije, a kasnije i ideje funkcije i njenog grafa. Takvim pris-
tupom dokazao je i znameniti Mertonski teorem, nazvan po oxfordskom
Merton College, čiji znanstvenici su ga izrekli 1330-ih godina: Za gibanja
s konstantnom akceleracijom, prijeđeni put jednak je kao za gibanje kons-
tantnom brzinom ako je to ona u srednjem trenutku prvospomenutog gi-
banja [3, 7]. Upravo su mertonski intelektualci iz Oxforda bili prvi koji su
potaknuli raspravu o beskonačnim sumama, a jedan od njih, Richard Su-
iseth je oko 1350. objavio prvi dokaz konvergencije nekog negeometrijskog
reda. Radilo se o redu

1
2
+

2
4
+

3
8
+

4
16

+
5
32

+ . . . =
+∞

∑
n=1

n
2n ,

čija suma je 2. Suisethov argument je potpuno verbalan i vrlo kompliciran,
no Oresme je ubrzo dao elegantniji, grafički dokaz [23].

1
2

1
4

1
8

1
16

Slika 2. Oresmeov grafički dokaz da je 1
2 + 1

4 + 1
8 + . . . = 1.

U tu svrhu, Oresme je prvo rastavio jedinični kvadrat (slika 2) na pruge
širina 1

2n kako bi pokazao da je
+∞

∑
n=1

1
2n = 1.

Uočimo i da je ovo prva eksplicitna pojava konvergentnog geometrijskog
reda u povijesti. Sad Oresme razmišlja kako grafički rasporediti članove
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Suisethovog reda, de facto prerasporedivši članove tog reda kao
1
2
+

2
4
+

3
8
+

4
16

+
5

32
+ . . . =

(
1
2
+

1
4
+

1
8
+

1
16

+
1

32
+ . . .

)
+

+

(
1
4
+

1
8
+

1
16

+
1

32
+ . . .

)
+

(
1
8
+

1
16

+
1
32

+ . . .
)
+

(
1

16
+

1
32

+ . . .
)
+ . . .

(slika 3) i tako zaključuje da je suma jednaka 2 jer se kvadrat sa slike 2
u dijagramu 3 dvaput pojavljuje preraspoređen (i druga kopija dodatno
rastavljena). Koristeći sličan pristup Oresme je odredio i još neke sume
konvergentnih redova [23].

Slika 3. Ilustracija dokaza da je ∑n
n
2n = 2 (ukupna širina lika te visina

svakog reda je 1).

Lako bi sad bilo pomisliti, kako tadašnjim intelektualcima tako i našim
današnjim učenicima, da beskonačne sume imaju konačnu vrijednost kad
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god im članovi postaju neograničeno mali, tj. pomisliti da iz limn an = 0
slijedi da je ∑ an konačna. Velik je doprinos d’Oresmea da je pokazao da
to nije točno. Klasični primjer kojeg koristimo u uobičajenoj nastavi na ovu
temu, harmonijski red2 ∑ 1

n , je upravo primjer kojeg je otkrio i za njega do-
kazao divergenciju d’Oresme [1, 3]. Oresme je u Questiones Super Geome-
triam Euclidis (Questions on Euclid’s Geometry) (oko 1350.) to dokazao u biti
na isti način kako to danas dokazujemo. Prvo je pokazao da je 1

3 + 1
4 > 1

zbog čega je

1 +
1
2
+

1
3
+ . . . +

1
n
+ . . . > 1 +

1
2
+

1
2
+

1
5
+ . . . ,

zatim je pokazao da je 1
5 + 1

6 + 1
7 + 1

8 > 1
2 zbog čega je

1 +
1
2
+

1
3
+ . . . +

1
n
+ . . . > 1 +

1
2
+

1
2
+

1
2
+

1
9
+ . . . ,

pa dalje zbog 1
9 + . . . + 1

16 > 1
2 imamo

1 +
1
2
+

1
3
+ . . . +

1
n
+ . . . > 1 +

1
2
+

1
2
+

1
2
+

1
2
+

1
17

+ . . . ,

itd. Stoga zaključuje da je ukupna suma veća od beskonačnog zbroja po-
lovina, što očito nije konačno [23]. Oresmeove rezultate je proširio i dobio
procjene suma nekih novih redova portugalski matematičar Alvaro Tho-
maz u svomdjelu Liber de triplici motu proportionibus annexis magistri (1509.)
[14].
Na skroz drugom „kraju“ svijeta, u Indiji, samo par desetljeća kasnije

Madhava, preciznije Madhava iz Sangamagrame, prvi u povijesti je pak
razmatrao ono što danas nazivamo redovima potencija. Madhava je bio
predstavnik, vjerojatno utemeljitelj, važne indijskematematičko-astronom-
ske škole iz Kerale koja je dala mnoge doprinose znanosti u razdoblju 14.–
16. st. Nijedno Madhavino matematičko djelo nije sačuvano, ali se u dru-
gim djelima te škole mnogi važni rezultati pripisuju njemu. Svi rezultati su
zapisani u obliku stihova, a matematičari ove škole tako su među ostalim
zapisali razne redove potencija i redove čije parcijalne sume aproksimiraju
π. Konkretno Madhavi su u kasnijim djelima te škole pripisani Maclauri-
novi redovi za arkus-tangens, sinus i kosinus (više od 250 godina prije nego
se ti razvoji prvi put u Europi pojavljuju kod Newtona i Gregoryja):

θ = tg θ − tg3θ

3
+

tg5θ

5
− tg7θ

7
+ . . . ,

2Naziv harmonijski red potječe iz 18. st. [23].
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sin θ = θ − θ3

3!
+

θ5

5!
− θ7

7!
+ . . . ,

cos θ = 1 − θ2

2!
+

θ4

4!
− θ6

6!
+ . . . .

Nadalje, Madhavi se pripisuje da je uzevši θ = π
6 iz prvog od gornja tri

reda dobio prvi prikaz π pomoću reda u povijesti:

π

2
√

3
= 1 − 1

3 · 3
+

1
5 · 32 − 1

7 · 33 + . . . .

Naravno, ne treba pomisliti da je Madhava ili tko od njegovih učenika pre-
cizno dokazao konvergenciju navedenih redova, no svejedno se sa sigur-
nošću može reći da teorija redova potencija kronološki započinje s Madha-
vinom školom oko 1400. godine [19].

4 Utemeljenje teorije redova i redova potencija
Kao i za mnogemoderne matematičke grane i discipline, tako je i za teoriju
redova i redova potencija 17. stoljeće bilo prijelomno. Kao što i za derivi-
ranje i integriranje često nalazimo navode da su ih prvi otkrili Newton i
Leibniz, slično vrijedi i za redove i redove potencija, no u oba slučaja takva
tvrdnja je prepovršna, ne samo zbog prethodnika u dalekoj povijesti, nego
i zbog matematičara koji su svojim idejama u 17. stoljeću doprinijeli formi-
ranje Newtonovog i Leibnizovog infinitezimalnog računa.
U prvoj polovici 17. stoljeća redovi se ponovno pojavljuju kod nekolicine

matematičara koji su pokušavali izračunati razne površine zakrivljenih li-
kova. Talijanski matematičar Bonaventura Cavalieri (1598.–1647.) svojom
je metodom nedjeljivih veličina (čiji dio se danas, u drugačijoj formulaciji
od izvorne, nazivaCavalierijevimprincipom) bio važan prethodnik otkrića
integriranja [3, 7]. U toj je metodi Cavalieri geometrijskim tehnikama odre-
đivao omjere tražene površine prema nekoj lako izračunljivoj, pri čemu je
površine zamišljao kao sastavljene od beskonačno mnogo paralelnih du-
žina (ali ih je u računima tretirao kao pravokutnike širine 1) te je tako do-
bivao razne beskonačne sume, tj. redove, koje je u osnovi gledao (bez da
je imao ekvivalent tih pojmova i bez formalnog dokaza opravdanosti pos-
tupka) kao limese parcijalnih suma [14]. Njegov student Pietro Mengoli
(1625.–1686.) je pak 1650. objavio dugo vremena zanemareno djelo u ko-
jem je među inim dokazao divergenciju harmonijskog reda (na sličan na-
čin, tj. prikladnim grupiranjem članova, kao d’Oresme, ali prilično sigurno
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bez da je za njega znao) te uspješno izračunao sumu reda recipročnih tro-
kutastih brojeva [14, 18]:3

1
1
+

1
3
+

1
6
+

1
10

+
1

15
+ . . . +

2
n (n + 1)

+ . . . = 2.

U isto doba belgijski matematičar Gregory St. Vincent (1584.–1667.) je u
svomdjelu iz 1647. prvi put, koliko je poznato, razjasnio Zenonov paradoks
o Ahilu i kornjači te prvi govorio o graničnoj vrijednosti reda i „iscrpljenju“
ostatka (a ne više kao kod Euklida o tome da ostatak postaje manji od naj-
manje razmatrane veličine). St. Vincent je dobio i sumu geometrijskog reda
s kvocijentom − 1

2 [14, 18, 16]:

1 − 1
2
+

1
4
− 1

8
+

1
16

− 1
32

+ . . . =
2
3

.

Uz još neke matematičare koji su u doba neposredno prije Newtonovog i
Leibnizovogutemeljenja infinitezimalnog računa razmatrali redove vezano
za problem izračuna površine, primjerice J. Wallis i W. Brouncker [14, 18],
prije Newtona i Leibniza svakako moramo spomenuti još dvojicu, koji će
prvi u Europu uvesti redove potencija (ne znajući za ranije rezultate Mad-
havine škole).
Škotski matematičar James Gregory (1638.–1675.) godine 1667. prvi

put u povijesti koristi izraz konvergentan, govoreći o konvergentnom nizu
mnogokuta upisanih u kružnicu, a najkasnije 1668. je otkrio (prve članove)
redova potencija za sinus, kosinus i arkustangens4 [14, 16, 18]. Ipak, većina
autora će kao utemeljitelja teorije redova potencija navesti njemačkog ma-
tematičara Nicolausa Mercatora (Niklaus Kauffman, 1620.–1687.), pose-
bice zbog navoda u uvodu Newtonove The method of fluxions and infinite se-
ries with its application to the geometry of curve-lines (1671., objavljeno 1736.):
„Budući da postoji velika sličnost između operacija s vrstama5 i operacija
s običnim brojevima, niti se čini da se one razlikuju osim u znakovima ko-
jima se reprezentiraju, prvi bivajući opći i neodređeni, a drugi određeni i
partikularni: Ne mogu nego čuditi se da nitko nije prilagodio nedavno ot-
krivenu doktrinu o decimalnim razlomcima6 na sličan način za vrste (osim
ako ćete izuzeti Kvadraturu hiperbole od gosp. Nicolausa Mercatora) . . . “
[7, 17]. Mercator je naime 1668. objavio tekst Logarithmotechnia u kojem za
određivanje površine ispod istostrane hiperbole (preciznije, onog što danas
3Trokutasti brojevi su prirodni brojevi koji su oblika 1 + 2 + . . . + n = 1

2 n (n + 1).
4Maclaurinov red za arkustangens se danas naziva Gregory-Mādhavin redom.
5Varijablama.
6Decimalni razlomci u Europu su uvedeni tek potkraj renesanse (S. Stevin, 1585.).
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označavamo s
∫ x

0

dt
1 + t

) koristi, riječima opisan, Mercatorov red

ln(1 + x) = x − x2

2
+

x3

3
− x4

4
+ . . .

kojeg je dobio (u biti integriranjem član po član) iz geometrijskog reda
1

1+t = 1 − t + t2 − t3 + . . .. Pritom je Mercator naveo i da bi se gornju
sumu moglo zvati „prirodnim“ logaritmom od 1 + t [3, 7, 16, 18, 21].7
Sam sir Isaac Newton (1643.–1727.) je već 1664. razmatrao redove te je

1665. otkrio binomni red, kojeg danas zapisujemo u obliku

(1 + x)α =
+∞

∑
n=0

α (α − 1) . . . (α − n + 1)
n!

xn, |x| < 1.

Newton ga je opisao u jednom pismu H. Oldenburgu 1676., koristeći za
suvremenog čitatelja neobičnu notaciju:

(P+P Q)m/n =Pm/n +
m
n

A Q+
m − n

2n
B Q+

m − 2n
3n

C Q+
m − 3n

4n
D Q+ . . .

u kojoj A, B, C, D, . . .predstavljaju uvijek redom neposredno prethodeći
član: A = Pm/n, B = m

n AQ = m
n Pm/nQ, . . . . Newton je otkrio i druge

redove potencija, primjerice za sinus i kosinus, a redove potencija je inten-
zivno koristio u svojoj metodi fluksija (Newtonovoj varijanti infinitezimal-
nog računa), posebice za ono što danas zovemo integriranjem: Newton
je mnoge integrale izračunao integriranjem član po član odgovarajućih re-
dova potencija, pri čemu nije obraćao pozornost na područje konvergencije
[3, 7, 17, 18, 21].
Dobro je poznato da je neovisno o Newtonu infinitezimalni račun ute-

meljio i njemački filozof i matematičarGottfriedWilhelm Leibniz (1646.–
1716.), kojeg je prigodom posjeta Parizu 1672. za matematiku zainteresirao
C. Huygens. Huygens mu je tijekom jednog susreta zadao zadatak suma-
cije recipročnih trokutastih brojeva, a Leibniz je uočio da su svi sumandi
oblika 2

n(n+1) = 2
n − 2

n+1 pa su parcijalne sume tog reda jednake 2 − 1
n+1 ,

odnosno suma reda je 2. Godinu kasnije, 1673., je otkrio i Leibnizov red
π
4 = 1 − 1

3 + 1
5 − 1

7 + . . . (kojeg je već bar dvije godine ranije znao J. Gre-
gory), a taj red je skupa s također po njemu nazvanom kriteriju konvergen-
cije alternirajućeg reda objavio 1682. Time je Leibniz prva osoba u povijesti
koja je iskazala neki kriterij konvergencije [3, 8, 18].
7U to doba logaritmi se još nisu gledali kao inverzne funkcije eksponencijalnih funkcija,
tj. kao funkcije definirane putem baze, tako da ne možemo još govoriti o tome da je Mer-
cator razmatrao logaritam s bazom e. Štoviše, u Mercatorovo doba još ne postoji ni pojam
funkcija.
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Vidimo dakle da je krajem 17. stoljeća postojao već niz pojedinačnih re-
zultata o redovima i redovima potencija, da se donekle počelo i razmatrati
pitanje i uvjeti konvergencije, no taj skup rezultata još nije bio nimalo sus-
tavan. Sređivanje i generaliziranje opisanih rezultata dogodilo se tijekom
prve polovice 18. stoljeća. Pritom, ne treba pomisliti da su svi matema-
tičari bezrezervno prihvatili beskonačne sumacije kao nešto jasno. Kon-
kretno, posebno je poznat paradoks kojeg je otkrio talijanski matematičar
Guido Grandi (1671.–1742.) 1703. godine. Grandi je naime razmatrao pi-
tanje sume reda

1 − 1 + 1 − 1 + 1 − 1 + . . .

(tzv. Grandijev red). Uočio je da ta suma može „istovremeno“ biti i 0 i 1:
(1 − 1) + (1 − 1) + (1 − 1) + . . . = 0 + 0 + 0 + . . . = 0,

1 − (1 − 1)− (1 − 1)− (1 − 1)− . . . = 1 − 0 − 0 − 0 − . . . = 1.

Grandi je, kao i neki drugi matematičari 18. stoljeća, zaključio da je suma
Grandijevog reda 1

2 . Pritom je Grandi nepravilno koristio geometrijski red
s kvocijentom −1 kao konvergentan, dok je primjerice Leibniz sumu 1

2 ar-
gumentirao, kako sam kaže pomalometafizički, na temelju „jednake vjero-
jatnosti“ da je suma 0 ili 1, ovisno o tom stanemo li pri zbrajanju na parnom
ili neparnom članu [1].
Dok su braća Johann i Jacob Bernoulli bili Leibnizovi prijatelji i zaslužni

za širenje njegove varijante infinitezimalnog računa kontinentalnom Euro-
pom, Newtonovu varijantu na britanskom su otočju nastavili Brook Taylor i
ColinMaclaurin. Sva četvorica spomenutih su dobili i rezultate o redovima
odnosno redovima potencija.
Taylor i Maclaurin bili su prvi koji su redovima potencija pristupili sus-

tavno i stoga danas i govorimo o Taylorovim odnosno Maclaurinovim re-
dovima. Engleski matematičar Brook Taylor (1685.–1731.), kako smo vi-
djeli, nije prvi koji je razmatrao ono što danas nazivamo Taylorovim redo-
vima. No, on je 1715. objavio utjecajan tekstMethodus incrementorum directa
et inversa, u kojem je iskazao opći oblik razvoja dane funkcije u red poten-
cija oko proizvoljne točke. Taj je oblik izveo kao granični slučaj Newton-
Gregoryjeve interpolacijske formule8 kad „prirast nestaje“. Škotski mate-
matičar Colin Maclaurin (1698.–1746.) je pak 1742. objavio vrlo utjecajnu
knjigu Treatise of fluxions, koja je prvi sustavni prikaz Newtonovog računa
fluksija, a u njoj za određivanje ekstrema i točaka infleksije koristi razvoje
funkcija u redove potencija oko 0. Ovim dvama britanskim matematiča-
rima u čast po nekih sedamdesetak godina kasnije opisani redovi nazvani
su Taylorovim odnosno Maclaurinovim [3, 7, 16].
8Formulu su otkrili, nezavisno jedan od drugoga, Gregory i Newton oko 1670.
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S druge strane, braća Bernoulli, prva dva člana znamenite švicarske ma-
tematičke obitelji Bernoulli o kojoj ćemo više reći u sljedećem nastavku,
su se i sami bavili redovima. Pokušali su (bezuspješno) riješiti problem
sumacije reda recipročnih kvadratnih brojeva kojeg je 1644. zadao talijan-
ski matematičar Pietro Mengoli (1626.–1686.) (zadatak je objavio 1650.).
Nekoliko pokušaja određivanja te sume, uključivo Mengolijevog i Walli-
sovog, pokazali su se bezuspješni— red

+∞

∑
n=1

1
n2 konvergira izrazito sporo.9

Problem je postao šire poznat kad ga je 1689. u svom Tractatus de seriebus
infinitis (Traktatu o beskonačnim redovima) opisao (čini se ne znajući za
Mengolija) Jacob Bernoulli (1655.–1705.). Budući da je tekst objavljen u
Baselu, rodnom gradu braće Bernoulli, zadatak određivanja zbroja

+∞

∑
n=1

1
n2

postao je poznat kao Baselski problem. Jacob je u navedenom tekstu us-
pio, usporedbom s (prepolovljenim) redom recipročnih trokutastih bro-
jeva, dokazati da je

+∞

∑
n=1

1
n2 < 2, što implicira konvergenciju, no ništa više

od prethodnika nije se približio točnoj vrijednosti sume. U istom djelu se
među raznim drugim rezultatima o redovima nalazi i novi, precizan do-
kaz divergencije harmonijskog reda, kojeg Jacob pripisuje bratu Johannu,
[2, 7, 12, 9, 24].
Johann Bernoulli bio je dobar prijatelj znamenitog švicarskog matemati-

čara Leonharda Eulera (1707.–1783.) i upravo on je Euleru skrenuo pozor-
nost na Baselski problem. Nakon što je ubrzo transformacijom u brže ko-
nvergentan red dobio aproksimaciju rješenja točno na 6 decimala, 1735. je
otkrio i točno rješenje:

1 +
1
4
+

1
9
+

1
16

+
1
25

+ . . . +
1
n2 + . . . =

π2

6
.

Iako je kasnije dao preciznije dokaze ove jednakosti, povijesno i idejno je
posebno zanimljivo kako je Euler uopće došao do nje. Euler je krenuo od
razvoja funkcije sinus u red potencija, sin x = x − x3

3! +
x5

5! −
x7

7! + . . ., koji
podijeljen s x poprima oblik

sin x
x

= 1 − x2

3!
+

x4

5!
− x6

7!
+ . . . .

što je interpretirao kao polinom beskonačnog stupnja. Budući da se poli-
9Toliko sporo da za izračunavanje sume na točnost od 6 decimala treba parcijalna suma od
bar milijun članova [24].
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nom stupnja n i slobodnim članom1može faktorizirati kao10
(

1 − x
c1

)
· . . . ·(

1 − x
cn

)
(gdje su c1, . . . , cn nultočke polinoma), pri čemu je koeficijent uz

x suprotna vrijednost zbroja svih recipročnih vrijednosti svih nultočaka,
Euler je pretpostavio da to vrijedi i za gornji red. Budući da su nultočke
funkcije sinus podijeljene s x brojevi ±π, ±2π, . . . , Euler je izjednačio

1 − x2

3!
+

x4

5!
− x6

7!
+ . . .

=
(

1 − x
π

)
·
(

1 +
x
π

)
·
(

1 − x
2π

)
·
(

1 +
x

2π

)
· . . .

=

(
1 − x2

π2

)
·
(

1 − x2

4π2

)
· . . .

Usporedivši koeficijente uz x2 lijevo i desno, pri čemu je za desnu stranu
pretpostavio da vrijedi tvrdnja kao i za prave polinome, dobio je

− 1
3!

= − 1
π2 − 1

4π2 − 1
9π2 − . . . ,

iz čega množenjem s π2 dobivamo da je suma reda u Baselskom problemu
jednaka π2

6 . Kao što smo rekli, Euler je kasnije svoje tvrdnje dokazao i pre-
ciznije. No, daleko od toga da je jedini doprinos Eulera našoj temi bilo rje-
šenje ovog problema. On je osmislio nove metode sumacije, generalizirao
mnoge prethodne rezultate, razmatrao i divergentne redove, izveo redove
potencija za eksponencijalne funkcije11 i povezao ih s trigonometrijskim te
tako dobio Eulerovu formulu cos t + i sin t = exp(i t), . . . Štoviše, upravo
je Euler iz mnoštva pojedinačnih rezultata izveo sustavnu teoriju redova i
redova potencija te možemo reći da je počevši od sredine 18. stoljeća ona
postala zasebna teorija unutar matematičke analize [2, 3, 7, 12, 15, 24].

10Napominjemoda uEulerovo doba osnovni teorem algebre još nije bio dokazan, ali su većina
matematičara bili uvjereni u njegovu točnost, s tim da se razmatralamogućnost da rješenja
eventualno budu u nekom većem skupu od skupa kompleksnih brojeva. Sam Euler je
dokazao osnovni teorem algebre za polinome s realnim koeficijentima stupnja najviše 6.

11U djelu Introductio in analysin infinitorum (1748.). Euler je ujedno prvi matematičar koji
je logaritamske funkcije sustavno gledao kao inverze eksponencijalnih, tj. logaritme kao
funkcije definirane putem baze, a i jedan od prvih koji uopće razmatra ideju funkcije kao
takve. Iako nije precizno definirao funkcije, stavio ih je u fokus istraživanja iz matema-
tičke analize i tako ovim djelom iz 1748. u biti odvojio matematičku analizu kao zasebnu
matematičku disciplinu koja se bavi funkcijama.
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5 Formalizacija teorije redova i redova potencija
Iako smo ovaj članak mogli završiti i s Eulerom, ipak to ne bi bilo „mate-
matički korektno“. Naime, čak i kod velikog Eulera bilo je mnogih nesavr-
šenosti i nepreciznosti, osobito po pitanju konvergencije i divergencije re-
dova. Specijalno, nerijetko se konvergenciju reda poistovjećivalo s konver-
gencijom njegovih članova prema 0 pa je (usp. harmonijski red) neki red
mogao biti istovremeno konvergentan i divergentan. Bilo je potrebno još
malo više od pola stoljeća da se svi potrebni pojmovi preciziraju. Među naj-
poznatijim matematičarima koji su upozorili na probleme u teoriji redova
bio je Jean le Rond d’Alembert, koji je 1768. po prvi put jasno i otvoreno
izrazio sumnju u korištenje divergentnih redova.12 Upravo d’Alemberta je
malo kasnije istaknuo Joseph-Louis Lagrange kao iznimku od površnosti
ostalih njihovih suvremenika. Sam Lagrange je pak i sam istraživao redove
i, počinivši grešku pretpostavivši da je svaka funkcija analitička, pokušao
iskoristiti Taylorove redove za definiciju derivacije [3, 10, 14].
Prvo objavljeno djelo u kojem se pitanje konvergencije reda detaljno is-

tražuje je članak znamenitog C. F. Gaußa (1777.–1855.) o hipergeometrij-
skim redovima iz 1812, no taj članak zbog neobičnog pristupa i iznimne
preciznosti nije odmah privukao pozornost. Stoga se kao osobu i godinu
koji su konačno razriješili navedenu problematiku uzima veliki francuski
matematičar Augustin-Louis Cauchy (1789.–1857.) sa svojom skriptom
Cours d’Analyse iz 1821. Tu jasno kaže da se sve redove čije se (parcijalne)
sume ne približavaju određenom limesu treba zvati divergentnim, inzistira
na preciznim testovima konvergencije, dokazuje da umnožak dva konver-
gentna reda nemora biti konvergentan, . . .Godinu ranije je otkrio i grešku u
spomenutom Lagrangeovom primjeru, našavši primjer funkcije koja je be-
skonačno mnogo puta derivabilna u 0 (dakle, posjeduje Maclaurinov red),
ali mu nije jednaka nigdje osim samo u 0.13 Nekolicinu grešaka, previda i
nesavršenosti u Cauchyjevim razmišljanjima ispravio je N. H. Abel 1826. te
možemo reći da je doprinosima Cauchyja i Abela 1820-ih godina teorija
redova i redova potencija konačno poprimila moderni smisao i preciznost
[10, 14, 20].

6 Zaključak
Danas su redovi i redovi potencija standardni dio gradiva više matematike
i uče se ne samo na studijima matematike, nego i raznih prirodnih i tehnič-
12D’Alembertov kriterij konvergencije ne pojavljuje se kod njega eksplicitno niti u formi sličnoj

modernoj.
13To je funkcija definirana po dijelovima s f (0) = 0, f (x) = exp(−1/x2) za x ̸= 0.
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kih, pa čak i poneke druge znanosti zbog širine njihovih primjena. To na-
ravno ne znači damoderne učenike i studente ništa oko redova ne zbunjuje
jer o njima uče u sređenom, preciznom obliku. Razmatranje povijesnog ra-
zvojamože ovdje, kao i za većinu drugihmatematičkih tema, nastavnicima
matematike olakšati razumijevanje teškoća u shvaćanju s kojim se učenici i
studenti susreću (usp. [1]). Uostalom, zna li i svatko od nas bez pozivanja
na svoj ili udžbenički autoritet objasniti probleme, primjerice, sa Zenono-
vim paradoksom i Grandijevim redom ili pak zašto su moderne definicije
redova i njihove konvergencije takve kakve jesu? Ovim Vas pitanjem poz-
dravljam do sljedećih crtica iz povijesti matematike, u kojem ćemo pričati
o najznamenitijoj matematičkoj „dinastiji“ Bernoullija.
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