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MARKOVLJEVI PROCESI U FUNKCIJI
PLANIRANJA LUCKIH PREKRCAJNIH
SREDSTAVA

U radu je prikazana primjena Markovljevih procesa u planiranju optimalne strukture luckih
prekreajnih sredstava. S obzirom na vijek trajanja prekrcajnih sredstava, u odredenom trenutku
potrebno je donijeti odluku o nabavci novih prekrcajnih sredstava. Svaka nabavka ovisi o
promijenjenim wvjetima rada sredstava tijekom prethodnog razdoblja, Sto utjece na prijelaz s jednog
tipa prekrcajnog sredstva na drugi, odnosno na promjenu strukture luckih prekrcajnih sredstava. U
procesu nabavke stanja se mijenjaju na slucajan nacin u diskretnim vremenskim razmacima jer su
udjeli potraznie za odredenim tipom luckih prekrcajnih sredstoa stohasticki. Stoga se brojurstai tipova
sredstava koji znace optimalnu strukturu moze odrediti Markovljevim modelom. Prikazani je model
primjenjiv 1 u slucajevima promjene sadrZaja promatranog problema, primjerice, uvodenja novih
tipova i/ili eliminiranja postojecih luckih prekrcajnih sredstava, a preporucuje se pri kratkorocnom 1
srednjorocnom planiranju.

Kljucne rijeci: stohasticki procesi, Markovljevi procesi, lucka prekrcajna sredstva, kratkorocna
prognoza

1. UVOD

P Proutavanju ponaganja realnog sustava, osobito prometnih sustava, Je;llankog
glay nih problema koje treba rijesiti jest postavljanje odgovarajuceg modela f’lg
“Risuje ponasanje sustava. Bududi da se takvi sustavi najcesce sto.hastlcﬁ

Ponagajy, procesi u tim promatranim sustavima podlijeiu zakonima vjerojatnost.

U teoriji stohasti¢kih (sluajnih) procesa Kkonaénim momentom drugog

reda definiras s : ia vrijednost i varijanca te
efiniraju se stohasticki proces, njegova srednj2 ]eijatog procesa, te st,

autokorelaciiska i i i Javna obilj
jska i cross-korelacijska funkcija kao glavna 9%
" odredene kriterije, prikazarge pojedine] vrste stohastickih procesz &k procesa
koii Od posebna je znacenjau praksi jedna vastd diSkremlh'Sto‘hilsnci odnosno
ilkse nazivaju Markovljevim procesima, t€ Markovljevi 1

tkovljevi modeli s diskretnim parametrom vremend. ito Markovljevih

P S obzirom na definiciju Markovljevih lanaca, k.ao l.oft’:ggtli da se sustav u
®82, specifitno je da vjerojatnosti prijelaza, {- vjeroja
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. nade u stanju x;pod uvjetom daje u trenutlvcu t; sustav bio u stanjy 5.
gsira\;ﬁueg;é);ﬁjenjene ﬁ]jekcfn proma}tranjg sustava, o cemu treba Vod:iﬁ l‘a%un;
pri sastavljanju modela. Takoder je vazna duljina vremenskog intervaly
promatranja sustava i prognoziranja njegova ponasanja nakon Prestanka
promatranja: dobro je da razdoblje promatranja bude Sto krace, a podag 0 sustayyy
$to precizniji. Zbog stohastitkog ponasanja sustava u duljem razdoblju smanjuje
se pouzdanost dobivenih rezultata. Zbog toga se mo.d.ehran]e pojava pomoty
Markovljevih procesa preporucuje pri kratkorocnom ili eventualno srednjorog.
nom planiranju, a nikako za dugorono planiranje. .

Uradu je prikazana primjena vremens_ki homogenog Markovljeva lanca pri
odredivanju strukture lu¢kih prekrcajnih sredstava koja se nabavlj aju u
odredenom trenutku ovisno o vijeku trajanja sredstva te mogucnosti primjene
modelai u sluéajevima promjene sadrZaja problema nabavke, primjerice uvodenja
novih ¥/ili eliminiranja postoje¢ih lu¢kih prekrcajnih sredstava.

2.POJAM 1 VRSTE STOHASTICKIH PROCESA

Definicija stohastickog procesa

Za mnoge se pojave, pa tako i ekonomske procese i sustave u kojima se javlja
nepredvidljivost i promjenljivost, kaze da su stohasticke ili slu¢ajne jer parametri
koji ih karakteriziraju mogu biti slu¢ajnog karaktera.

Stohasticki proces familija je slucajnih varijabli X(t) ovisnih o realnom
parametru{, tel gdje je ¢ vrijeme iz skupa T koji moZe biti diskretan ili kontinuiran,
prebrojiv ili beskonacan.

Iz prethodnog izlazi da je pojam stohasti¢kog procesa generalizacija pojma
viSedimenzionalne slu¢ajne varijable (X, X,, ..., X,) gdje je T={1,2,...n}[2,
str.l?l.]. Jednodimenzionalna slu€ajna varijabla X=X(w) definira se kao
preslikavanje skupa svih mogucih ishoda eksperimenta Q={w®} u skup realnih
brojeva R(X: Q—R), akoje X(a)eF, gdjeje F o-polje nad Q u prostoru vjerojatnosti
(©, E P). Opéenito je n-dimenzionalna slutajna varijabla preslikavanje Q u skup
uredenih n-torki realnih brojeva; sada se X ®) moze definirati nad (Q, E, P), gdjeje
QO=0xx --- xQ; FN=FxF x ... xF.

Kod stohastiéki}vl procesa X(t), te(-w,»), u opéem sluéaju, postoji
neprebrol_lvo mnogo slucajnih varijabli. Funkcija X(a, t) je kompleksna funkcija i
predstavlja realizaciju stohastickog procesa koja se oznacava sa x(t) [2, str. 191.]-

Stohasticki je proces zapravo jedna dvoparametarska familiia funkcija nad
QxT, ako je X(t)eR tada je proces realan, ako jer))((t) €C proces je kognpleksan- Tada
I a)fr(lm' f) = o, t) + m(w, ), gdje su &, n realni procesi. Za fiksirano o, X(@,f)J¢
realna funkcija, tzv. trajektorija, a za fiksirano teT, X(o, t) je slu¢ajna varijabla.

Graficki prikaz trajektorija stohastitkog procesa dan je na slici 1.
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Ako se fiksira vrijeme f=£; i u tom trenutku promatraju vrijednosti
stohastickog procesa X(f), tada dobivene vrijednosti ¢ine jednu slucajnu varijablu.
Prema tome, vrijednosti slucajne funkcije X(t) u trenutku £, predstavljaju sjecenje
sludajne funkcije ili sjecenje stohastickog procesa. Na slici 1. dano je sjecenje za
i=t,.

Stohasticki proces odreden je razdiobom vjerojatnosti i funkcijom razdiobe.
Stohasticki proces X(t), teT definiran je ako je za svaki konacan skup vrijednosti
parametara {t, f,, ..., {,}cR zadana razdioba vjerojatnosti n-dimenzionalne
slucajne varijable (X(t,), X(t,), ..., X(t,))-

Funkcija F: RxT— [0,1] definirana sa

F(x,t) = P(X(t) <x), xeR, teT

naziva se funkcija razdiobe prvog reda stohastickog procesa{X(£), te T} [6, st 159.].
Opcenito je stohasti¢ki proces {X(t), teT} potpuno karakteriziran ako je za svaki
Prirodni broj n poznata njegova funkcijarazdiobe n-tog reda koja je definiranasa

F(xy,xz, ..., Xus t1, by vy bn) = PX(t1) € 21,00, X(n) < X0,

Obiljezja stohastickog procesa

Obll]'e?j asu stohastitkog procesa, u prvomredu, srednja vrijednosti yarl']an::;:]1 Eﬁﬁ
d dje vremenskog parametra ¢. Medutim, bududidata dva obiljezja nisu ce]s =
covolina za precizan opis stohasti¢kog procesa, jer je moguce da pac;sﬁgjtei: graozn -
lsé(')mvs rednjom vrijednosti i varijancoma da suipak strul;_turalno r io;elacijska
rlxlllg-] € stohastickog procesa i autokorelacijska funkcija, 0dnosno
ja.

Srednja vri; i¢kog procesa X(f)
0 jednost my(t) stohastickog p _
Tatematicico ocekivanje, oé(l(lc))sno kao Lebesgueov integral

m, (£)=EX(t)= [X(o, )P40}

O¢ito je my(t) neslucajna funkcija n%d parametarskim S

, teT definira se kao

kupom T.
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Mjera odstupanja X(t) od my(t) dana je varijancom

o2 ()= | XO-m,0) |

gdje je o (t) srednje kvadratno odstupanje stohasti¢kog procesa od njegoye
srednje vﬁjednosti. ® ¥, .

Autokorelacijska funkcija stohastickog procesa X(t), teT stupanj je zavisnost
izmedu dva sjeenja t=t, i =t, stohastickog procesa, odnosno

K, (¢, t,) =EX(t,)-m, ¢, )XE)-m, ),

gdje je Z konjugirani par od Z. % e —
Ako je t;=t,, autokorelacijska funkcija postaje ]e_dnaka varijand procesa.
Autokorelacijski koeficijent stohastickog procesa dan je izrazom

Kx(tl’tz)

dje je:
gK)i(tll,tz) -autokoreladijska funkcijaizmedu dva sjecenja ¢, i £, stohastickog procesa,
o (t,)- standardna devijacija stohastickog procesa u trenutku t,,
o (t,)- standardna devijacija stohastikog procesa u trenutku ,.
Ako se ispituje stupanj zavisnosti izmedu dvije stohasticke funkcije - dva
stohastitka procesa X(t) i Y(t) tada se koristi, analogno definiciji autokorelacijske
funkcije, uzajamna (cross-) korelacijska funkcija definirana izrazom:

Ko (b8, ) =BX(E, ) -m (£ )(Y(E,)~m, (2, ).
Korelacijski koeficijent dvije slu¢ajne funkcije dan je izrazom

Txy(t1’tz)= O'X(tl)-c'y(tz).

Vrste stohastickih procesa

Parametar  moZe biti tretiran kao vrijeme. Procesi s diskretnim parametrom t€T,
kod kojih je p;_a_rametar§ki skup T prebrojiv skup, zovu se stohasticki nizovt
(vreme_nske serije). Kad je parametar ¢ kontinuiran, radi se o neprekidnom, g-
stohastickom procesu.

Ov_i.sno (o) Struktfui ibrojnosti skupa T, koji moze biti diskretan, prebrojiv il
neprebrojivo beskonaéan (interval ili unija intervala), te od skupa S kao prostora
stanja, koji moZe biti diskretan i kontinuiran, razlikuju se dva tipa stohastickih
nizova i dva tipa stohastickih procesa [8, str. 8.]
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Diskretrs ; ontinuirani procesi y
pr ebrojivi s diskretnih stanja PR
o] Stohasti¢ki niz u prostoru st
Kontinuirant kontinuiranih Stal;\ja Ilfg:‘lgnnuullrr:;l:hp;;cnj? u prostoru

Daljnja vazna Klasifikacija stohastickih procesa
stacionarne 1 nestacionarne. Pojam stacionarnosti u
rocesa rada odredenog sustava tijekom vremena.

Proces X(t), £ € (~0,) stacionaran je u uZzem smislu ako za svako AT
n-dimenzionalne slu¢ajne varijable (X(¢; +s), X(t, + s),..., X(¢, + s))i (X(tl),letz),f.:
X(¢,)) imaju istu razdiobu vjerojatnosti. Drugim rije¢ima, to znadi da se razdiobe
vjerojatnosti procesa ne mijenjaju u vremenu, te se stohasticki proces s tim
obiljezjem moze promatrati u bilo ko]gm vremenskom intervalu, 3to je s gledista
primjene tih procesa u ekonomskim istraZivanjima izuzetno vazno. Buduéi da
obiljezje stacionarnosti vrijedi za bilo koji izbor trenutka t,, t,,..., t,, svaki
stacionarni proces promatra se u neograni¢enom vremenu.

Funkcija X(t) bit ¢e stacionarna u $irem smislu ako vrijedi:
m, (£)=EX(t)=const.i
Kx (tl ik, )= Kx (tl =% )

Sto znadi da je autokorelacijska funkcija jednog stacionarnoga stohastitkog
procesa funkcija razlike svojih argumenata.

jest pgdjela procesa na
praksi zna&i nepromjenjivost

3. MARKOVLJEVI PROCESI

Definicija i Klasifikacija Markovljevih procesa

Posebno prakti¢no znadenje ima jedna vrsta diskretnih stohastickih pro§§sa kg]lj\e
nazivaju Markovljevi procesi. Naziv su dobili prema ruskom matematicart. & £
arkovu.

Definicija Markovljevih procesa dana je na sljede
dan diskretan stohasticki proces X (£) koji opisuje sus tku t=ty+7,7>0
D592 oo ] p; (t,7) je uvjetna vjerojatnost da se sustav u trenutku £=tp x{ tjl
nade Star{ju x, ako je u trenutku f, bio U st&nJ‘;_t o
Pty ) =P(X(t, +1)=x [X(t,)=3,) Ako stanje sustava u EEMUEE P8 o
by uénosti), odnosno ocigovg.rajuéi stohasti¢ki proces, Ovisi samo 0 tgme kako se
%€ stanju taj proces nalazi u sadagnjem trenutuku f, a n€ owSlgi kretni proces
*dgovarajuéi proces ponaao do trenutka f, (u proslosti) e roces naziva

(t) V]'erojatnost p;(t,) ovisi samo o veli¢inama 1, j, fo © takav se p

atkovljev proces prvog reda.

¢ nadin [10, str. 39.]: Neka je
tay s mogudim stanjima Xo,
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Klasifikacija Markovljevih procesa opcenito je slicna kla.S.lelkaf.'.l]l stohastikih

procesa, prema prirodi skupa 7; s parametrom koji moze biti i vrijeme ¢ j Prema
jrodi prostora stanja sustava 5. :

meleIr);;a prirodi] skupa T razlikuju se dvije vrste Markovljevih stohasticki
procesa [10, str.39.]: 3 P, - ] ;
- s diskretnim vremenom (lanci Markova), gdje su prijelaziiz Jednog stanjau drugo
mogudi samo u tofno odredenim ﬂenugixna tj', t;_, ety Aol .
- s neprekidnim vremenom, gdje je prijelaz iz jednog stanja u drugo mogu¢ y
proizvoljnom trenutku (neprekidan lanac Markova). : . :

S obzirom na prostor stanja sustava S, postoji diskretan i kontinuirani
prostor stanja, a u slucaju diskretnog prosto.ra stanja Marlfoyl]ev proces se naziva
Markovljev lanac[8, str.15.]. Kod Markovljevih lanaca stanje je sustava u trenutku ¢
opisano slu¢ajnom varijablom X, diskretnog tipg sa skupon} vn;edn9s_t1 _{xl, Dol
a evolucija sustava S tijekom vremena opisana je, dakle, nizom slu¢ajnih varijabli

X X,

Svojstva Markovljeva lanca

Markovljevi lanci s diskretnim parametrom vremena, koji se nazivaju jos i
Markovljevim modelima, imaju najvece mogucnosti primjene u praksi, pa su zbog
tog razloga objasnjeni u ovom radu.

Lanac Markova predstavljen je nizom slucajnih varijabli X, X;, X,, ...,
odnosno kaze se da medu varijablama X, X;, X,, ... postoji zavisnost Markova prvog
reda ako [2, str. 173.]:

— za svaki konaéni skup trenutaka (tj. indeksa slu€ajnih varijabli)
0<t <t <t <-- <t <t <t i

— za svaki skup od (r+1) stanja {x;, x;, ..., X;.4, X;, X, } vrijedi:

P{X(t,)=x, }I{X(tr) =x, }ofX¢ )= x,  poe ~{X(t,)=x,})=
P({X(t, )=x_ }l{X(t' )=x, })

_ Akojeuprethodnom izrazu ovisnost o dva prethodna stanja, tada se radio
zavisnosti Markova drugog reda.

Zakon vjerojatnosti Markovljeva lanca s diskontinuiranim vremenom
odreden je [8, str. 15.]:

— vjerojatnostima p; = P (X(t) = x;), za trenutak t; i stanje x;,

— uvjetnim vjerojatnostima p; = P (X(t,,) = x; | X(t) = x)) za trenutke t,,, 2 £20 1
stanja x;i x; te
— pocetnom vjerojatnosti p(0).

Vjerojatnosti p; nazivaju se prijelaznim vjerojatnostima, a one oznadavaju da

sesustavu fcrenuﬂgu ti,; nade u stanju x;pod uvjetom da je u trenutku ¢, bio u stanju
x; Te vjerojatnosti formiraj

u matri iielaznih vieroi Aol ifi¢tna za
S et cu prijelaznih vjerojatnosti koja je specifiéna

pll pu see pln
P= le pzz pZn

pnl an i pmz
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Syojstva stohasticke ili tranzitivne matrice P sy sliedeg .
1. { >0 zasvakoi,j Jedeca [8, str.15.]:
2 _=l1zasvakoi
3. stupany stohasticke matrice b ¢ Przar = 123, . takoder je stohastitka
matrica.

Ako vjerojatnos't p; kao funkcija od t; i £y, ovisi samo o i ANer
¢ lanac Markova je homogen. Homogenost znagi stanovitu n:grl;?;’fé;j?igg

%elrcl;j atnosti prijelaza tijekom vremena. Neka je

p, ) =PAXG+)=x J{X@=x}), i=123..; p )y
Gl
Bududi da se radi o homogenim lancima Markova vjerojatnost p (. isi
ot. To je, naime, vjerojatnost prijelaza iz stanja x; u stanje x, u] jednojpgié)ur:::sﬁ}
,edmlCI ilin=1 korak.
Cesto se postavlja problem da se pomocu vjerojatnosti prijelaza p; ujednom

koraku odrede vjerojatnosti prijelaza u n koraka, n = 2,3,.... RjeSenje se dobiva
pomocu tzv. jednadzbi Chapman-Kolmogorova [2, str. 174.]:

Pyta) =T ruC)p, 6, L), 15t st
gdje se sumiranje obavlja po indeksima svih mogucih stanja x,, x,, ... Prema tome,
ako su poznate pofetne vjerojatnosti p,(0) i prijelazne vjerojatnosti p; moze se
izratunati vjerojatnost da se sustav nade u bilo kojem stanju x; u trenutku £,

Jednadzbe Chapman-Kolmogorova mogu se napisati i u matricnom obliku.
Uvodi se matrica s vjerojatnostima prijelaza u n koraka

Pn = n=23 P1=P=“pij

’.‘, =12

l

P, ()

Svaki element matrice prijelaza je brojizintervala[0,1]. Zbroj elemenatama

kojeg reda jednak jel, jerje Z p.(n)vjerojatnost dogadaja da sustav iz stanja x;
= 4] x

prede u n koraka u bilo koje]drugo stanje, a taj je dogadaj izvjestan. Jednadzbe
Chapman-Kolmogorova u matri¢nom obliku za n koraka glase:

PRSIENDER 1<m<n.

_ Ako se u prethodnoj jednakosti stavi m=1, slijedi da je P, =B:Bi
stavljajuéi redom n = 2,3,... dobiva se

P,, =P" ’ n=2,3,...

é-i-mve je zadatak o odredivanju p;(n) , n = 23 - pomocu py ij = 1,2,... potpuno
Mjesen. i

i,j=1,2,..

3 5 : ; . ka n:O,l,Z,... je
Razdiobg vjerojatnosti stanja sustava S nakon n koraka, ierojatnosti

P (m)=p X(n)=x n=012...; k=12 Pomocu razdiobe V] >
g = ’ =u,1,4,..., =L,4p00 RO v dIdltl
:tan].a P{0) u POEetknom trenutku (n=0) i vjerojatnosti prijelaza p; mOZ€ $€© :
2zdioba py(n) za svako k=2

P](1)=7711 'p1(0)+pz1pz (O)t- +PuiPs (0)
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p,)=p, p,(0)+p,P, O+ FP,,P, (0)
p,)=p, p,(0)+7,, P, (O 4P P, (0)
ili u matri¢nom obliku:
PO =P -P,
gdje je

PO =[p,M),p,M--. 7, O],

odnosno opcenito za
n=0 PO =P
n=1 PO=p.P
W=2 P OFSRORD Pl P.P =P .P*

n=t  POEPED) . p SRR

to jest, za bilo koje n
I3 S e,

Ako je razdioba vjerojatnosti stanja ista na svakom koraku, 4. pi(r)=pi 22
svako n = 0,1,2,..., kaZe se da je Markovljev lanac stacionaran, a vjerojatnosti py
k=1,2,... zovu se stacionarne vjerojatnosti.

4. MARKOVLJEV MODEL PLANIRANJA STRUKTURE
LUCKIH PREKRCAJNIH SREDSTAVA

Definiranje problema

U procesu proizvodnje lu¢ke usluge prijeko su potrebna prijevozno-prekrcajnd
sredstva kao sredstva za rad koja sluze za prekrcaj tereta na/s broda i rukovanjé
teretom na luc¢kom prostoru. To su, primjerice, vilitari, autodizalice, tegljad ®
prikolicom i sl.

Jedan od glavnih zadataka u planiranju lu¢kog sustava jest odredivanj®
potrebnog kapaciteta luckih prekrcajnih sredstava, koji ¢e omoguciti efikasno
funkdioniranje sustava. Taj je kapacitet odreden brojem i strukturom Pfekrcalmt1

sredstava, a ovisi o vrsti tereta, veli¢ini lutkog promet ji rada u U
Dpavey a, tehnologiji ra
namjeni luke, i sl ! el =
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S obzirom na raznovrsne tehniéko-tehnolo§ Ao
a i ipova Juckih prekreajnih sredstava i razﬁatke Karakteristike pojedinih
yrsta | D ladava struktura razli¢itih vrsta i tipova 136kv_r1}1{eme nal?avke, u lugkoj

Bududi da se radi o slr<edstvima s odredenim vijgf(‘:;m;]nih sredstava.

s : ﬁz voe . . & F: g a'a o
P ok Peekcarnih areepaeano ke 045 do 0 iy
gremenSkim razmacima. Pritom se odluéuje koliki bro?g?:ﬁrz:_:i }:dgovarajuéim
nabaviti 1 O;regenilg trir;ltllju i k%ji Ce tipovi biti zastupljem']. Seia
: tezoiigoszre:%%ejfofmuli, ?eofe t:lgc])am%rie;q nihe redstava u praksi se ve¢
ll:g}'réstreba nabaviti [7, str. 45.]. + Primjerice, izratunati broj vilicara

Mg(_iutimélc:fkredivanje strul.<ture prekrcajflih sredstava u praks
donositeljima odluke PE se prema iskustvu odlucuje o nabavai stih i
prelcga]nlh sredstava koji se pojavljuju na trZistu, $to ne mora bitj
rjeSenje. _

Na temeIp:l prethoc'lr.\o.navedertog, problem se ovako definira:

'Ppn'ebno je odrediti tipove luckih prekreajnih sredstava koje bi trebalo
nabaviti u promatranom razdoblju s cﬂ).er.n da, uz takvu strukturu, trogkovi
n?iga\‘;}i(;l 1r :ﬁgm i;rliiirfitava budu minimalni, odnosno prihodi, ostvareni
njiho ’ :

Pritom treba uzeti u obzir da nabavke u odredenim razdobljima ovise o
promijenjenim uvjetima tijekom prethodnog razdoblja 3to utjete na prijelaze s
jednog tipa prekrcajnog sredstva na drugi. Ti se prijelazi izrazavaju
vierojatnostima koje predstavljaju, ustvari, vjerojatnost da ¢e pri novoj nabavki
odredeni tip imati prednost u odnosu na drugi, te ¢e stoga s odredenom
vierojatnosti i do¢i do prijelaza s jednog na drugi tip prekrcajnog sredstva.

Proces nabavke moZe se promatrati kao da je stohasticki proces jer tijekom
vremena dolazi do promjene uvjeta koje se ne mogu predvidjet, tj. imaju slucajan
karakter. Stoga se problem ove vrste moze rijesiti primjenom Markovljeva procesa.

1se prepusta
novih tipova
najpovoljnije

Postavljanje modela

Da bi se model postavio, potrebno je uvesti neke oznake. Neka je 2 prostor svih

tipova Jutkih prekrcajnih sredstava u lu¢kom sustavu, a pi(f) udio tipa i luckog

Pre_kr.cajnog sredstva u trenutku t. U poetnom trenutku t=0 (nulti korak) ,(0)

udio je tipa i u trenutku 0. s

ek Udio p;definiran je odnosom izmedu tipai i ukupnog prostora Psvih tipova
08 prekrcajnog sredstva iz Cega se zakljucuje da je:

k
Yp.(0)=1 i=12....k
0 Pocetno stanje se izrasava vektorom udjela tipova luckih prekrcajnih sredstava

P, =[p,(©),p, (@) P, O sP 0).]
utku promatranja-

oZe se s vremenom
aka kada se

"
i Sl;,p';(o) udjeli pojedinih tipova u potetnom frer e

_Pocetna struktura tipova lu¢kog prekrcajnog sreastva v,
Proml]eruﬁ, te je potrebnop definirati %af;doblje, odnosno velidnt kor
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odlu¢uje o novoj nabavci, a taj korak ovisi o vijeku trajanja odredenoga

krcajnog sredstva. SH s
P S]tanjge nakon odredenog broja koraka (112/---)tmz IS slu(;apug Vlaqrijabli, a
= 5 tan je broj, te se, prema tome, radi o diskret
velitina koraka diskretan ] J'aiu stanje j dogodit ée se s Vjerojamo;::ioé_\

titkom procesu. Prijelaz iz stan 2jj ek 2 V]erc '
SZt: }I;?)?edn%stalzrnjenje problema uzima se da slucajni dogadaj nalazenja Sustava

i u odredenom trenutku ovisi samo o slucajnom dogadaju Serh
25;33; sifza;]rethodnog trenutka (tzv. Mgrkovljeva pretpostavka); takav diskre tgu
stohasti¢ki proces naziva se Markovljeylm lancem. - ‘

Elementi matrice vjerojatnosti prijelaza predstavljaju vjerojatnosti da ¢e luks
nabaviti isti tip, odnosno da ¢e prijeci na drugi tip Odf‘0$n0.vrstu lukoga
prekrcajnog sredstva. Uz pretpostavku da su poznate vjerojatnosti promjene e
izmedu n=0in=1 (nultogi prvog koraka), tada p; 0znacava vjerojatnost da ée lucki
sustav s tipa i u n=0 prijed na tip j u n=1, dok je p; vjerojatnost da ce luko
poduzede ostati na istom tipui iun=1 Indeksi i i j pripadaju prostoru k tipova
lutkoga prekrcajnog sredstva, gdje je indeks retka i stanje u koraku n-1, a indeks
stupca j stanje u koraku 7.

Vjerojatnosti p; zadovoljavaju relacije:

k
. =1 =12,k
Ea

Neka je P matrica vjerojatnosti prijelaza s jednog tipa na k-ti tip lu¢koga
prekrcajnog procesa izmedu koraka n=0in=1, odnosno izmedu dvije sukcesivne
promjene stanja:

(il i sl
p=|"n P2 7 Pu|

e i 8% i

Matrica P kvadratna je matrica reda (k,k). Svi su njezini elementi

nenegativni. Model pretpostavlja da je matrica P homogena §to znadi da né
podlijeZe promjenama u vremenu.

Elementi matrice Pmogu se dobiti primjenom Delphi-metode koja se ubraja
ukvalitativne, odnosno intuitivne metode prognoziranja [12, str. 388.] ili metodom
vrednovanja kriterija izbora [7, str.19.].

_ Uz dane uvjete, pocetni vektor udjela tipova lu¢kih prekrcajnih sredstava!
matricu vjerojatnosti prijelaza, odreduju se sukcesivna stanja strukture tipovd
luckoga prekreajnog sredstva P(n), koja sluze za prognoziranje odekivanog udjela
pojedinog tipa u vremenskom razmaku za n=1,...

Konacna struktura tipopg luckih prekreaini i =1)
oy orak (7
izracunava se na sliededi ng" i prekrcajnih sredstava za prvi k (

o _
P _Po.p
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odnosno, 72 bilo koji 7
P ©) = PO .pn
Prethodna relacija vrijedi za odredivanje strukture prekreajnih sred
Sredstava u

nu za n=0,1,2,...,T.
Tako dobivena struktura jedno je moguce riesen; '
optimizacie RIS S e dobivase ptimae e
Ne1_<a se pn]_elam s i-tog na j-ti tip luckoga prekreajnog sred (o t‘?e?en]e. .
rijelaznlh v;;rOJatnqstl P=[Pi]gnvaloriziraju efektima oznai’:erslirri1 ;Izatl?c?
kcesivno odgovaraju vjeroja ostima promj : 2 sa k;; koji
:?31‘3““ promjene stanja. Pritom je matrica

yreme

K=[kl], i=12,...k; j=12,.. k

Otekivana vrijednost ukupnih efekata (o) ra¢una se
principu za }v)roglj enu stanja nakon n koraka. Prema tom pﬁng}iin;%eﬁg?m?n?v;
ostvaren pocevsi od i-tog stanja za n koraka jednak je: S

) k k
mn(z):zlp‘.jkij +Z;p,,jmn_1(j)
j= iz
ili u obliku matrice:

o =Q+Po _,

1,
o k q
gdjejeq. =pr_jkl_j,odnosnoQ= Gl

J=1

i

Prikazani model bit ¢e testiran na odabranom numerickom primjeru.

Numeri¢ki primjer

Puﬂ:)f,km poduze¢u Luka Rijeka 1971. godine razmatrana je nabavka vilicara za
donoéin]-e pojedinim vrstama tereta u vanjskom prostoru 1 u skladistima luke. Pri
Specii Wju odluke uzeta su u obzir sljedeca obiljezja vilicara: nosivost, pogon,
Yaliziranost vili¢ara u smislu rukovanja odredenom vrstom tereta, te
Proizvodagi vilidara,
S j 18 . . . .y 5 .
vilicar 1Z lett]ra;lvsiﬁéfr ?gODa razlikuju se tri vrste vilicara: dize |
javs akriterij izbora uzeti bzir: investicije troskovi eksploatacije, utjecaj
Hjaviti eti su u obzir: Inv ) I
g\gg:)’istl_ne, vijek trajanja vili¢ara, kapacitet dmjavnog rada, pqstotak ugl]lgﬁﬁg
Mapj llda.’ mi,ﬁsr buka, rizik zapaljenja, stanje poda, sv_l?dav.an]e uscpl)ona,an o
Onesiu ativnih prolaza i lakoéa upravljanja, te je.nphovnn vrednovan]
“atim dri\za 10 dluka 0 nabavci vilidara u sljedecem ODyert: elektro
€l- vilicari s 31%, te na kraju benzinski s 23%.

J-vilicar, benzinski
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Ako se postavi zadatak da se odredi struktura vﬂiéa}ra ubuduéem razdoblju, .
tada se primjeni model prikazan u prethod'non'l poglavlju. e
Vektor vjerojatnosti pocetnog stanja, {j. struktura vili¢ara 1971, godin
iznosila je: .
P = [0,31 0,23 0,46], :
amatrica vjerojatnosti prijelaza iz stanjai u stanje j, odnosno prijelaza s jednog tipa
vili¢ara na drugi, glasi: ;
0,7 01 0,2
p=|01 06 03]
01 01 0,8
Neka je vremensko razdoblje (veli¢ina koraka), nakon kojega se biljeze

promjene stanja, 5 godina’. — :
Vektor PO (vjerojatnosti stanja) nakon prvog koraka (5 godina) iznosi:

PO =p .p=
0
0,790,102
=[0,31 0,23 0,46]/0,1 0,6 0,3|=
01 01 0,8

=[0,29 0,21 0,50]

Prijelazne matrice za 2 odnosno 3 koraka imaju vrijednosti:

0,52 0,15 0,33 0,412 0,175 0,413
P?=|0,16 0,40 0,44/, P®=0,196 0,300 0,504 |
0,16 0,15 0,69 0,196 0,175 0,629

Pripadne vjerojatnosti stanja jesu:

PO _ P P2=[0,272510,207 0,521]
PO =p .P*—[0,263 0,204 0,533]

te se dobiva da ée nakon 3 koraka (15 godina) tj. 1985. godine u rije¢koj luci, pod
pretpostavkom nepromjenjivosti matrice prijelaza, biti 26,3% dizel-vili¢ara, 20A%
benzinskih vili¢ara, te 53,3% elektrovili¢ara.

Da bi se na prethodni primjer primijenili vrijednosni pokazatelji pomocu

kojih se dolazi do optimalne strukture ilig ie jo§ dodati
B kot re tipova vilicara, potrebno je jo

! Smatrase da vilicar nakon pet godina ko;

. risteni 15, = . A £ 'e'Llea/
Rijeka, Tipizacija viljuskara, 1971, str. 16, enja (15.000 20.000 satirada) postaje preskup za odrzavanjeé;
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Matrica efekata dobivena je uzixpajuéi U obzir efekte koii i
pzrom na ukupne fr oskove nabavke i odrzavanja koji Seeptgﬁziiﬁ'wam}u' :
5 fekt ¢e biti veciako se prijelaz dogadass tipa vili¢ara Giji su trogk, i Premg
ja vedi na tip vilicara s manjim trokovima nabayke i odriavgrl;: ﬁiﬁm
: ] : ca

ZeT s : & abavke i odry ; !
;pomenuta tipa viliara stavljeni u omjer koji glasi: D:B:E = 499 ngff s ﬁ]aggjaes;

{Eoznakeza koli¢inu dlzel-'vi]ic“:ara, benzinskih i elektrovili i
Er'i!}edn%ﬁ iz omjera odresiene iste noyc‘fane.j. edinice. Iz togje orcr;rei’arﬁgl?ilzgvcrllaoéz
rodkovi napavkg i odr%avan) a najmanyji za elektrovilidare, te se pristupa
usporedivanju omj era txjoskova 1.zmedu’p01.edmih tipova vili¢ara pomocu 'mdekfa
Indeksima su dobiveni postoci povecanja/smanjenja trogkova pri prijelazu s
jednog tipa luckoga prekrcquvog sr.edstva na drugi. Uzev§i polaznu pretpostavku
Ja efekt ostanka na elektrovilicaru iznosi 8,000, ostali su efekti proracunati pomoéu

dobivenog omjera i p_ostotaka povecanja/smanjenja trokova koji se ostvaruju
prijelazima na druge tipove.
Prema tome, matrica efekata glasi:
3,912 4,022 5,911
K=| 3,908 4,024 6,024 |
-0,360 0,098 8,000

0
Uz pretpostavku da je o =| 0| nalaze se @1, 021 @3.
0

o =Q+Po ,
1 . 0
tako da je

9, | -
o =|q, +Po, ,aakoje
15

3
= = —=07- 14,022+ 0,2-5,911=4,32
% ,.leljklj _Pnku +P12k12 +;713k13 =0,7-3,912+0

tan

3
3 = —()ils .4,024+0,3-6,024=4,61
4 sz; 25 = Pak P R e -0,1-3,908+0,6

Jj=1

k_ =0,1-(-0,360)+0,1 .0,098+0,8-8,000 = 6,37

3

3
q3=§p3~k :p k +p3zk32 +p33

S S 31 31
4,32 0 4,32

(.l)‘1 = 4,61 +P O = 4161 ’
637 |0 [637

Z?nz“aéi da se najbolji efekt ostvaruje s trecim tipom wilicare
OSN0 prijelazom ili ostankom na tom tipu vilicara.

(elektrovilicar)
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Nakon 2 koraka (10 godina) o¢ekivani efekt bit ce:
0, = Q+ Pco1 3

tako da je
4,327 [0,7 01 0,2 4,32 9,08
o =|4,61[+/01 06 03] 4,61 |=| 9,72 |
g 6,37| (01 01 08]|6,37 12,36

Analogno se nakon 3 koraka dobije ocekivani efekt koji iznosi:

4,321 [0,7 01 0,2](9,08 14,12
o, =|4,61|+01 0,6 03] 9,72 |=|15,06 |
3

6,37| (01 01 0,8|(12,36| |18,14

Inakon 3 koraka efekt ostaje najvedi (18,14) za tredi slu¢aj odnosno prijelaz
ostanak na treem tipu vilicara, $to se i ocekivalo buduéi da su ukupni troskovi
nabavke i trokovi odrzavanja za elektroviliCare najmanji.

Prikazani model moZe se primijeniti na modificirani sadrZaj problema nabavke
prekreajnih sredstava. Primjerice, uz postojece tipove vili¢ara prema vrsti pogona, na
trzistu se moZe pojaviti i novi tip vilicara. Pretpostavlja se da bi taj tip bio u
prednosti pred ostalim tipovima jer se na trzi$tu neprestano javljaju pobolj$anja u
izvedbama.

Isto tako moze doéii do potpunog prestanka proizvodnje nekog tipa vili¢ara
koji s viemenom zastarijeva $to se tice adekvatnog obavljanja operacija rukovanja
teretom, odnosno ima puno nedostataka s obzirom na ostale tipove vili¢ara.

Prema tome, postojeca se struktura moze izmijeniti: uvodenjem novog tipa
vilicara j/ili eliminiranjem postojeceg tipa vilicara.

.. U slucaju wvodenja novog tipa vilicara, u prethodnom primjeru, vektor
vjerojatnosti pocetnog stanja bio bi:
P, =[0,31 023 046 0,00]

gdjeje eleiment. P1 = Obuduéi da na potetku ispitivanja strukture (1971. god.) nije
postojao ceerh .tlp vilicara a koji se pojavio u iduéih 5 godina.
Matrica vjerojatnosti prijelaza s uvedenim &etvrtim tipom vili¢ara je:
03 01 02 0,4
P 02 01 03 04
01 0,0 06 03]
01 0,0 0,0 1,0

postojedi tip udovoljava potrebama.
Yeltor P (verojatnost stanja) nakon prvog koraka (5 godina) 2105
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03 01 02 04

0,2 01 0,3 04
0,46 0,00]- e
=[0,31 0,23 Hoq 0,0 06 0,3

0,1 0,0 00 1,0
=[0,185 0,054 0,407 0,354]

Jazne matrice za 2 odnosno 3 koraka su sljedece:

Prije
0,13 0,04 0,21 0,62 0,068 0,017 0,164 0,751
0,11 0,03 0,25 0,61 s _| 0,064 0,014 0,181 0,741
p? = 0,09 0,01 0,38 0,52/ 0,067 0,010 0,249 0,674
0,00 0,00 0,00 1,00 0,000 0,000 0,000 1,000

apripadne vjerojatnosti stanja:

P® =p .p? =[0,107 0,024 0,297 0,572]
P®) =p .p*=[0,067 0,013 0,207 0,713]

Ve¢ nakon prvog koraka uvedeni novi tip vili¢ara je u ukupnoj sh’ukt(til.n
zastupljen s 35%, nakon 10 godina s 57%), da bi nakon 15 godina tj. 3 koraka u l;
novog tipa vilicara iznosio 71%, dok je udio ostalih hpo.\fa zanemariv izuzevsi
elektrovili¢ara s oko 21%. Tako velik udio novog tipa vilicara moze se objasniti
stalnim napretkom tehnologije i nalaZenja novih rjesenja Sto Eousku]g stare tipove
na tije mjesto dolaze novi s uklonjenim nedostacima starih tlpo_viin Whtcia;?).éemog

U sluaju eliminiranja postojeceg tipa vilicara vektor vjeroja 10sti pocetnog
stanja ist je kz]m iza sluéajju\fodeiljagr’logog tipa jer je na potetku istraZivanja taj
Postojedi tip sudjelovao u strukturi vili¢ara s 23%. Prema tome,

P =[0,31 0,23 0,46 0,00]
Medutim, u matrici vjerojatnosti prijelaza, koja sada glasi:

0,4 0,0 02 04
0,2 0,0 0,3 05
“lo1 0,0 06 03
0,0 0,0 0,0 1,0

idj Z - A s a
3(311 42 su u drugom stupcu svi elementi, odnosno vjerojatnostt prijelaza n
85p vilicara, 73 koji je pretpostavljena eliminacija, nule.
Jerojatnosti stanja nakon 5 godina iznose:
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P(l) _—_-P0 .P:
04 00 02 04

02 0,0 (03805
-[0,31 0,23 046 0,00} 01 0,0 0,6 03|

00 00 0,0 1,0
=[0,216 0,000 0,407 0,377
Matrice vjerojatnosti prijelaza za 2 i 3 koraka iznose:

0,18 0,00 0,20 0,62 0,092 0,000 0,156 0752
, 011 0,00 0,22 0,67 , |0,066 0,000 0,154 0,780
P =010 0,00 038 052 10,078 0,000 0,248 0,674
0,00 0,00 0,00 1,00 0,000 0,000 0,000 1,000

a pripadne vjerojatnosti stanja:
P® =P .P*=[0,13 0,00 0,29 0,58]

PO =p .P* =[0,080 0,000 0,198 0,722]

Bududi da su u matrici vjerojatnosti prijelaza P sve vjerojatnosti prijelaza na
drugi tip vilicara za koji je pretpostavljena eliminacija bila nula, §to zna& da je
prijelaz na drugi tip vilicara nemoguc, zato tog tipa vili¢ara nema ni u strukturi
nakon 1,2,3,... koraka.

Struktura vilitara nakon prvog koraka odnosno 5 godina, za koje razdoblje
je doslo do eliminiranja postojeceg i uvodenja novog tipa vili¢ara, iznosi: 13%
prvog tipa, 0% drugog, 29% treceg tipai58% novog tipa vili¢ara, a nakon 3 koraka
(15 godina) prvog tipa vilicara je 8 %, treceg 20%, a sa 72% su zastupljeni vili¢ari
novog tipa.

5. ZAKLJUCAK
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o od prakticne vaznosti bududi da se odluke nabavei do

§toJe’ . iieku traiani o nose u =
cima Ovisno O vijeku trajanja prekrcajno sred: U vremenskim
k(;?ude j potraznje na trzistu. & Sredstva kada dolazi do Promjene

Medutim, primjena Markovljevih procesa o
atkorodno i eventualno srednjoro¢no, a nikako d
sirom na stohasticki karakter problema, pouzd
na bitno smanjuje.

Pravdana je samg 25
ugorocno Planiranje jerse, s
anost procjene zbog duljine

kr
ob
yreme.

Autorice se zahvaljuju prof. dr. sc. Tibo

primjedbama i prijedlozima tijekom izrade rada. 4t Pogényju na korisnim

LITERATURA

[1] R.Bronson, Operations Research, McGraw-Hill, Inc., USA 1982,
[2] Z.Ivkovic, Matematicka statistika, Nau¢na knjiga, Beograd 1980.
[3] D.Kalpi¢, V. Mornar, Operacijska istrazivanja, ZEUS, Zagreb 199,
[4] J.Malisi¢, Slucajni procesi, Gradevinska knjiga, Beograd 1989.
[5] B.Nelson, Stochastic Modeling, McGraw-Hill, Inc., USA 1995,
[6] Z.Pauge, Vjerojatnost, Skolska knjiga, Zagreb 1978.
[7] Tipizacija viljuSkara, Luka Rijeka, Razvojni sektor, Rijeka 1971.
(8] M. Tourki, Stohasticki procesi i modeli programiranja u ekonomiji,
Savremena administracija, Beograd 1986.
[91 E. Wentzel, L. Ovcharov, Applied Problems in Probability Theory, English
translation, Mir Publishers,1986.
(10] S.Vukadinovi¢, Masovno opsluzivanje, Nau¢na knjiga, Beograd 1988.
[11] T Zecevi¢, Operaciona istraZivanja, Nauéna knjiga, Beograd 1974.
(12] R.Zelenika, Metodologija i tehnologija izrade znanstvenogistruénog djela,
Ekonomski fakultet u Rijeci, Rijeka 1998.

Summary
MARKOV PROCESSES IN FUNCTION OF PLANNING THE CARGO

HANDLING EQUIPMENT

In this Sy : : # a port handling equip-
paper application of the Markov processes in planning the structure (s)fne?essary ekl

™ent is presented. Considerin ifeti handling equipment, it

; . ¢ the lifetime of cargo handling equipment, haneed

Sio 5 A 5 has dep 1ds on change
"about purchasing the new equipment at the specific moment. Every purchase i Z:m ¢ of cargo

conditions dyrin 1 imei 1 j transitions wi
influence on transt )
g previous time interval, which has an infl  Brocass o purchasing changes

ndliilg equi o 5

pment to another, i.e. on changed structure of equipmer. ct
’s;a’:;sl randomly in q discreet time intervali because the portion of demand f ";jff,‘;{,’fn?’;;,fif,,ﬁ?
g equipment is q stochastic one. Therefore, the number of “”mﬂﬂ‘gv model. The Markov

Pes wh ; 5 :
mode] 0 represents the optimal structure can be determined g:;lz'tlgn bsofhe problem bsero ed, for

* Presented in this paper, is applicable in case of modification o Bt isting type

gx‘;lee, mtroduction 0}7 "Zw’tyﬁe’z}cargo handlin; equipment and/or elzmmalﬁon z{ the existing typ
Tipment, but is recommendable only for short-term and medium-term planning.

term forecast

K ; : t
"Yiords: stochastic processes, Markov processes, ar80 handling equipment, shor



