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LINEARNE NEPRISTRANE OCJENE I
METODA NAJMAN]JIH KVADRATA

Statisticko modeliranje linearnim nepristranim ocjenama i metoda najmanjih koadrata koriste se pri
ocjenjivanju nepoznatih parametara razdiobe obiljezja populacije na temelju odabranog uzorka. Dok se
linearne nepristrane ocjene mogu primjenjivati manje-vise uspjesno samo kod linearne ovisnosti,
metoda najmanjih kvadrata primjenjuje se i u slucajevima nelinearne ovisnosti. U ovom radu posebna
je panja posvecena metodi najmanjih kvadrata. Cilj je rada pokazati pogodnost metode najmanjih
koadrata za izracdunavanje i opisivanje problema iz raznih oblasti za pitanja koja se mogu izraziti kao
problemi ocjenjivanja nepoznatih parametara razdiobe obiljezja. Primjenametode najmanjih koadrata
}STWM je na primjeru usporedbe Zeljeznickoga teretnog prometa Republike Hrvatske i Republike
ovenije.

Kljutne rijeci: metoda najmanjih kvadrata, linearne nepristrane ocjene, Zeljeznicki promet

1. UVOD

. ovom radu bit ¢e prikazano ocjenjivanje parametara s pomoét{'hneavrr.uh
Nepristranih ocjena i metode najmanjih kvadrata. Obiljezje populacije slucajna
Je varijabla koja ima neku razdiobu. Kada je poznata vrsta razdiobe slucajne
vrijable (npr. uniformna, eksopnencijalna, normalna, binomna, Poissonova itd.),

Njezini parametri nisu, parametri se ocjenjuju Na osnovi prostog, slqca]nig
lsltzo'r 2 Ogjenjivanje na osnovi uzorka iz populacije s obiljezjem X izbor je neke
p:rt;s;l\le(f G%Q' Gijom se konkretnom vrijednosti 6(X) za realizaciju X=x ocjenjujé

ar 6.

Ocjenjivani iedini $to su funkcije matematickog
g je pojedinih parametara kao 5to su . ! : -
Oekivanj disperzije%e]sto se ob%vlja s pomocu linearnih nepristran 111: (.)qzn:é
odrearne Nepristrane ocjene podrazumijevaju da jé model na temelju O/%8

€ uj

i i funkcije
€ nepoznati parametar linearna funkcija, dok se za nelinearn®
‘zlf ?,tr-Ele.avaju dr ugepmetode. Jedna je od najpoznatijih i cesto kg;litenﬁha _fgzgc}z
pred?\f)rs\]tlranje nepoznatih parametara metoda ni}jmanlllék;:,maaﬁim k]vadrata
€ metode njezina jednostavnost. S pomocy met;]j :eargl R et

S€ odjenjivati parametri na temelju linearne, ali in
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- biti opisan i problem linearnih nepristranih ocjena j
Ui ta s pn‘kazivam_j'em nacina rjeSavanja tlhj prgk:kg;eto e
i primjena metode najmanjih kvadrata na konkretnom prim%' Bit
Nakon toga je provedeno poopc'fenje.me.tode n,almanllh kvadrata. Na L ]r:;l'
raspravlja se i 0 razlozima koristenja linearnih nepristranih ocjena i metOd:

najmanjih kvadrata pri ocjenjivanju nepoznatih parametara.

» PROBLEM LINEARNIH NEPRISTRANIH OCJENA 1
VETODE NAJMANJIH KVADRATA

Problem linearnih nepristranih ogjena
U skupu linearnih procjenitelja traze se nepristrane ocjene parametara. Ocjena i
3 je

nepristrana ako vrijedi: EB(X) =6. Nepristranost ocjene jamci da je ogje
na

centrirana oko vrijednosti traZenoga nepoznatog parametra. Akoije b
otekivanje obiljezja populacije, a promatrani uzorak je X=(XJ 3 I;‘(a;‘eflll‘al'gadfo
procjenitelj S(X) linearan, t] 170 0y), NNE ]e

0X) = JZ{ cX. (1)
Morabitizadovoljen uvjet nepristranosti E 8(X)=6. Izformule (1) proizlazi
EbX)=Yc EX =6
' ; EX. ;c)_. @
Kaoto se vidiiz formule (2), da bi uvjetnepristranosti bio ispunjen nuzno je i c. =1
=i

Sve statistike koje zadovoljavaju taj uvj
: aju t ivai 2 . .
promatrani parametar 6 [1J, str.] 1;12?].llv}(2t’ gazivaju e lincame nepris LU E

il Bududi da takvih statistika i 3 . Gy
i kriterij minimuma disperzije: Dlém(}a()vls,:il:l.n];l:llda:en]u optimalne ocjene avodise

DbX) =Y. c? =min. 9

1

Dabirelacija (3) bilan R
asnazi 2 S
, le ¢, mora biti minimalan. Slijedi da funkciju
=3¢ ~d 3
S =eoa e @

moramo minimizirati: nusni 11v:
s iuznluvjet egzistencije ekstrema funkdije f(c) daje:

A,

5:=ch—a=0:c. =2 Y
] J Z
~=1ic =
OBl iy 32
Nakon krace j g
g raunanja dobije se da jeoz-2 j l
==he ==

I n
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Napokon iz (1) slijedi:
B Y e
9(X)=;§x}_=xn, - ©
s i e o
Metoda najmanjih kvadrata

Kaie X= XX gdabrani uzorak promatrane populacije. Uglavnom linearni
I;f)de{ pise se u matri¢nom obliku, pa kao takav ima oblik Fe e

X =A0+e. (7')

Za taj model vrijedi

7Zna se da je AD regresijska matrica, ¢ je veli¢ina koja predstavlja srednje
{vadratno raslojavanje slucajne varijable X, ¢; j-ta greska odstupanja, e=(e,,....e,)”
vektor greske, matrica A=(a;),., kontroliranih (poznatih) varijabli, 6=(0,,....8,)"
srednja vrijednost odabrane populacije.

Model (7) koji zadovoljava uvjete iz (8) naziva se opéi linearni model. Obi¢no
se kra¢e oznacava kao:

(X,A0,02 1), vidi poblize [1, str. 115 - 116.]. ©)

Najbolja je srednja kvadratna ocjena parametra 0, ako se primijeni metoda
najmanjih kvadrata, ona vrijednost 0 koja je minimum kvadratne forme

Q(X;0)=(X - A0)" (X~ A6). (10)

__ Dabi se minimizirao (10), potrebno ga je derivirati po 0, a zatim taj izraz
izjednatiti s 0, Dakle, iz

R __a7(x - A0)=0
2

dobije se
_ATX +ATAB=0
ATAO=A"X (11)
d=(ATA)ATX,
s najmanjom

LI najbolja ocjena najmanjih kvadrata za 0 (linearna, nepristrand,
SPerzijom),

Primi
jena teorema Gauss-Markova u linearnome modeld
anje parametara u

“orem Gauss-M : : di ocjenjiv :
' Markova kaze da je, kada se provodi 0 ) Sna
é‘fﬁg_‘gm modelu (7) koji zad(]woljava uvjete 8), n?)bfﬁg:tgl‘;})ﬁrﬁij;?nj-
kvagy est linear unbiased estimator) ona koja s€ dobije

Afajer ima najmaniju disperziju.
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e postoji jedinstvena ocjena Najmap: ;

Kod opteg inea : (A)=p (3to znadidajedet A % ik
§=(AT A" ATX 22, akojerang(4)=p (3t znaci ¢ )- Takva

l;wclj:ztrl\r: fﬁgarg{i, ngpristrana ocjena s minimalnom disperzijom. Je

linearnog modela (9)

Potrebno je obratiti posebnu paznju na sljedece ¢injenice:
1. Matrica A" Ajesimetricnapep matrica rangap (maksimalnog rangg) 1,
" znati daje det ATA# 0 pa inverz matrice A" Apostoji, éime je dokazan,
da 6 postoji.

2. Ocjena je linearna jer je promatrana funkdija linearna.
3. Nepristranost:
Ocjena 0je nepristrana jer

E&(X)=(A"A)T ATEX)=(ATA) T AT A0 =

=A7(A")" AT Ab=A"140=

1

e
\_V_J
1
=].1.0=0
4. Minimum disperzije:

neka je 8 = BX druga nepristrana ocjena za 0, takoder predstavljenau
matriénom obliku. Bududi da je

~

E(6)=BE(X)=BA0 =9, (12)

Sto slijedi iz uvjeta opéega linearnog modela, izraz (12) stvarno ¢e

zadovoljavati uvjet ne ristranosti ocj : : odinina
e (BA:I).VJ p sti ocjene, samo ako je BA jedinic

Potrebnoje usporediti disperziju tih dviju, Blinearnih, nepristranih ocjena.
aé) =(ATA)-1 AT DX((AT A)—] AT )T (13)

Z .
dobije Sé‘:a sedaje D(oX +B)= DX, a kada se to primijeni na linearni model (7),

D(A8+e)=c?], (14)

Ako se ta viijednost uyrst 1zraz (14), dobit ¢e se

D(é)zcz(ATA)qAT((ATA)—l A) =
=o-2(ATA)—1 AT(A—I(AT )_1 AT )T =
%{_\J
=g? (AT Ay 4T (AT = (15)

=c-2 ATA =l 41
(4" 4) (AIA)T=

=o' (A4,
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gda treba izracunati D(B)

D(6)=BDXB" = BB’ o
od tih 351?1? :céj‘;ri:ir iﬁz(ﬁg\%ﬁrﬁ;&i;jﬁﬁka disperzija da bi se utvrdilo koja
D(8)-D(8) =c*(BB" —(A” A1)

P 24
radinagy’ )

=c’(BIB" —BA(AT A)' ATB")
=c”B(I-A(A" A" A")B" .

20

Bududi da je rang A(AT A)" A" =pidajerang] =n,lako se moze vidjeti da
je rang I —(A(A" A)” A" ) =n —p. Time je dokazano da je:
D(8)-D(6)>0 )
A I(6) > D).
Iz (18) slijedi da je 8 linearna ocjena s najmanjom disperzijom.
Ako se Zeli izratunati nepristrana ocjena za ¢” u linearnom modelu
(X, A9, 6" I ) potrebno je krenuti od postavke

Q(X; 8)=(X - A9)" (X -A4B)=5;
Sk =e"(I, —AATA)" A")e ;
stavljajuci daje C =1 —A(A" A)" A" =(c,, ) bit ée

n
2
S2=eTCe=)c el +)c ee
0 g
j=1 j=k

gdje je
2

[o ik (19)
E(ejek)—{o,].ik

ES? =c" (n—p)-
1z (19)je otigledno da je nepristrana ocjena za o” jednaka (akojerang (A)=p):

s2 (20)

A2 0
o‘ —

P o
Toblem obi¢nih najmanjih kvadrata

Problem 23 ko
akoji se pretpostavlja da nema greske kod neza e
g;ggem obignih gajganjih ]kvaiirata (gidinary least squﬂ&s)-jl‘:lggvtg?fv;c
naZivema tra%i pravac koji najbolje aproksimira zadane podatke.

AOLS pravac [3, str, 2.].

visnih varijabli,nazivase
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o ih kvadrata

ajmanjih potpunih s =

e ostavlja da postoji poRIC L Loyl T varlléal:ilama, e
Kada se pretp 1 potpunih kvadrata (tot.al least squares). Kod takvog ImEarnog
problem najmanjii P se dobije pravac koji najbolje aproksimira zadane Podatke

gtrozllfzi\:lag: %ﬁnﬁm etite (centroid) uzorka. Taka se pravac naziva TL§
0
pravac [3, str. 5.

3 USPOREDBA KRETANJA ZELJEZNICKOGA TRANZITNoG

0G PROMETA HRVATSKE 1 SLOVENIJE METOD Q)
B NAJMANJIH KVADRATA

iih eodina, kada sve vie dolaze do izrazaja rastqc’n ekoloski problemi, Zeljeznicy
SZ:inamgg kao najbolje rjeSenje za prijevoz. masovmh tereta ko.pr}famz Zr.1a se da je
veljeznicki promet efikasniji s ekoloskog, ali i s ekonomskog stajalista jer je prijevo,
masovnih tereta Zeljeznicom mnogo jeftiniji od prijevoza u ostalim granama prometa,
Jedna od bitnih prednosti Zeljeznickog promgta u odnosu prema cestovnom
prometu, manji je utroSak energije. Prednosti ieljezmdfoga prometa vezane su i uz
manje emisije Stetnih plinova u usporedbi sa svim drugim prometnim granama.
Imajudi to na umu, u ovom ilustrativnom primjeru usporeduju se udjeli
zeljeznitkoga tranzitnog teretnog prometa u ukupnome Zeljezni¢kom teretnom

prometu Hrvatskei Slovenije kako bi se vidjelo ponasanje tih udjela u promatranim
zemljama.

Ukupan medunarodni teretni Zeljezni¢ki promet svake zemlje sastojiseod3
grupe:

1. uvozni promet, 2. izvozni promet, 3. tranzitni promet.

Povecanje ukupnoga medunarodnog teretnog prometa povezano je s

povecanjem bilo koje od tih grupa. Podaci o Zeljezni¢kom ukupnomi tranzitnom
prometu Hrvatske i Slovenije dani su u tablicar]na [ S1EE -

Tablica 1. Zeljeznicki promet u Republici Hrvatskoj u tisudama tona
u razdoblju 1990. - 1999, godine

e ————

Godina \ze_ljﬂgLromet u tisuéama tona
| Ukupno Tranzit = |
el | 35,79 6,229

1991. 21,479 5,569
_;:2\:% 0
e e s 2,925
O e 4,674
= 13318 6474
e - oatees |
L 5,212
B e 12,643 5,449 |

11491 5,003

Lzvor:Statistiki jetops Republike Hrvatsie 1997

~2000, Drzavni zayod 72 statistiku, Zagreb,l%l‘—mo'
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Tublica 2. Zeljeznicki promet u Republici Slovenij

u razdoblju 1994. - 1999. go dinel u tisuéama tong

Godina Zeljernitd p@
Ukupno Tranzit
1995. 13,02 54678
1996. 14,893 7455
1997. 13,155 5,965
1998. 14,36 7,08
1999. 14,396 7,243
o 14226 o5

Jzvor: Statistiéni Jetopis Republike Slovenije 2000., Promet in zveze, Ljubljana, 2000.

Na temelju Postojeéih vrijednosti, postavlja se hipoteza da su udjeli
zeljeznickoga tranzinog teretnog prometa u ukupnome Zeljeznitkom teretnom
prometu Hrvatske i Slovenije jednaki.

Postavljeni zadatak rjeSava se na sljededi nadin: Pretpostavka je dasuX;i X,
nizovi nezavisnih promatranja i da je duljina prvog niza (X;) jednaka n;,a duljina
drugog niza (X;) je n,. Postavlja se linearan dvodimenzionalan model:

X1 =9l 30 +[51 e +E,
X2 =62 ‘a, +B2 ‘e, +€,,

gdjejea, ia, ~ poznati vektori duljina n;, 7y, 6,1 By nepoznati koeficijenti linearne
regresije, €, i £,~N(0,0?) — nezavisne stohasticke pogreske slu¢ajne varij able;
e,' =(1111' .. /1)T € Rni ;i =1,2.

. Nakon postavljanja matemati¢kog modela, hipoteza H, — udjeli zeljez-
nickoga tranzitnog teretnog prometa u ukupnome zeljezni¢kom teretnom
Prometu Hrvatske i Slovenije su jednaki, transformira se u: Ho— regresijski pravcl
Suparalelni, a to znaci da je 0,=6,. Nadalje,

X X1 & A L 0 0) .
P X2 3 ue 82 ) £ 0 0 al ez nx4

4 =n1 +n2; o =(911B1192 IBZ )T; Bz(llol—llo)'

£ it ée Hy: po=0 U
X=Ao+g, bi 0 o

Nakon matricé ji i
tric¢ lasi: ¥
nos modela kO]l & e da je El aritmetlcka sred

r
. 01;1;1? anom linearnome modelu. Poznato j
82 Zeljeznickog teretnog prometa
1 (21)

ﬁi & Zuij;
i

n



M. SAVIC: Linearne nepristrane ogjene i metoda...
Pomorstvo, god. 16 (2002), str. 105-118 o

dajex aritmeti¢ka sredina tranzitnoga zeljezni¢kog prometa

-]
X =—)%X;
i ni ij (22)
alna suma kvadrata

dase S’ jos naziva rezidu
J =;’1—.-Z(a‘f a)’ (23)

te da je:
(22 ) ) 7

Da bi se mogla naci ogjena 8, potrebno je formirati matricuA’ 3
preko dobivene vrijednosti za 8, moze se dobiti i traZena vrijednost BA » & poslije

ATA:(M] OJ”M; B e Bae e
0 MZ 1 e;rﬁ,. e;]‘ei E 1

odnosno

-1
wwf Lot 3
3 S S.-Z+ﬁ.-2

Nakon kraceg ratunanja slijedi da je:

o

A

0 =

(25)

RS

~

B =% G 2

1 i i i

N _n

UvrStavanjem konkretnih vrij

il,5 Etmhvn ednosti v g ?

12.uformule (21) - 04) dobivene ou Sedoonnyenn iy B
a S

nl =10

= 10

al =l 2 =15 05
?‘l1 71 1j ’

E] =i 3 X =l
0 10 4064 =4,56
l 10 2
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Trazene vrijednosti za drugi niz - Sloveniju su:
n, =6 :
1 6
a =— ) a . =14,01
a2 nz ]z:l: 2j
. meling
. =n—j§=;x2} =6,71
2
19 3
Z — __ —_—
5= 2 (n,-5) -0
g I
13 - %
c, =——Zl(a2]_ _“z)(xz, —xz) =0,27

n, j
Na kraju, direktnim uvrstavanjem u formule (25) i (26), dobiva se:

A _Cl 12 = - A — .

el _?_57 28 x alel =2,87;
1

e a0 27 e S

i A S e vl i)
2

Te se vrijednosti uvrste u probnu statistiku kako bi se provjerilo da li ce
pocetna hipoteza biti prihvacena:

&B"T 'Ba
||X—AI\||2 5 l,n-‘II

§. statistika T(X;,X,) ima Fisherovu F, , , razdiobu s 1, n - 4 stupnja sl slobode.

Iz hipoteze Ba.=0, ko]a se moze izraziti i u obliku Bé& =8 6 (jer je
Pretpostavka da je § =8,) i [ =B(A"A)'B' = 7+ slijedi da je brojnik
probne statistike: n,$

T(X ,X,)=(n—4) (27)

=]
&BTLBa =|— +—1—2] ®,-6,)" =
nlsl n, 52
dok je nazivnik probne statistike:
2 29
p-aaft —Jx, a6, -Be [+, -ad,Bel - @
: iiesed
je: Kadase izrazi (28)i (29) ponovno vrate u probnu statistika (27), dobijese €2
-1
1 . G 2
- Ay (8, =)
T nlsl n, SZ . (30)
B ———————— D

“X1 —alé1 —ﬁleIHZ +HX2 —azéz ——ﬁzez
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N"azivnik iz (30) izratuna se na slieded nacin:

2
10 . |
HXI _alél —BleIHZ =};(x1 —0'112.(11‘ _2’87) =25,412;

2
6
W 0,92 _5,74) =0,00567.
e ) R
Kada se krajnji podaci uvrste u izraz (30), dobije se kona¢no IjeSenje
-1
zadatka: e, 1 ) (0,112-0,96)"
4 10.57,28 6'0’28
T(X,X)=(16-4) 25,412+ 0,0567
Q75 0719 _ @
25,4687
41015 _

25,4687
=1,93

=12

Iz tablice F-razdiobe oCita se kriti¢na vrijednost za F, ;, (Fisherova
F-razdioba) s pragom znacajnosti od 5% kojaiznosi4,75 [2, str. 74.]. Kao 3to se vidiiz
izraza (31), vrijednost probne statistike T(X;,X,) za zadane nizove iznosi 1,93. Taje
vrijednost puno manja od o¢itane kritiéne vrijednosti (4,75), $to znaéi da je
hipoteza H0 prihvacena. Dakle, na razini 5% znacajnosti, udjeli Zeljeznickoga
tranzitnog teretnog prometa u ukupnome Zeljeznickom teretnom prometu
Hrvatske i Slovenije su podjednaki.

. .. Objedrzave trebale bi poduzeti odgovarajuce akcije kako bi povecale udio
zeljeznitkoga tranzitnog teretnog prometa. Takvo poveéanje zeljeznitkoga
terenog prijevoza utjete na smanjenje onetidcenja zraka buduéi da Zeljeznicki
promet ostavlja manje ekologki negativne posljedice u odnosu na cestovni promet
koji je u promatranim drzavama zastupljeniji od Zeljezni¢kog prometa.

i dr; gr: ﬁl?a iSlovenija su zemlje orijentirane pomorskom prometu, §to znad
prekooceanski]e Su u njihovu zaledy imaju tendenciju da upuéuju svOj
veéina teretno uvoz/izyoz preko spomenutih drzava. Lako se moze zakljucitidaje
udio 2eljezuiékgopiotm Gl zemljama tranzitnog karaktera. Kada bi se povecao
biido znacajno grasetree tnp & Franmtrv\og prometa, uz pozitivan ekoloski efekt, doslo

g Tasterecenja zakréenog cestovnog prometa.

4. JEDNA GENERALIZACIjA METODE NAJMAN]JIH

o KVADRATA
ska ﬁTnelzgi}i: l?;}]an;:nmqmta uzima se kvadratna funkcija greske kao h'itelf.j;
se kriterijska funkcija Oblika-ua' Ako su nepoznata samo dva parametra, posta¥ j

0=3[x -0 +8)] =min. @
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z se u Gauss-Markovu sistemu derivira PO nepoznati
atim

Gornji izra : &
J a tako dobivene vrijednosti izjednaée se s (.

P amemma 6 1 BI
=227(X, ~04,-8) (s, )=0
Q <&
o =22 (X, -00,-8) (1)-0.
[zratunavanjem gornjeg izraza dobije se:
—zz":ajx ] +zi 0-a’ +2i[3-a =0
j=1 J j=1 J j=1 J
LN X o0k 2Bk
=l A ZS =1

Sada se to moZe prikazati i na sljededi nadin:

GZa +BZa —Zu X

=1 7
03 a +BZl=ZXj.
=18 j=1 j=1

Prema tako dobivenim izrazima formira se prosirena matrica, u kojoj prvi
stupac predstavlja prvi nepoznati parametar 6, a drugi stupac ¢ini drugi nepoznati
parametar 3:

6 B

n n

=

n n
Ea, n ). ¢
< ] s J
j=t

j=1

Iz matrice se dobije da je:
"X.naz—na‘n a._Xi
[3— = =1 Tis ¢ (33)
= 2 2 !
ny at - a.)

= R \(=T ’

' X —nf
517 o
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7e se provjeriu: gxko se podaci iz 3. poglavlja
em vrijednosti iz prethoqnvc?g poglavlja d]()bij:r:ée u
blizno iste vrijednosti, &ime je dokazanga da

Totnost ovih izraza mo:
formule (33)1 (34)- UvrStavan]

je 9] =0,1122, a |31 =2,865 §to su prl toén()st
ovih formula.
Ako se promatra sludaj gdje je veza izmedu parametara modela i rezultag,

nekog eksperimenta dana relacijom:

X=91-a1+92-a2+...9k-ak,- (@)
a gdje su parametri 6y nepoznati parametri te ako se pretpostavi da je eksperimen;
na sistemu obavljen n puta, rezultati provedenog eksperimenta mogu se prikazag;

u tablid 3.

Tablica 3. Opéi oblik rezultata za n eksperimenata

Redni broj
. a a it ax
eksperimenta 1 ¢ & X
1 an an s Ak Xi
2 ax az T ax Xs
3 At 2 Ank X

Izvor: hgp;[[simlab.fon.bg.ac.)m[nastavg[@jigg[GlavaB[Glava-B.html

Iz tablice se vidi da su u n-tom eksperimentu dobivena mj j
SECRE : jerenja a,y, a,y ... &
;l)rgzu}tau tih mjerenja su X,. Medutim, u praksi je tefko provesti toc':nal m"jzg:renjn;:
= ggk;?ti;‘;;e?;jrae;;_l;ash nece zadovoljiti izraz (35). Postoji odredeno odstupanje, ;.
€ € mora uvrstiti u gornju relacij : SR ;
Kada se greska uzme u bty dobie se:g ju relaciju kako bi se dobili to¢ni podad

X ~(0,a +6,a +.48,a )=e
X (6,2, +6,a_+.. 48,4, )=e,

X, -0, +6,a +.40.a )=e .

Ocjena nepoznatih .
kvadratne funkdije gregke: parametara 0,,0,,..,6, izratunava se minimizacijor
Q= ) e’ = ) — i

; 3 ;[X" (elanl + ezunz it '+9k G )] : (36)

Izraz (36) deriy;
dobi & vira se po : :
obivene parcijalne derivadj% iz?eegx?:mggr a%letﬁma (81 By cneyy (B 1 B tako
s 0.

2
R @
(a,»j)—ol J—llzl""k

’Z]"[X -(elai1 0,4 +. 46,4 )]
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; lakSeg ra¢unanja, zbog velikog broja ne .
Radi u-icgo et g (G Ja nepoznatih parametara, sada se

formifaju ma
%, 0,
Witz 1k
5% 0 .
X= :2 2 = 2 3 A= 21 2 2%
% 0 3

n n nl n2 v %

Ako se matri¢ne vrijednosti uvrste u kriterijsku funkciju, dobije s
kriterijska funkcqa oblika: J JEige

Q =(X - A0)" (X - A9).

Iz te se funkcije sada lako, derivacijom po nepoznatom parametru 0 i
iziednatavanjem te parcijalne derivacije s 0, dobiva da je:

é=(ATA)—1ATX,

ito je veé prikazano na stranici 107. ovog rada.

5. ZAKLJUCAK

Vrlo gesto je u praksi, kada se primjenjuje matemati¢ko modeliranje, dovoljno da
se nadu nepristrane ocjene za matemati¢ko olekivanje, disperziju i druge
nepoznate parametre. I upravo u takvim slucajevima mogu se nadi nepristrane
ocjene u skupu onih statistika koje su linearne funkcije promatranog uzorka
1By

Linearne nepristrane ocjene najce$ce se koriste u slucajevima linearnih
problema. Medutim, takvih je problema u praksi prilicno malo, pa su se zbog
netotnosti koje se dobiju kada se te metode koriste u takvim slu¢ajevima, razvile i
druge metode ocjenjivanja nepoznatih parametara. Metoda najmanjih kvadrata
Moze se koristiti i u eksponencijalnim i u paraboli¢nim problemima, ali se u
slucajevima u kojima je potrebna veéa preciznost cesce upotrebljavaju druge
etode,
dobi Primjenom metode najmanjih kvadrata kod linearnog problema X . =6-4, +B,
dobiva se pravac koji najbolje aproksimira zadane podatke, tj. kod kojeg je razlika
E;‘:E.Zadanih podataka i onih dobivenih koriStenjem metode najmanjih kvadrata

ja.
_S Pomoéu metode najmaniih kvadrata ocjenjuju se nepoznati parametriv na
erivl‘é_POZnatih parame)tara.] Tom se metg]dom, ako je funkcija P:f;ﬁﬁ
parar: ilna, derivira kriterijska funkcija (funkcija greske) po ngg - dijedi
jedno etrima i dobivena parcijalna derivacija se izjednacwe s 0,1z C gtari' a] =
metods;avn.o ocjenjivanje vrijednosti nepoznatog parf_lfnet.faiaako ]e}ifn'e IJ'l 2

s¢idanas festo koristi jer je jednostavna, prakticna illakziza pro)
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Summary THOD
LINEAR IMPARTIAL EVALUATION AN THE LEAST SQUARE ME

used whet
Statistica] modelling with the ineay impartial evaluation and the least square method are
evaluating unknoyy,

ling
75 z oiigie don the S'amp i
Parameters of classifyin the population charasteristics base

method, While the linegy eyl < 514178 the pop

linear
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cial -
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